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RESUMEN

Este escrito monografico tiene como objetivo presentar las aplicaciones tedricas de
la teoria ergddica en sistemas dindmicos discretos y combinatoria aditiva, en especifico,
en la demostracion del lema de Kac en sistemas dinamicos discretos y la prueba desde
la perspectiva ergddica del teorema de Szemerédi en combinatoria aditiva, para ello,
previamente se relne toda una base tedrica haciendo uso de una metodologia con
enfoque cualitativo de caracter descriptivo—documental mediante la cual se introducen
las nociones y algunas propiedades importantes de espacio topoldgicos, espacios
métricos, espacios normados, topologias débiles en espacios normados, algebras, me-
dida, integracion, recurrencia, transformaciones preservadoras de medida y ergodicidad
con lo cual se establece la relacion de la teoria ergddica con los sistemas dinamicos
discretos y la combinatoria aditiva obteniendo como resultados la demostracion del
lema de Kac en la cual estan involucrados el teorema de recurrencia de Poincaré y
el teorema ergddico de Birkhoff, y la prueba del teorema de Szemerédi mediante la
construccion de un sistema dinamico medible e invariante al cual es posible aplicar el
teorema de recurrencia multiple de Furstenberg lo cual permite probar la veracidad del

teorema.

Palabras claves: Ergodica, Recurrencia, Sistema dinamico, Lema de Kac, Teorema

de Szemereédi.
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CAPITULO 1

ASPECTOS INTRODUCTORIOS

1.1. Contenido de los capitulos

Este trabajo monografico esta inspirado en la belleza y sinigual abstraccion de las
matematicas. La investigacion esta dividida en 8 capitulo. A continuacion se presenta

una breve descripcion sobre el contenido de cada uno de ellos.

El capitulo 1 esta formado por tres secciones, en la primera seccion se presenta el
contenido de los capitulos de la investigacion. En la segunda seccidn se encuentra
la introduccién en la cual se exponen los antecedentes historicos sobre los origenes
de la teoria ergddica y cdmo la busqueda de las condiciones para la validez de la
llamada hipotesis ergodica formalizé6 matematicamente esta rama, ademas se presenta
el problema de investigacion junto a algunas investigaciones previas a este trabajo las
cuales abordan las aplicaciones de la teoria ergddica en sistemas dinamicos discre-

tos y combinatoria aditiva. En la seccion final se presentan los objetivos de investigacion.

El capitulo 2 esta dividido en tres secciones, elementos de topologia y analisis funcional,
teoria de la medida e integracion y teoria ergodica. En la primera seccion se introducen
los fundamentos sobre espacio topoldgicos, espacios métricos y espacios normados,
asi como algunas de sus propiedades a partir de las cuales se pueden definir las
topologias débiles en un espacio normado y su dual junto a las ideas de convergencia

de sucesiones en estos espacios dotados con dichas topologias. En la segunda seccién



1.1 Contenido de los capitulos Capitulo 1. ASPECTOS INTRODUCTORIOS

se exponen enunciados claves como o—algebra, medida, funciones medibles e integral
de una funcién simple y medible. En la tercera seccidn se plantean conceptos como
la invarianza de una transformacion, se enuncia el teorema de caracterizacion para
transformaciones invariantes, se definen la recurrencia, las transformaciones inducidas
y ergodicidad, y se demuesta el teorema de recurrecia de Poincaré, teorema ergddico
maximal y el teorema ergddico de Birkhoff. Finalmente, se define la topologia débil
estrella del espacio M;(£2) de medidas de probabilidad de Borel, se presentan algunos
teoremas sobre la convergencia de sucesiones de medidas en M, (2) asumiendo que
posee la topologia débil estrella, se define la aplicacion T, : M;(Q) — M;(Q2) y se
prueba que todo punto limite de una sucesion de medidas de probabilidad en M (Q) es

invariante en la topologia débil estrella.

El capitulo 3 esta dedicado al disefio metodoldgico, donde se describe el tipo de es-
tudio, las fuentes de informacion, el procedimiento de recoleccién de la informacién y

finalmente el plan de andlisis sobre la informacién recolectada.

En el capitulo 4, titulado resultados y discusiones, se exponen las aplicaciones de
la teoria ergddica donde con apoyo de los fundamentos previamente expuestos en
el capitulo dos y junto a una breve teoria sobre los sistemas dinamicos discretos se
demuestra el lema de Kac. Seguidamente, se introducen las definiciones de densidad
superior de Banach de un subconjunto de enteros, la transformacién shift, la variacion
de una medida compleja, variacion total de una medida compleja, el teorema de re-
presentacion de Riesz y el teorema de recurrencia multiple de Furstenberg con los

cuales finalmente se demuestra el teorema de Szemerédi desde la perspectiva ergddica.

El capitulo 5 contiene las conclusiones obtenidas al finalizar la investigacion. En el
capitulo 6 se realizan algunas recomendaciones a los estudiantes sobre otras apli-
caciones tedricas de la teoria ergddica que pueden abordarse en futuros trabajos de

finalizacidn de estudios.
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El capitulos 7 corresponde a las referencias bibliograficas en las cuales se sustenta
este estudio y el ultimo capitulo contiene los anexos donde se muestran los enunciados

complementarios del marco tedrico.

1.2. Introduccion

Segun (Viana y Oliveira, [2016), en 1971 el fisico australiano L. Boltzmann (1844 —
1906) introduce la palabra Ergodica la cual es una concatenacion de dos palabras
griegas epyov (ergon) que significa trabajo y odoo (0dos) que se interpreta como camino;
los sistemas que interesaban a Boltzmann y demas fundadores de la teoria cinética de
los gases, son los que pueden ser descritos por un flujo Hamiltoniano, representado

por la ecuacion diferencial

(@ dgn dps %)_<% Ogn Op1 %)

de’ 7 dt de 7T dt

ot T ot ot ot

Boltzmann creia que las oérbitas tipicas de tal flujo cubrian la superficie de energia
H~'(c) que las contiene, esta es la hipbtesis ergédicaﬂ, la cual era crucial para su
formulacién de la teoria cinética de gases. La busqueda por entender si la mayoria de
los sistemas Hamiltonianos, especialmente aquellos que aparecen en conexion con
la teoria cinética de los gases, son ergddicos o no, fueron los primeros pasos de la
teoria ergodica, la cual es el estudio de los sistemas dinamicos dotados de medidas

invariantes Viana y Oliveira (2016).

Por otra parte, de acuerdo con (Lacomba, |2000), Henrry Poincaré (1854 — 1912) a fina-
les del siglo XIX con sus trabajos al fusionar el analisis matematico con la geometria,
y desarrollar un nuevo punto de vista cualitativo para el estudio de las ecuaciones

diferenciales contribuy6 también en los inicios de la teoria ergédica.

'La hipétesis ergodica planteaba que los promedios de tiempo de cantidades observables a lo largo
de odrbitas tipicas coincidian con sus respectivos promedios de espacio en la superficie de energia.

3
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Sin embargo, desde las perspectiva formal, se considera que el comienzo matematico
de la teoria ergddica se di6 en los afios 1931 y 1932 cuando George David Birkhoff
(1884 — 1944) y John Von Newmann (1903 — 1957) publicaron documentos de forma
individual que contenian versiones ligeramente diferentes de lo que en la actualidad se
conoce como el teorema ergodico de Birkhoff y el teorema ergédico de Von Newmann,
respectivamente; a pesar que las técnicas utilizadas por Birkhoff y Von Newmann fueron

diferentes, ambos llegaron a conclusiones similares (Moore, |2015).

Las pruebas contenidas en estos dos documentos concluyeron notables resultados en
mecanica celeste y una vision clave a un problema de 60 anos en mecanica estadistica,
es decir la razdn para la cual la hip6tesis ergodica es valida; a partir de los documentos
publicados por Birkhoff y Von Newmann la teoria ergodica ha prosperado por mas de
80 anos y cuyas investigaciones subsecuentes en esta rama desde 1932 han ampliado

su conexion con la hipétesis central de la mecanica estadistica (Moore, 2015).

Cabe mencionar que de acuerdo a (Carcamo y cols., 1996), otros contribuyentes a la
teoria ergodica fueron los matematicos Frigyes Riesz (1880 — 1956) de origen hingaro
quien present6é un prueba del teorema de Birkhoff mas sencilla, el estadounidense
Joseph Leo Doob (1910 — 2004) el cual aplicé el teorema ergddico de Birkhoff a las ca-
denas de Markov, el matematico ruso Andréi Kolmogorov (1903 — 1987) quien introdujo

el concepto de entropia.

En la actualidad la teoria ergdédica ha ampliado su campo de aplicaciéon haciendo
conexion con areas como los sistemas dinamicos los cuales estudian la dinamica de
los sistemas en evolucion a largo plazo (Brin y Stuck, 2002), este campo tiene sus
origenes en el siglo XIX, un caso interesante son los sistemas a tiempo discreto que
en la actualidad son de gran interés ya que mediante ellos es posible modelar muchos
fendmenos en diversas areas (Lacombal, [2000), sin embargo aunque muchos proble-

mas pueden ser estudiados sin complicaciones mediante estos sistemas a tiempo
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discreto, en algunos casos no sucede o mismo pues no es posible predecir el com-
portamiento del sistema cuando las érbitas tienden a ser cadticas por lo cual surge
la necesidad de obtener herramientas matematicas que ayuden a facilitar el estudio
de diversos sistemas aun si sus Orbitas son cadticas, una de esas herramientas es el
Lema de Kac el cual permite conocer el primer tiempo de retorno de un punto de un

conjunto A al propio conjunto A con A bajo ciertas condiciones.

También la teoria ergddica tiene relacion con la combinatoria aditiva, la cual estudia los
subconjuntos de enteros o de otros grupos abelianos de los cuales interesan las pro-
piedades y patrones que pueden expresarse mediante suma y multiplicacion (Trevisan,
2009). Un enigmatico problema conocido inicialmente como conjetura de Erdés—Turan
el cual fué propuesto en 1936, garantiza la existencia de progresiones aritméticas de
longitud arbitaria en un subconjunto de los enteros si este posee densidad superior
positiva de Banach. En 1975, Endre Szemerédi brind6 la demostracion de la conjetura
de Erddés—Turan hoy conocida como teorema de Szemerédi (Lugosi y Serra, 2012),
sin embargo dicha prueba utiliza métodos puramente pertenecientes a la combinatoria

aditiva lo cual hace la prueba en extremo compleja y de gran extension.

Los casos anteriores son estudiados en la presente monografia mediante el uso de la
teoria ergddica a través de la cual se brinda una prueba del lema de Kac asi como una

demostracion mas sencilla del teorema de Szemerédi.

A continuacion se presentan algunos trabajos sobre la aplicabilidad de la teoria ergddica

en la dinamica de sistemas y combinatoria aditiva.

Andrés Vicente Chulluncuy Centeno, de la Universidad Nacional de Ingenieria, Perq,
en su tesis de fin de master E/ teorema de Szemerédi, consecuencias en la distribucion
de numeros primos y perspectivas, (Chulluncuy Centeno, 2014), aborda el teorema de

Szemerédi (Teorema |4.1.3) desde distintas perspectivas tedricas, como el analisis de
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Fourier para probar el teorema para progresiones aritméticas de longitud tres; usa las
normas de Gowers con el objetivo de probar el teorema para progresiones de longitud

cuatro y en el caso general hace uso de la teoria ergddica.

Van Amstel de la University of Pretoria, Pretoria, con ayuda del Ph.D. Van Der Walt y
Ph.D. M. Messerschmidt, en su tesis de fin de master An ergodic theoretic approach
to Szemerédi’s theorem, (Van Amstel y cols., [2018), estudia el teorema de Szemerédi
mediante argumentos tedricos ergodicos, con los cuales muestra que el teorema de
recurrencia multiple de Furstenberg (Teorema implica el teorema de Szemerédi y

seguidamente prueba el reciproco para concluir que los teoremas son equivalentes.

Marina Lizeth Rojas Salazar de la Universidad Autonoma de Ciudad Juarez , México, en
su proyecto de investigacion Introduccion a la Teoria Ergddica, (Rojas Salazar, 2018),
estudia la dinamica de sistemas y aspectos de la teoria ergédica como la invarianza de
una transformacion, ergodicidad, recurrencia, ademas prueba el teorema de recurrencia
de Poincaré y el teorema ergddico de Birkhoff con el objetivo de estimar el tiempo de

recurrencia de un sistema dinamico discreto.

Mateus Ribeiro de Souza Marra de la Universidade Federal de Uberlandia, junto al
Ph.D. Thiago Catalan, en su articulo Sistemas Dinamicos: Alguns teoremas classicos
da Teoria Ergodica, (Marra y cols., |2019), enfoca su trabajo en la demostracion de
algunos teoremas relevantes de la teoria ergodica y muestra como estos junto a los

sistemas dinamicos ayudan a resolver problemas en teoria de nimeros.



Capitulo 1. ASPECTOS INTRODUCTORIOS 1.3 Objetivos

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Mostrar las aplicaciones de la teoria ergddica en sistemas dinamicos discretos y

combinatoria aditiva.

1.3.2. Objetivos especificos

1. Exponer los fundamentos tedricos que respaldan la aplicacion de la teoria ergddi-

ca en sistemas dinamicos discretos y combinatoria aditiva.

2. Demostrar los principales teoremas ergodicos y algunas propiedades de recurren-
cia.
3. Probar el lema de Kac utilizando el teorema ergddico de Birkhoff y el teorema de

recurrencia de Poincaré.

4. Aplicar el teorema de recurrencia multiple de Furstenberg en la demostracién del

teorema de Szemerédi.



CAPITULO 2

MARCO TEORICO

2.1. Elementos de topologia y analisis funcional

2.1.1. Espacios topologicos

Definicion 2.1.1 (Topologia). Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion T

de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:
1. )y X estanenT.
2. La union de los elementos de cualquier subcoleccion de T estaen T.
3. La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de T estaen T.

Un conjunto X para el que se ha definido una topologia T se llama espacio topoldgico.

Definicion 2.1.2 (Base de una topologia). Si X es un conjunto, una base para una
topologia sobre X es una coleccion B de subconjuntos de X (llamados elementos

basicos) tales que:

1. Para cada x € X, hay al menos un elemento basico B que contiene a .

2. Si x pertenece a la interseccion de dos elementos basicos B, y B, entonces

existe un elemento basico Bz que contiene a x y tal que Bz C B1 N Bs.

Si B satisface estas dos condiciones se define la topologia generada por B como sigue:

Un subconjunto U de X se dice que es abierto en X (esto es, es un elemento de T ), si

8
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para cada x € U, existe un elemento basico B € B talque x € B y B C U. Nétese que

cada elemento basico es asi mismo un elemento de T.

Se debe comprobar que la coleccién 7 generada por la base B es una topologia, es

decir verifica las condiciones de la definiciéon [2.1.1] Asi, definase 7 como
T=GenB={UCX :VxeU3IBecBtalquex € BCU}

1. Primeramente se debe mostrar que ) y X estan en 7. Si U = ), trivialmente se
satisface que U es abierto, por lo cual ) € 7. De la misma manera X € T, pues

para cada x € X existira algun B € Btalque x € B C X.

2. Sea {U,}aes una familia indexada de elementos de 7. Se mostrara que

U=|JUsestaenT.
acJ
Asi, dado un punto x € U, entonces existe un indice « € J tal que x € U,. Puesto
que U, € T es abierto, existe un B € Btalque x € B C U,, pero U, C U, asi
r € B C U, luego de acuerdo a como se ha definido la coleccién T, el conjunto

U € T, asi U es abierto.

3. Resta probar que la interseccion de cualquier subcoleccion finita de 7 esta en T.
Para ello, primero se exhibira que la interseccion de dos elementos cualquiera de

T estaen 7.

Sean U, U; elementos de 7. Sea = € U; N U,, y considerando un B; € B pa-
ra el cual x € B; C U, y tomando otro conjunto, por ejemplo By, € B para el
cual x € By C Us, entonces por la segunda condicion de la definicion exis-

teun B3 € Btalque x € B3 C BiNBy, porlocualz € By C UiNUy, asiUiNU, € T.
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Ahora, mediante induccién matematica se probara que la interseccion de cualquier
subcoleccion finita Uy, Us, - - - , U, de elementos de T estaen 7. Paran = 1 es
trivial. Luego, asumiendo como hipoétesis inductiva que Uy N U; N ---N U, esta

en 7 se debe mostrarque Uy N U, N---NU, estaen T.

Asi, de la hipotesis inductiva se tiene que Uy N U N---NU,_; estd en T y ademas
se sabe que U, € T, luego por el hecho anterior se infiere que la interseccion de
dos elementos cualquierade T estaen T, asi (U1 NU,N---NU,_1)NU, estaen

T.

Por tanto, se concluye que la coleccién de conjuntos abiertos generados por B es, en

efecto una topologia.

Lema 2.1.1. Sea X un conjunto y B una base para una topologia T sobre X. Entonces

T es igual a la coleccion de todas las uniones de elementos de B.
Demostracion. Ver Munkres| (2002). O

Definicion 2.1.3 (Subbase de una topologia). Una subbase S para una topologia
sobre X es una coleccion de subconjuntos de X cuya union es igual a X . La topologia
generada por la subbase S se define como la coleccion T de todas la uniones de

intersecciones finitas de elementos de S.

SeaS={S;Cc X :| )S; =X}, es necesario comprobar que la coleccion Tg definida
S

o) <o

es una topologia. Para ellos solo es necesario probar que la coleccién

B:{ﬁSi : SieS}

=1

como

10
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es una base. Asi, dado un punto =z € X entonces existe algun S; en Stalque z € S; y
en consecuencia a un elemento de B. Por lo cual se cumple la primera condicién de la
definicion 2.1.2

Para comprobar la segunda condicién de la definicién [2.1.2] sean B, B, € B tales que

B =5N8N---NSy,yB,=8NS,N---NS

n

Luego, la interseccidn By N By = (51N S N---NS,)N(S;NSyN---NS,) es también
una interseccion finita de S, asi B; N B, esta en B, por lo cual B es una base, luego por

lema se concluye que T es una topologia generada por la subbase S.

Si X e Y son espacios topologicos, existe un método natural de definir una topologia
sobre el producto cartesiano X x Y. En seguida se dara la definicién de topologia

producto sobre X x Y y algunas propiedades relacionadas con esta topologia.

Definicion 2.1.4 (Topologia producto). Sean X eY espacios topoldgicos. La topologia
producto sobre X x Y es la topologia que tiene como base la coleccion BB de todos
los conjuntos de la forma U x V, donde U es un subconjunto abierto de X y V' es

subconjunto abierto de Y .

A como se ha hecho en las definiciones anteriores, se debe verificar que la coleccidon
B={UxV :UCX,VCY,yUV son abiertos} es una base.

1. La primera condicion de base es trivial puesto que X x Y es un elemento basico.

2. Para verificar la segunda condicién se debe mostrar que la interseccion de dos
elementos basicos cualquiera es un elemento basico, asi sean U; x Vi, U, x V;

elementos de By sea (x,y) un elemento en dicha interseccion, luego

(z,y) € Ui xVi)N (U2 x V2) & (z,y) €U xViy (2,y) €U x Vo

& (reliyyeW)y(@elyyels)

11
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& (relUiyrelh)yeViyyelh)

=4 l’eUlﬂUgnyVvlﬂva

& (zy) € (U1NUy) x (ViNs)

Por lo cual
(Ul X‘/l)ﬂ(UQX‘/Q):(UlﬂUQ) X (%ﬂ%)

Ahora, puesto que U; N U, es abierto en X y V; NV, es abierto en Y entonces

(U1 NnUs) x (V1 NV,) es un elemento basico.

Asi se verifica que B es una base para la topologia producto sobre X x Y.

Observacion 2.1.1. Es importante aclarar que la coleccion BB no es una topologia sobre
X xY, pues por ejemplo la union de dos rectangulos ilustrados en la figura|2.1 no es
un producto cartesiano de dos conjuntos, por lo que no puede estar en B; sin embargo

es abiertoen X x Y.

Figura 2.1: Union de dos rectangulos.

c ra 3 3
C < 7 7
s " z
;_W_J
u U,

Fuente: Tomada de “Espacios topolégicos y funciones continuas”, Topologia, J.
Munkres, 2 Ed. (p. 99), 2002, Prentice Hall.

12
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Si las topologias para los conjuntos X e Y estan dadas por medio de bases, entonces
interesa saber como esta definida la base de la topologia producto sobre X x Y, por lo

cual se presenta el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1. Si B es una base para la topologia de X y C es una base para la

topologia de Y, entonces la coleccion
D={BxC|BeB,Cec(}
es una base para la topologia sobre X x Y.
Demostracion. Véase [Munkres (2002). O
En ciertos casos también es util definir la topologia producto en términos de la subbase.

Definicion 2.1.5. Seanr, : X x Y — X definida por

7Tl(xay) =7

ym: X xY — Y definida por

mo(z,y) =y

Las aplicaciones ©; y m se denominan proyecciones de X x Y sobre su primer y

segundo factor, respectivamente.

Observacion 2.1.2. Es importante destacar que:

1. Las aplicaciones m, y m, son sobreyectivas.

2. SiU es un subconjunto abierto de X, el conjunto = *(U) es, precisamente, el
conjunto U x Y, que es abierto en X x Y. De modo similar, siV es abierto enY,

ocurre que m, * (V) = X x V que también es abiertoen X x Y.
3 m'(U)Nm (V)=UxV.

La idea ilustrativa de lo expuesto en la observacion puede apreciarse en la figura
2.2,

13
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Figura 2.2: Interseccion de 7, 1(U) N, ' (V).

r, (V)

v r, (V)

;V_J
u

Fuente: Tomada de “Espacios topoldgicos y funciones continuas”, Topologia, J.
Munkres, 2 Ed. (p. 100), 2002, Prentice Hall.

Teorema 2.1.2. La coleccion
S = {r'(U)|U es abiertoen X} U {n; (V)| V es abiertoenY}
es una subbase para la topologia producto sobre X x Y.

Demostracion. Sea T la topologia producto sobre X x Y y 7'/ |a topologia generada
por S. Se desea mostrar que 7 = T’. Asi, dado que cada elemento de la subbase
S pertenece a T, entonces de acuerdo a como se define la topologia generada por
la subbase también pertenecen las uniones arbitrarias de intersecciones finitas de

elementos de S, porlocual 7/ C T.

Ahora, cada elemento basico U x V para la topologia T es la interseccion finita de
elementos de S pues se sabe que U x V =7, ' (U) N, (V), portanto U x V € T/, de

donde se infiere que T CT7/, asi se concluye que 7 = 7. O

Mas adelante se definira la topologia producto con respecto a la subbase para un

producto arbitrario de conjuntos.

Definicion 2.1.6 (Topologia relativa). Sea X un espacio topolégico con topologia T. Si

Y es un subconjunto de X, la coleccion

14
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Ty ={YNU|UeT}

Es una topologia sobre Y, denomida topologia del subespacio o topologia relativa. Con
esta topologia, Y se denomina subespacio de X ; sus conjuntos abiertos son todas las

intersecciones de conjunto abiertos de X conY .

Es necesario comprobar que la coleccion 7y es una topologia sobre el subconjunto Y.

1. La primera condicion es inmediata pues los conjuntos () y X son abiertos por estar

enT,porlocuald=0NYyY =YNX,asilyY estanen Ty.

2. Sea {U; N Y}, una coleccion finita de 7y donde U; es abierto en X para todo

i=1,---,n, se desea mostrar que

((U:NY)estaen Ty.
=1

Para ello, vea que

ﬁ uny) = UnyY)nUsnY)n---Nn(U,NY)

=1

= (UhnUsn---NU,)NY

- (ﬂU)mY

Por lo cual

ﬂ (U;NY) (ﬂ >
Ahora, dado que los U; son abiertos en X parai = 1,--- ,n, es decir U; € T
paracadai = 1,--- ,n, entonces su interseccion también esta en 7 por lo cual

(ﬂ Ui) NY es un elementos de Ty, asi [ | (U; NY) esta en Ty.

=1 i=1
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3. Sean {U,}.cs una familia indexada de subconjuntos abiertos de X' y {U, NY },ecs

una coleccion arbitraria de elementos de 7y. Se desea probar que

|J W.nY)estaen Ty,

aed

Asi, observe que

U @ny) = UinY)UnY)U U (UsrNY)U---

acJ

= (WUUyU---UUyU---)NY

)

Ahora, dado que U, € T para cada a € J, entonces U U, esta en T, por lo cual
aeJ

(U Ua) NY es un elemento de Ty, por tanto | J (U, NY) € Ty.

acJ acd

Asi se comprueba que Ty es una topologia.

Lema 2.1.2. SiB es una base para la topologia de X . Entonces la coleccion
By ={BNY|B e B}
es una base para la topologia de subespacio sobre'Y .

Demostracion. La prueba es sencilla, puede encontrarse en|Munkres| (2002). O

Para el producto cartesiano arbitrario de conjuntos se pueden definir dos topologias,
es decir, la topologia producto y la topologia por cajas, si el producto es finito ambas
topologias coinciden, en este trabajo solo se abordara la topologia producto. Por otra
parte, existe una relacion entre la topologia de subespacio y las topologias del producto,

esta relacion se enuncia en el siguiente teorema.

16
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Teorema 2.1.3. Si A es un subespacio de X y B es un subespacio de Y, entonces
la topologia producto sobre A x B coincide con la topologia que A x B hereda como

subespacio de X x Y.

Demostracion. Sea 7y la topologia del conjunto X y Ty la topologia del conjunto Y.
Dado que Ay B son subespacios de X e Y respectivamente, entonces por definicién
2.1.6, las colecciones Ty ={MNA: MeTx }yTg={NNB : N €Ty }sonlas

topologias de A y B respectivamente.

Por otra parte, sea B = {U xV : U € Tx yV € Ty } una base para la topologia
producto sobre X x Y. Luego, por lema [2.1.2] el conjunto (U x V)N (A x B) es un
elemento basico genérico para la topologia del subespacio sobre A x B. Ahora, dado

que
(UxV)N(AxB)=(UnNA)x(VNB)

yademas UNA e T4,y V N B e Tg, entonces por definicion2.1.6, (U N A) x (V N B)
es el elemento basico genérico para la topologia producto sobre A x B, por tanto, las
bases para la topologia de subespacio sobre A x By para la topologia producto sobre

A x B son idénticas, asi ambas topologias son iguales. O

De la definicion se sabe que la topologia para un conjunto X esta definida respecto
a los abiertos de X, sin embargo la coleccion de subconjuntos cerrados de un espacio
topologico X satisfacen propiedades similares a aquellas satisfechas por la coleccion

de subconjuntos abiertos de X, el siguiente teorema pone de manifiesto este hecho.
Teorema 2.1.4. Sea X un espacio topoldgico. Se cumplen las siguientes condiciones:
1. 0 y X son cerrados.
2. Las intersecciones arbitrarias de conjuntos cerrados son cerradas.
3. Las uniones finitas de conjuntos cerrados son cerradas.

Demostracion. Sea X un conjunto y 7 una topologia para X, entonces:

17
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1. La primera condicion es inmediata, es decir, X y () son cerrados pues X¢ =0y

() = X son abiertos por estar en 7.

2. Sea {A,}.es una familia indexada de conjuntos cerrados. Se debe mostrar que

ﬂ A, es cerrada.

aeJ

Asi, por definicion de conjunto cerrado se debe probar que el complemento de
ﬂ A, dado por

acd

X — ﬂ A, es abierto.

aed

Luego, usando las leyes de De Morgan se tiene que

X—(4 = X—(AinAn-NAen--)

aeJ

= XNANAN---NA,1N---)°
= XN(ASUASU---UAS_U--)
= (XNAHU (X NAHU---U(XNA_HU---
= (X-AH)UX -A)U---UX -A,1)U---

= J&x -4,

aeJ

Por lo cual
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Ahora, puesto que X — A, es abierto por definicion, luego U (X —A,) esla
acJ
union arbitraria de conjuntos abiertos, por lo cual es abierto, por tanto ﬂ A, es

acJ
cerrado.

3. Sea {A;}, una coleccion de conjuntos cerrados. Se debe mostrar que
|J A es cerrado.
=1
Asi, nuevamente por definicion de conjunto cerrado se debe probar que
X — U A, es abierto.
=1

Ahora, por las leyes de De Morgan sabe que

= XN(AUAU---UA,)"
= XN(A[NASN---NAS)

= (XNnA)N(XNAH)N---N(XNAY

Asi se tiene que



2.1 Elementos de topologia y andlisis funcional Capitulo 2. MARCO TEORICO

n

Dado que X — A; es abierto paracadai=1,--- ,n, entonces ﬂ(X —A,) esla
=1

interseccion de una coleccidn finita de conjuntos abiertos, por lo cual es abierto,

n
lo cual implica que U A; es cerrado.
=1

O

El teorema[2.1.4] sugiere que, en lugar de usar conjuntos abiertos, se podria especificar
perfectamente una topologia sobre un espacio dando una coleccién de conjuntos
cerrados que satisfagan las tres propiedades del teorema[2.1.4] En este caso se puede
definir a los conjuntos abiertos como los complementos de los conjuntos cerrados y

proceder exactamente como antes.

Definicion 2.1.7 (Homeomorfismo). Sean X e Y espacios topoldgicos; sea f : X — Y
una biyeccion. Si la funcién f y la funcién inversa f~' : Y — X son ambas continuas,

entonces f se dice que es un homeomorfismo.

Definicion 2.1.8. Sea J un conjunto de indices. Dado un conjunto cualquiera X, se
define una J—upla de elementos de X como una funcion z : J — X. Si a es un
elemento de J, se denotara el valor de x en o« mediante x,, en lugar de z(«); la cual se

llama la a«—ésima coordenada de z. Y se denotara a la funcion x mediante el simbolo

(Ta)acs

la cual es su notacion upla para un conjunto arbitrario de indices J. Se denota al

conjunto de todas las J—uplas de elementos de X por X”.

Definicion 2.1.9. Sea { A, }.c; una familia de conjuntos indexada y sea X = U,c;A,.

El producto cartesiano de esta familia indexada, denotado por

[1 4

aed

se define como el conjunto de todas las J—uplas (x,).c; de elementos de X tales que

xo € A, para cada o € J. Esto es, el conjunto de todas las funciones
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x:J—>UAa

acJ

tales que x(a) € A, paracada o € J.

Definicion 2.1.10 (Proyecciones). Sea

mg: [ [ Xe = X5

aeJ

la funcion que asigna a cada elemento del espacio producto su coordenada 3—ésima,

75((Za)aes) = g,
Se denomina aplicacion proyeccion asociada con el indice .

Definicion 2.1.11. Se define por S; a la coleccion
Ss = {m5'(Us) | Us es abierto en X3}

y se denota por S a la union de esas colecciones

S=J8s

BedJ

La topologia generada por la subbase S se denomina topologia producto. En esta

topologia H X, se denomina espacio producto.
aed

Teorema 2.1.5. Sea { X, };c; una familia de espacio topoldgicos y sea {Y;}:c; una familia

de conjuntos, de modo que cada Y; C X;. EntoncesY = H Y; es un subconjunto de
i€l
X = H X;. Si se considera a cada Y; como un espacio topoldgico con la topologia
el
relativa, entonces la topologia producto enY es la misma que la topologia relativa con

respecto de X.

Demostracion. Ver |lvorra Castillo| (s.f.). O]
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Definicion 2.1.12 (Espacio de Hausdorff). Un espacio topolégico X se denomina
espacio de Hausdorff si para cada par x, xo de puntos distintos de X, existen entornos

U, y U, de x1 y x4, respectivamente, que son disjuntos.

Teorema 2.1.6. Todo conjunto finito con la topologia discreta es un espacio de Haus-
dorff.

Demostracion. Sea X un conjunto finito y sea 7 la topologia discreta en X. Sean z,y
elementos de X tal que = # y. suponga que {U,} es una coleccion de subconjunto
abiertos de X que contienen al punto = y {V,,} una coleccién de subconjuntos abiertos
de X que contienen a y. Ahora, dado que X es finito, entonces las colecciones {U,} y
{V,.} son finitas. Luego, por la condicion dos de la definicion las intersecciones
(YU:y (Vi estan en T y puesto que (U; = {z} y [ |Vi = {y}, entonces se tiene que

(M) (V) = fak iy =0

Por tanto, se concluye que X es un espacio de Hausdorff. O
Teorema 2.1.7. a. Un subespacio de un espacio de Hausdorff es de Hausdorff.
b. El producto cartesiano de espacios de Hausdorff es de Hausdorff.

Demostracion. a. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff y sea Y un subespa-
cio topoldgico de X. Considerando punto z e y distintos en Yy suponiendo que
U y V son entornos disjuntos en X de x e y, respectivamente; ahora puesto que
Uy V son abiertos entonces U NY y V NY son entornos abiertosde z e yenY,

respectivamente, por tanto Y es de Hausdorff.

b. Sea {X,} una familia indexada de espacios de Hausdorff y definiendo los puntos
r=(x1, T2, -+, To) Yy = (Y1, Yo, -+, Yo) distintos en el espacio producto [ X,.
Dado que z # y, entonces existe algun indice /5 tal que z3 # y3. Ahora, suponien-
do que U y V son conjuntos abiertos disjuntos en Xz que contienen a z3 € yz,

respectivamente, entonces los conjuntos 75 ' (U) y 75" (V') son abiertos disjuntos
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en [[ X, que contienen a z e y, respectivamente, por lo cual se concluye que
[] X. es un espacio de Hausdorff.
O

Definicion 2.1.13. Un espacio X se dice que es localmente compacto en x si existe
un subespacio compacto C de X que contiene un entorno de . Si X es localmente

compacto en cada uno de sus puntos, diremos que X es localmente compacto.
Definicion 2.1.14. Un subconjunto A de X se dice que es densoen X siA = X.

Teorema 2.1.8 (Teorema de Tychonoff). El producto de espacios compactos es com-

pacto en la topologia producto.

Demostracion. Ver Munkres| (2002). O

2.1.2. Espacios métricos

Definicion 2.1.15 (Distancia). Dado un conjunto X, una distancia sobre X, es una
aplicacion d : X x X — R que a cada par de puntos x,y € X le asocia un numero real

d(x,y), que cumple las siguientes condiciones:
1. d(z,y) >0
2. d(z,y) =0 s/, y solo si, x = y (Separacion)
3. d(z,y) = d(y,x) para todo x,y € X (Simetria)
4. d(z,y) < d(z,z) 4+ d(z,y) para todo z,y, z € X (Desigualdad triangular)

Definicion 2.1.16 (Espacio métrico). Un espacio métrico es un par (X, d) donde X es

un conjunto y d es una distancia definida en X .

Definicion 2.1.17 (Subespacio métrico). Sea (X, d) un espacio métricoy A C X un
subconjunto de X . Sea la funcion d, : A x A — R definida por d4(z,y) = d(z,y), para
cada x,y € A. Entonces d, es una distancia sobre A, llamada distancia inducida por d.

El par (A,d,) se dice que es un subespacio métrico de X .
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Definicion 2.1.18 (Recubrimiento de un conjunto). Sea X un conjunto y sea A C X.

1. Un cubrimiento o recubrimiento de A es una familia A = {A;}.c; de subconjuntos

de X de manera que A C |J,.; A;.

2. Un subcubrimiento o subrecubrimiento es una subfamilia B C A que es también

un recubrimiento de A.

3. Un recubrimiento es finito si esta formado por una cantidad finita de conjuntos.

Cuando (X, d) es un espacio métrico y cada A; es un abierto de X, se dice que A es

un recubrimiento abierto de A.

Definicion 2.1.19 (Espacio métrico compacto). Un espacio métrico (X, d) es compacto

si todo recubrimiento abierto de X admite un subrecubrimiento finito.

Definicion 2.1.20 (Subespacio compacto). Sea (X, d) un espacio métrico y K ¢ X
un subconjunto. Decimos que K es un conjunto compacto en (X, d) si (K,dk), con la
topologia relativa, es un espacio compacto. En este caso se dice que (K,dx) es un

subespacio compacto.

Proposicion 2.1.1. Sea K un subespacio de un espacio métrico (X, d). Entonces K es

compacto si, y solo si para cada familia {A;}ic; de abiertos en X tal que K C |J,.; A,

existe una subfamilia finita { A;}}_, tal que K C |J;_, A;.

Demostracion. Para la primera implicacion, suponga que K es compacto y sea
K C U, Ai donde {4;},c; es una familia de abiertos del espacio (X, d). Entonces
por definicidn de topologia relativa (definicion [2.1.6), la familia {A; N K'}.c; s un recu-
brimiento de K por abiertos de (K, dx). Dado que este subespacio es compacto, se

puede extraer un subrecubrimiento finito de modo que

K ¢ (ANK)U(ANK)U---U(A,NK)

N

AyUAU---UA,

=1

24



Capitulo 2. MARCO TEORICO 2.1 Elementos de topologia y andlisis funcional

Por tanto, K C |J;_; A..

Para la segunda implicacion, se mostrara que (K, dx) es compacto. Sea {A4;};c; una
familia de abiertos en (K, dx) que cubre a K, luego cada abierto A; se puede escribir
de la forma A; = B; N K donde B; es un abierto en (X, d), ahora dado que B, N K C B;

para todo i € I, entonces se tiene que K C |J,.; B;. Asi, por hipétesis, existe una

el

familia { B;} tal que

K C OBi
i—1

de donde se infiere que

K =L B)NK=UL(B.NK)=|JA4

=1

Por tanto, K es compacto. O

Definicion 2.1.21 (Compacidad secuencial). Sea (X, d) un espacio métricoy K C X

un subconjunto. Se dice que K es secuencialmente compacto si cada sucesion (z,,)2°

n=1

en K posee una subsucesion (x,, )2, convergente a un punto de K.

Definicion 2.1.22 (Propiedad de Bolzano-Weierstrass). Sea (X, d) un espacio métrico;
se dice que X tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass o que es compacto por punto
limite o por punto de acumulacion si cada subconjunto infinito de X tiene un punto de

acumulacion.

Teorema 2.1.9 (Heine - Borel - Lebesgue). Sea (X,d) un espacio métrico y K un

subconjunto de X . Las siguientes condiciones son equivalentes:

a. K es compacto.
b. K tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass.

c. K es secuencialmente compacto.

Demostracion. Consulte Herrero Pineyro (2010) para la demostracion. O
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Definicion 2.1.23 (Sucesion de Cauchy). Sea (X, d) un espacio métrico y una sucesion
(xn)2, C X. Se dice que (z,)°, es una sucesion de Cauchy si dado = > 0 existe

n=1

no € N tal que, sim, n > ng, entonces d(z,,x,,) < €

El enunciado de la definicion [2.1.23| afirma que, a partir de un término todos los demas

estan tan cerca uno del otro como se desee.

Proposicion 2.1.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Si (x,)°, es una sucesion de
Cauchy que contiene una subsucesion (x,, );>., que converge a x, entonces la sucesion

(x,)22, converge a x.

Demostracion. Sea (x,,)5° , una sucesion de Cauchy en X y (z,, )32, una subsucesion
de (z,)%, que converge a un punto = en X. Dado que (z,)22 , es de Cauchy, entonces
para cada ¢ > 0 existira un numero natural n, tal que para todo m,n > n; se cumple

que

d(xp, Tpm) <

N ™

Por otra parte, puesto que (z,)5°, converge a z, entonces existe k, tal que si n, > ny,

se tiene que

d(zp,, ) <

DO ™

Ahora, considerando ny = méax{ni,ny, } y tomando n > nq y k tal que n, > n, resulta
que

d(‘r”’x) < d(xn,xnk) + d('rnkafw < g + g —°

Por tanto, (z,)°, converge a un punto z. O

Definicion 2.1.24 (Espacio métrico completo). Un espacio métrico (X, d) es completo

si toda sucesion de Cauchy en X es convergente.
Una consecuencia de la proposicion es el siguiente corolario.

Corolario 2.1.1. Un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy tiene una

subsucesion convergente.
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Proposicion 2.1.3. Todo espacio métrico compacto es completo.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea (z,,)22; una sucesion
de Cauchy en X. Dado que X es un espacio compacto, por teorema [2.1.9] también es
secuencialmente compacto, por lo cual existe una subsucesion (z,, )32, de (z,,)5>, que
es convergente, luego por proposicion la sucesion (z,,)5°, es convergente y por

tanto X es completo. O

Definicion 2.1.25 (Embebimiento). Supongamos que f : (X,d) — (Y,d') es una
aplicacion continua e inyectiva. La funcion f : X — f(X), donde f(X) C Y tiene la
topologia inducida obtenida al restringir el rango de f, es biyectiva. Si ocurre que f
es un homeomorfismo de X en f(X), se dice que la aplicacion f : X — Y es un

embebimiento topoldgico, o simplemente un embebimiento, de X enY .

Definicion 2.1.26. Sea X un espacio topoldgico, se dice que X es metrizable si existe

una distancia d en el conjunto X que induce la topologia de X .

Definicion 2.1.27 (Isometria). Dados dos espacios métricos (X, d) e (Y,d'), se dice
que una aplicacion biyectiva f : X — Y es una isometria si conserva la distancia, es
decir, d(zy,x2) = d'(f(x1), f(z2)) para todo 1, o € X. En este caso decimos que X e

Y son espacios isométrico.

2.1.3. Espacios normados

Definicion 2.1.28 (Norma de un espacio vectorial). Una norma en un espacio vectorial
(real o complejo ) X es una funcion de valor real, para la cual el valor de cada x € X se

denota por || = || y cumple las siguientes propiedades:
1. ||z |> 0 para todo x € X
2. |x||=0si ysolosiz=0
3 ||az||=lall|z|; (€K, xe€ X)
4 le+yl<lzl+ 1yl (z,yeX)

27



2.1 Elementos de topologia y andlisis funcional Capitulo 2. MARCO TEORICO

Definicion 2.1.29 (Espacio normado). Un espacio normado es un espacio vectorial X

con una norma || x || definida en él.

Naturalmente sobre un mismo espacio vectorial pueden considerarse distintas normas,
cada una de ella da lugar a un espacio normado diferente, por lo cual se dice que
un espacio normado es un par (X, || - ||) formado por un espacio vectorial X y una
norma, sin embargo por simplicidad casi siempre se dice que X es un espacio normado

entendiendo que X es un espacio vectorial en el que esta definida una norma concreta.

Definicion 2.1.30 (Distancia asociada a la norma). Dado un espacio normado (X, || |),

la aplicaciond : X x X — R* U {0} dada por
d(z,y) = ||z — y|| para todo =,y € X

es una distancia en X llamada distancia asociada a la norma.

Todo espacio normado se considera siempre como espacio métrico con la distancia

asociada a su norma.

Definicion 2.1.31 (Espacio normado completo). Un espacio normado es completo si
la métrica definida por su norma es completa, es decir si toda sucesion de Cauchy es

convergente en la métrica definida por dicha norma.

Definicion 2.1.32 (Espacio de Banach). Un espacio de Banach es un espacio normado

que es completo.

En el estudio de los espacios normados son de gran importancia los operadores y
funcionales lineales, por lo que en seguida se enuncian estas definiciones asi como las

de sus normas.

Definicion 2.1.33 (Operador). Un operador es una aplicacion definida en espacios

vectoriales, en particular en espacios vectoriales normados.

Definicion 2.1.34 (Operador lineal). Un operador lineal T es un operador tal que:
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1. El dominio 2(T') es un espacio vectorial y el rango %(T') se encuentra en un

espacio vectorial sobre el mismo cuerpo.

2. Paratodo z,y € 2(T) y escalares a,
T4y =Tz+Ty
T(azx) =aTx
Definicion 2.1.35 ( Operador lineal acotado). Sean X e Y espacios normados y

T:9(T)—Y,donde 2(T) C X. El operadorT se dice acotado si existe un numero

real c tal que para todo x € Z(T)

[T]| < cf|]] (2.1)

De la defincidn anterior, interesa conocer cual es el valor mas pequeno posible de c tal

que (2.1) se conserve para todos los x € 2(T) diferentes de cero.

Observese que si ¢ = ||T'|| entonces la relacion en (2.1) se puede escribir como
[T || < [|7°[|]]]

Por lo cual, el valor mas pequerio de ¢ esta dado por ||T||, llamado norma de T.

Lema 2.1.3 (Norma de un operador). Sea T el operador lineal acotado dado en la
definicion|2.1.35, entonces:

Tx
a. |IT]| = sup{u

]

cxeP(T)yx+# 0} eslanormadeT.

b. |T|| =sup{||Tz| : = € 2(T) y ||| = 1} es una alternativa para la norma de T'.

Demostracion. La demostracion de este resultado puede encontrarse en Kreyszig
(1978). O

Existen otras normas, aunque con diferentes estructuras también son alternativas para

lo norma de 7'y ademas son todas iguales. Esto se exhibe a continuacion.
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Proposicion 2.1.4. Sean X e Y espacios normados y T el operador lineal acotado

dado en la definicién[2.1.35. Entonces las normas para el operador T' dadas por
a. ||T|| = sup{||Tz|| : [l«]| =1}
b. ||T| = sup{||Tz|| : [lz] < 1}
c. |T| = sup{% cxePT), v # O}
d. [T = min{M >0 : |Te| < M|z| ¥z € 2(T)}
son todas iguales.

Demostracion. Ver Gonzalez| (2010). O

Definicion 2.1.36 (Isomorfismo topologico). Sean X e Y espacios normados y sea
T : X — Y un operador lineal continuo. Si'T" es biyectiva y su inversa es continua se
dice que T es un isomorfismo topologico. Si tal aplicacion existe, se dira que X eY son

topoldgicamente isomorfos.

Definicion 2.1.37 (Isomorfismo isométrico). Sean X e Y espacios normados, un
operador lineal continuo T : X — Y se llama isomorfismo isométrico siT es biyectivo y
conserva la norma, esto es, | Tz|| = ||x|| para todo = € X. Cuando tal aplicacion existe,

se dice que X eY son isométricamente isomorfos.

Definicion 2.1.38 (Funcional). Un funcional es un operador cuyo rango se encuentra

en el cuerpo R o en el plano complejo C.

Definicion 2.1.39 (Funcional lineal). Un funcional lineal f es un operador lineal con

dominio en un espacio vectorial X y rango en el cuerpo escalar K de X ; por tanto,
f:2(f) =K

conK=Rsi X esreal o K =C si X es complejo.
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Definicion 2.1.40 (Funcional lineal acotado). Un funcional lineal acotado f es un
operador lineal acotado con rango en el cuerpo escalar del espacio normado X donde
se encuentra el dominio de f, Z(f), por lo tanto existe un numero real c tal que para
fodox € 2(f),

|f(@)] < cllz] (2.2)

En la definicién anterior, tomando ¢ = || f|| en[2.2/implica que

[f (@) < [If1ll=

por lo cual, la norma del funcional f es

£l = sup{[f(2)] : =€ 2(f)y |zl = 1}

o bien

11 :sup{M : xe@(f)yx%O}

]

Observacion 2.1.3. La proposicion|2.1.4 también es vélida para los funcionales lineales

acotados.

Para un espacio normado X puede definirse su dual algebraico y topoldgico, en este

trabajo se estudiara solamente el dual topoldgico del espacio X.

Definicion 2.1.41 (Espacio dual). Sea X un espacio normado. El conjunto de todos los
funcionales lineales acotados en X constituye un espacio normado cuya norma es la
dada en la definicién[2.1.40, este espacio es llamado espacio dual de X y es denotado
por X*.

Observacion 2.1.4. La definicion anterior es valida si los funciones lineales acotados f

poseen cualquiera de sus normas alternativas.

Teorema 2.1.10. E/ espacio dual X* de un espacio normado X es un espacio de

Banach (sin importar si X lo es).
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Demostracion. Consulte Kreyszig| (1978). O

El teorema de Hahn-Banach es una herramienta importante en el campo de las ma-
tematicas, en especifico en analisis funcional, pues permite extender cualquier funcional
lineal acotado definido en un subespacio vectorial al espacio vectorial que lo contiene,
a pesar de su relevancia en este trabajo no sera enunciardo pero se da a conocer
el teorema que se obtiene particularizando la version analitica del teorema de
Hahn-Banach en espacios normados; para un estudio mas a fondo sobre la version
analitica y geométrica del teorema de Hahn-Banach puede consultar Gonzalez (2010)
y |Kreyszig (1978).

Teorema 2.1.11 (Teorema de extensidén equinérmica). Sea X un espacio normado,

Y un subespacio de X y g € Y*, entonces existe f € X* con ||f|| = ||g| y tal que

f(y) = g(y) paratodoy € Y.

Un funcional como f dado en el teorema [2.1.11| se dice que es una extension de

Hahn-Banach o una extensién equindérmicade gen Y.

Corolario 2.1.2. Si X es un espacio normado, para cada x € X con x # 0, existe
feX*conl|f|l =1yf(z)=|z|. En consecuencia, se tiene la siguiente expresion

para la norma de X

||| = max{|f(x)| : f € Sx~} paraxz € X (2.3)
donde Sx- es la esfera unidad cerrada en X*.

Demostracion. La demostracion de este resultado puede verse en|Gonzalez| (2010).
O

Usando los enunciados y resultados anteriores, se pone de manifiesto la relacion
entre un espacio normado y su bidual. Se sabe del corolario que el dual X* de
un espacio normado determina la norma de X, por lo cual la norma en X se puede

comparar con la norma dual de X, asi
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]l = méx{[f ()] : [[f] <1} paraz € X (2.4)

LI} = sup{[f(z)| - [|=]| <1} para f € X~ (2.5)

De las ecuaciones [2.4]y [2.5/se observa que existe simetria entre ambas, para resaltar
esta simetria, suele usarse la notacién z* para representar los elementos de X*,

viendolos mas como vectores de X* que como funcionales de X.

Definicidn 2.1.42 (Bidual). Si X es un espacio normado, el segundo dual de X es el
espacio de Banach X** = (X*)*, que se llama bidual de X, cuyos elementos sulen

representarse de forma genérica por x** y cuya norma esta dada por
[ = sup{|z**(z")| : [la*[| <1} = min{m >0 : |z*(z")] < m]lz"||}

De forma analoga se define el tercer dual X** = (X**)*, y duales sucesivos.
A como se menciono, el espacio normado X esta relacionado con su bidual, asi pues,
para cada = € X fijo, se puede considerar el funcional de evolucién, que se representa

por J(x) o también Jx(z) cuando se quiere especificar el espacio X y es el funcional

que a cada z* € X* hace corresponder su evolucion en z, esto es
J(x): X* =K, (J(x)(z*) = 2*(z) Va* € X*
La desigualdad
|[(J () ()] = |™ ()] < [l]lf]<~]]

dice que J(z) € X* y ||J(z)|| < ||=||. De hecho, se tiene la igualdad, pues por las

normas en[2.4]y[2.5 se tiene
17 (@) || = sup{|(J (x))(z")| : [la*[| < 1} = sup{[z*(2)] = [|7[] <1} = ||

Por tanto, la aplicacion J : X — X** que evidentemente es lineal, también es isométrica.
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Definicion 2.1.43 (Inyeccion candnica). La inyeccion candnica de X en su bidual es la

aplicacion J : X — X** dada por
(J(2))(z*) = z*(x), Va* € X*, Vo e X

La inyeccion candnica J identifica totalmente a X con un subespacio de X**, simbolo-
camente se escribe X = J(X). En el caso que X no sea completo se tiene que X no

se identifica con J(X).

Definicion 2.1.44 (Espacio de Banach reflexivo). Un espacio de Banach X es reflexivo
cuando la inyeccion candnica de X en X** es sobreyectiva, es decir J(X) = X**. En

tal caso, J es un isomorfismo isométrico de X sobre X**.

2.1.4. Topologias débiles en espacios hormados

En esta subseccidn se introducen dos topologias, la topologia débil para cualquier
espacio normado Yy la topologia débil estrella para espacios duales, para una estudio
mas detallado consulte (Gonzalez| (2010). Dado que, si X es un espacio normado y

x € X se verifica que
2]l = max{|z"(z)| : [[7] <1} = max{[[J (x)](z")] : [Ja*| <1}

igualdad que asegura que el funcional J(z) € X** alcanza su norma en la bola cerrada
unidad de X*.

Ahora, si z* € X*, entonces existe f € X*™ tal que ||f|| = 1,y f(z*) = ||z*||. Si el
espacio X es reflexivo, dicho funcional sera de la forma f = J(z) para algun = € X con

|z|| = 1y se deduce que
|z|| = max{|z*(z)| : ||z|]| <1} (z* € X, X es reflexivo)

De la igualdad anterior se puede decir que z* alcanza su norma en la bola cerrada
unidad de X.
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Una justificacion, aunque no la Unica, para introducir las topologias débiles es que
si dim X = oo entonces las propiedades anteriores no pueden ser probadas usando
la propiedad de compacidad. Antes de introducir las topologias débiles es necesario

enunciar la definicién de topologia inicial para una coleccién de funciones.

Definicion 2.1.45 (Topologia inicial). Sea X un conjunto no vacio, (Y, T) un espacio
topoldgico y F una familia de funciones de X enY, la topologia inicial en X para la
familia F es la topologia mas pequena, es decir, con menos abiertos, para la cual todas

las funciones de F son continuas. Dicha topologia se denotara por T r.

Para todo abierto B € T y para toda f € F, el conjunto f~!(B) ha de estaren Tr y
también deben estar en T los conjuntos de la forma
q

(/7 '(B.), donde f, € F B, € T paratodo 1 <i < g (2.6)

=1
Es facil comprobar que las uniones de conjuntos que tienen la forma de son ya
una topologia en X que es, precisamente, la topologia 7 . Por tanto, dichos conjuntos,
intersecciones finitas de imagenes inversas de abiertos en Y por funciones de F,
forman una base de abiertos de la topologia 7. Una base de entornos de un punto

x € X para dicha topologia se obtiene cuando los B; son entornos de f;(z) en Y.

Definicion 2.1.46 (Topologia débil). Sea X un espacio normado y X* su dual. La
topologia débil en X es la topologia inicial para la familia de funciones en X*, es decir,

es la menor topologia en X para la cual todos las formas lineales en X* son continuas.

Se denotara la topologia débil por o(X, X*), los conceptos referentes a esta topologia

suelen indicase con la letra w. Los conceptos referentes a la topologia de la norma por

Definicion 2.1.47 (Base de entornos). Una base de entornos de =, € X en la topologia

o(X, X*) esta formada por los conjuntos de la forma
V<-7707 f17f27'“afn7 6) = {ZEEX : |fl(x)_fz(3:0)|<€a1§z§n}
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n

- ﬂ{xeX | file = o) < e}

i=1

= $0+m{x€X : ‘fl(x)| <€}
= 2o+ V(0, f1, for s fus €)

dondes >0, neN, fi,---,f,€ X"

Definicion 2.1.48 (Subbase de abiertos). Una subbsase de abiertos para la topologia
o(X, X*) esta formada por todos los semiespacios abiertos {x € X : Re f(x) < a}

parafe X*yack.

En el siguiente resultado se establecen algunas propiedades de la convergencia de

sucesiones en la topologia débil.
Proposicion 2.1.5. Sea {x,} una sucesion de puntos de X y x € X. Se verifica que
1. {z,} 5 x si, y solo si {f(z,)} — f(x) paratodo f € X*.
I w
2. {z,} — z entonces {z,} — .
3. Si{x,} = x entonces {r,} estd acotada y ||z|| < lim inf{||z,]|}.
4. Si{z,} Sy {f.} it f(z) en X*, entonces { f,,(x,)} — f(x).
Demostracion. Ver Gonzalez (2010). ]

Ahora, de la misma manera que el espacio normado X, el espacio X* tiene su topologia
débil.

Definicion 2.1.49 (Topologia débil en X*). La topologia débil de X*, denotada por

o(X*, X**), es la topologia inicial en X* para las formas lineales en su dual X**.

Si ahora se considera en X* una topologia mas pequena, que es la topologia inicial
en X*, para las formas lineales del subespacio Jx(X) C X**, entonces se define la

topologia débil estrella de X* a como sigue.
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Definicion 2.1.50 (Topologia débil estrella). La topologia débil estrella de X* represen-
tada por o(X*, X) es la topologia mas pequena en X* para la cual las aplicaciones de
evolucion x* — x*(x) (z* € X*), es decir las formas lineales que los elementos de X

definen en X**, son continuas.
Los conceptos referentes a la topologia débil estrella se indicaran con la expresion w*.

Definicion 2.1.51 (Base de entornos). Una base de entornos de x* € X* en la topologia

o(X*, X) esta formada por los conjuntos de la forma
V($E§, L1, X2, 5 Tn, 5) = {:L“* € X" |ZE*((L’1) —$8($1)| <eg 1<:1< n}

= (Mo e X" (@ — ) ()] <<}
= wp+ [ e" e X7 2" (w)| < e}

i=1

dondeec >0, neN, x1,29, -+ ,x, € X.

Definicion 2.1.52 (Subbase). Una subbase de abiertos para la topologia o(X*, X ) esta

formada por los semiespacios abiertos {z* € X* : Rex* < a} dondex € X ya € R.

La siguiente proposicion pone de manifiesto la convergencia de sucesiones en la

topologia débil estrella.

Proposicion 2.1.6. Sea {r,} una sucesion de punto en el dual X* de un espacio

normado X y x* € X*. Se verifica que
1. {22} 5 2* si, y solo si {z*(x)} — 2*(x) paratodo x € X.

2. Si el espacio X es de Banach y {z*} = {z*} entonces {z*} esta acotada en

norma y ||z*| < lminf{|x}]|}.

Demostracion. Puede encontrarse en|Gonzalez (2010). O
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El siguiente teorema es uno de los mas utiles en el analisis funcional, se conoce como
teorema de Banach-Alaoglu en honor a los matematicos Stefan Banach (1892 — 1945) y
Leonidas Alaoglu (1914 — 1981).

Teorema 2.1.12 (Banach-Alaoglu). La bola cerrada unidad del dual de un espacio
normado es w*—compacta. Como consecuencia, todo subconjunto del dual que sea

w*—cerrado y acotado en norma es compacto.

Demostracion. Véase Gonzalez (2010). O

2.2. Teoria de la medida e integracion

Cotidianamente se miden objetos, desde los mas simples, por ejemplo la anchura de
una calle, el area de un estadio, el volumen de agua de una fuente, hasta aquellos que
poseen naturaleza abstracta, sin importar su naturaleza, surgen las preguntas ¢qué es
medir? ;qué cosas pueden medirse?, si un objeto puede medirse ¢ qué condiciones o
caracteristicas debe tener dicho objeto para ser medible?, las preguntas anteriores son
bastan interesante y a menudo se da por hecho que todo objeto es medible, en la teoria
siguiente se encuentran las respuestas a las interrogantes planteadas anteoriormente,

sin embargo desde ya puede decirse que no todo objeto se puede medir.

La teoria de la medida e integracion es indispensable para el estudio y comprension
de la teoria ergoddica y otras areas de las matematicas que son de gran relevancia. En
esta seccidn se exponen algunos conceptos y enunciados elementales, para un estudio
mas a fondo puede consultarse [‘Apuntes de Teoria de la Medida” (2018) o Ambrosio y
cols. (2011).

2.2.1. Anillo, dlgebray o— algebra

Definicion 2.2.1 (Anillo). Dado un conjunto arbitrario 2, se llama anillo en 2 a una

coleccion no vacia A C P(?) la cual cumple las siguientes propiedades:
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a. SiA,Be Aentonces AUB e A

b. SiA, B e AentoncesA—Be A

Definicién 2.2.2 (Algebra). Llamaremos &lgebra a un anillo A para el que Q2 € A y por

tanto cerrado por paso al complemento y por uniones e intersecciones finitas.

Definicion 2.2.3 (¢ —algebra). Se llama o—algebra a un algebra A cerrada para uniones

numerables, por tanto con las siguientes propiedades:

a Qe A
b. Si A € A, entonces A¢ ¢ A.

C. SiA, Ay, A,,--- €A, entonces|J,_, A, € A.

Algunos ejemplos sobre colecciones que forman una o—algebra sobre 2 son presenta-
dos en seguida, los ejemplos y son bastante evidentes:

Ejemplo 2.2.1. E/ conjunto potencia P(2) de Q) es la mayor c—algebra de ).
Ejemplo 2.2.2. La coleccion {0, Q} es la menor o—algebra de .

Ejemplo 2.2.3. Sea 2 con infinitos elementos (numerables o no) y sea la coleccion
A={ACQ : A0 A° es numerable}

Entonces A es o—algebra de .

Solucion: Se debe verificar que .4 cumple las condiciones de la definicion [2.2.3]

1. La primera condicidén es bastante evidente pues el conjunto vacio () es finito y

dado que X¢ = () entonces X € A.

2. Para la segunda condicién, suponga que A € A, entonces se tienen los siguientes

casos:

* A es numerable 6 A¢ es numerable.
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« A¢es numerable 6 A es numerable.

» A¢es numerable 6 (A°)¢ es numerable.

Por lo cual A¢ € A.

3. Considerando la coleccién {4, }°°, de subconjunto de A y asumiendo que A =

U.~, 4, entonces puede ocurrir que:

» A es numerable, entonces A € A.

» A no es numerable, por lo cual para que A esté en A se debe probar que A
es numerable. Puesto que A es no numerable, entonces existe algin nimero
natural k para el cual A; es no numerable, pero Af es numerable dado que
Ay estd en A, y puesto que

o0 ¢ e ]
A¢ = (UA,L> = () A; C Ay
n=1 n=1
Asi, Ac C A, y dado que todo subconjunto de un conjunto numerable es numera-

ble, entonces resulta que A° es numerable y por tanto A esta en A.

Por lo cual se concluye que la coleccion A es una o—algebra de (.

Definicion 2.2.4 (Espacio medible). Llamamos espacio medible al par (2, .A) donde

es un conjunto y A es una o—algebra de ) y conjuntos medibles a los elementos de A.

Es bastante evidente que la interseccion arbitraria de o—algebras en 2 es una oc—alge-

bra, lo cual justifica la siguiente definicion.

Definicion 2.2.5. SiC es una familia de subconjunto de ), denotaremos por o(C) la
minima o—algebra que contienen a C, que por la nota anterior existe y es la interseccion
de todas las o—algebras que la contiene (observemos que al menos hay una, P(12)).
Del mismo modo se tiene la existencia de la minima algebra que contiene a la familia,

que denotamos por «(C).

Un caso particularmente importante de espacio medible se obtiene cuando (2, T) es

un espacio topologico.
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Definicion 2.2.6 (c—algebra de Borel). Dado un espacio topoldgico (2, T). Llamaremos
o—algebra de Borel a la generada por sus abiertos, que denotaremos por o(T) = (),

y a sus elementos los llamaremos borelianos.

Observacion 2.2.1. Los conjuntos abiertos y cerrados son borelianos y si el espacio

es de Hausdorff también los compactos pues son cerrados.

Lema 2.2.1. Para cada A C () se tiene que
c(C)NA=o04s(CNA).
Demostracion. La prueba puede verse en“Apuntes de Teoria de la Medida” (2018). [

Proposicion 2.2.1. Si X es un espacio topologico e Y C X es un subespacio de X,

entonces

Demostracion. Sea 7 la topologia del espacio X y Ty la topologia del espacio Y; por
definicion se tiene que Ty es la coleccién de todas las intersecciones de abierto

en X con Y, por lo cual
Ty =TNY

Ahora, por definicidn se sabe que o(Ty) = B(Y) y o(T) = B(X) son las c—alge-
bras de Borel generadas por las topologias 7y y T, respectivamente. Asi por lema

se tiene que
BY)=0(Ty)=0oy(Tx NY)=0(Tx)NY =B(X)NY
Por tanto se prueba que B(Y) = B(X)NY. O

Proposicion 2.2.2. Si el espacio topoldgico () tiene una base numerable de abiertos
N, entonces B(Q2) = o(N).

Demostracion. Dado que T esta contenido en la c—algebra o(N), entonces se tiene
que B(2) = o(N). O
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Ejemplo 2.2.4. Considerando el conjunto 2 = R dotado con la topologia usual T,
de todas las uniones arbitrarias de intervalos abiertos (a,b), puede tomarse N' =
{(a,b) : a,b € Q} para el que B(R) = o(N'). Como consecuencia, tomando la coleccion
C ={(a,b] : a,b € R} resulta que B(R) = o(C).

Observacion 2.2.2. Existen otras familias generadoras, véase|"Apuntes de Teoria de
la Medida’ (2018).

Ejemplo 2.2.5. En Q) = R definiendo la topologia T, formada por la uniones arbitrarias

de intervalos del tipo
[—OO,CL), (CL, b)’ (CL, OO]

cona, € R ya <b, para lacual T = T N R. Esta topologia tiene una base numerable
Ng formada por los mismos intervalos con la diferencia que a,b € Q. Vea que por la
proposicién|2.2.1|se tiene que B(R) = B(R)NR, por lo tanto, dado que R, {oc}, {—o0} €

B(R) se tiene que
BR) = {E, EU{x}, EU{-x}, EU{c0,—x} : E € B(R)}.

Definicion 2.2.7. Llamaremos limite superior y limite inferior de una sucesion de

conjuntos A, respectivamente a los conjuntos

limsup A,, = ﬁ G A,, liminf A, = G ﬁ A,

m=1n=m m=1n=m

y denotamos con
A, TAs A, C A1, paracadan € N yUA, = A.

A, L A= A, D A, paracadan € N ynA, = A.

Definicion 2.2.8 (Clase mon6tona). Una clase mondtona C de ) es una familia de

subconjuntos de 2 satisfaciendo las condiciones:

a. SiA,eCyA,1T A, entonces A € C.

42



Capitulo 2. MARCO TEORICO 2.2 Teoria de la medida e integracion

b. SiA,eCyA,l A, entonces A € C.

Proposicion 2.2.3. Una familia A de Q2 es una oc—algebra si, y solo si es algebra y

clase mondtona.
Demostracion. Ver “Apuntes de Teoria de la Medida” (2018). O

Observacion 2.2.3. La interseccion arbitraria de clases mondtonas es clase mondtona,
y por tanto dada una clase C de subconjuntos de ) existe la minima clase mondtona
que la contiene, que se denotara por M(C). Para la que se tiene que siC C D C P()

entonces
alC) caC); o) Cco(D); M(C)c M(D)
Lema 2.2.2. Si A es algebra, entonces M(A) es algebra.

Demostracion. Se puede encontrar en “Apuntes de Teoria de la Medida” (2018). [

Teorema 2.2.1 (Teorema de la clase monotona). Si A es algebra entonces

Demostracion. Consulte “Apuntes de Teoria de la Medida” (2018). O

2.2.2. Medida

Definicion 2.2.9 (Medida). Por una medida, en un espacio medible (2, A), con A

algebra o anillo, entendemos una funcion no negativa

i A— [0, 0]
que satisface:
a. nw0)=0
b. Es numerablemente aditiva, es decir, si dados A,, As, ---, A,, --- € A disjuntos,

esto es, tales que A, N A; = 0, parai # j y cuya union esta en A (esto es

automaticamente si A es una oc—algebra), entonces
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,U( U An) = ZM(AH)

Observacion 2.2.4. 1. Si la condicion (b) sélo es valida para colecciones finitas de

conjuntos disjuntos, Ay, As, ---, A,, diremos que la medida es aditiva.

2. Diremos que la medida . es o—finita si existe una sucesion de conjuntos medibles y

disjuntos A, € A, tal que |J A, = Q y cada (A,) < cc.

3. Llamaremos probabilidad a toda medida verificando () = 1.

Definicion 2.2.10 (Espacio de medida). Llamaremos espacio de medida a toda terna

(Q, A, ), donde 1. es una medida sobre la o—algebra A de €.
Algunos ejemplos sobre medidas se muestran en seguida.

Ejemplo 2.2.6. Considerando el espacio de medida (2, A, i), seax € Q y E un conjunto

medible en A, se define

1 si z€F
5$(E) =
0 si x¢F

como la medida delta de Dirac en = 6 probabilidad concentrada en el punto .

Ejemplo 2.2.7. Sea (22, A, 1) un espacio de medida con los puntos x medibles, {z} € A

y (@) = 0, se define

w(A) =n si |Al=n
n(A) =

u(A) =00 Enotro caso

como la medida de contar.

Ejemplo 2.2.8. Sean Q2 = N y una sucesion de numeros reales no negativos p,, > 0.

Para cada A € N la suma definida por
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> pns

es una medida en (N, P(N)), para la que u({n}) = p,. Si > p, = 1 entonces es una

probabilidad y sip, = 1 para cada n, ;. es la medida de contar en los naturales.

Definicion 2.2.11 (Espacio de medida completo). Diremos que un espacio de medida

(Q, A, 1) es completo si paracada B C AconAe€ Ay u(A) =0, también B € A.

2.2.3. Integracion

Definicion 2.2.12 (Funcion medible). Diremos que una aplicacion entre espacios

medibles,
F (Ql,Al) — (QQ,AZ)

es una aplicacion medible, si F~'(B) € A, para todo B € A,, es decir F~'(A,) C A;.

Lo anterior quiere decir que la funcion F' es medible si la antiimagen de conjuntos

medibles en A, a través de F es un conjunto medible en A;.

Definicién 2.2.13. Dada una funcién f : Q — R definimos las funciones

f+:méx{f,()}yf_ :méx{—f,O}

para las que f = ft — f~, se llaman parte positiva y parte negativa de f respectiva-

mente.

Observacion 2.2.5. Dado que la inclusiéni : R — R es continua y por tanto medible,
entonces si f : (2, A) — (R, B(R)) es medible, también lo es extendida aR. Por lo que

todo funcién real se puede entender en R.

Lema 2.2.3. Sea (Q2;,.A) un espacio medible y f : Q0 — Qs una funcion. Entonces la

coleccion
Ay ={ECQ,: f[TY(F) e A}
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es una o—algebra de subconjuntos de (.

Demostracion. La prueba se reduce a la comprobacion de las condiciones de la
definicion [2.2.3

a. Puesto que f : ©; — s, entonces para cada x € ; se tiene que f(z) € Q», asi
Q) = O y dado que ©; € A resulta que f~1(Q,) € A, lo cual implica que
O, € .Af.

b. Primeramente observe que f~}(E°) = (f~!(F))¢, pues dado un punto = para el

cual

re fYE) & f(x)€E

& ze(fT(B)"

lo cual verifica que f~'(E°) = (f}(E))".

Ahora se puede comprobar la condicion b) de la definicion 2.2.3] Suponga que E €
Ay, entonces f~!(E) € A. Dado que A es o—algebra, entonces ; — f1(E) € A.

Solo es necesario probar que f~1(Q, — E) = Q; — f~'(E). Para ello note que si

S f_l(QQ — E) = f_l(QQ N Ec)

= [H(R)N fHE)

= N (fH(E)"

= Ql — fﬁl(E)
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Por lo tanto, f~1(Qy — E) = Q; — f71(E), asi f~}(Q, — E) € A, en consecuencia
Oy —F € Af.

c. Sea {£,};>, una coleccion numerable de elementos de A, asi para cada n =

1,2,---,secumple que f~'(E,) € A. Luego

! (U En) =fHE)UFH(E)U---U- = U(ffl(En))

n=1
Pero, U~ , fH(E,) € A, porlocual | J >~ E, € Ay.
Por tanto, .4, es una oc—algebra de ;. O
Proposicion 2.2.4. a. La composicion de aplicaciones medibles es medible.

b. Si (1, A1) y (92, As) son espacios medibles y C C A, es tal que o(C) = A,

entonces F : )y — €, es medible si, y solo siparacada B € C, F(B) € A;.

c. Las aplicaciones continuas entre espacios topologicos son medibles para las

o—algebras de Borel.
Demostracion. Sean (Q;, A;) espacios medibles parai =1, 2, 3.

a. Sean f: Q) — Qyyg: Qy — Q3 funciones medibles. Se probara que fog: Q) —
Q3 es medible. Sea C' € A3, luego dado que g es medible, entonces ¢=(C) € A,
y dado que f es medible resulta que (go f)*(C) = f~1(¢g *(C)) € Ay, por tanto

f o g es medible.

b. De izquierda a derecha. Dado que F : ©; — Q, es medible, y puesto que por

hipétesis C C o(C) = A, entonces resulta que f~!(B) € A, para todo B € C.

Reciprocamente. Considere la coleccidn

Ap ={ECQy : F7YFE) € A}
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que por lema es una o—algebra de Q2. Ahora, por hipotesis, para cada B € C
se cumple que F~'(B) € Ay, porlo cual C C Ar, pero ademas C C o(C) C Ar y
dado que ¢(C) = A, entonces A, C Ap. Por tanto, para cada E € A, se cumple

que F~Y(FE) € Ay, asi F es medible.
c. Es consecuencia de b).
L]

Proposicion 2.2.5. Una funcién f : (2, A) — (R, B(R)), es medible si, y solo si para
cadaceR, {reQ: f(x)>c}e A

Demostracion. De izquierda a derecha. Dados que los intervalos de la forma (¢, +o<]

generan la oc—algebra de Borel, entonces (¢, +0o] € R es medible y dado que
f7 (e, +00]) ={z € : f(z) € (¢, +oo]} ={z €Q : f(x) >c}

y puesto que f es medible, entonces f~!((c, +o0]) es medible.

De derecha a izquierda. Se sabe que f~'((c, +oc|) esta en A para cualquier ¢ € R,

entonces por la parte b) de la proposicion la aplicacién f es medible. O

Teorema 2.2.2. Sea f : (2, A) — (R, B(R)) una funcién real extendida con dominio

medible, entonces para cada c € R son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1. [T (e, 400)) ={z €Q : f(z) > c} € A
2. fH[—o0,q)) ={z € : fzx) <c} €A
3. [ le+oc)) = {r €Q: fla) >} € A.
4. fH([—o0,0)={z € : f(x) <c} € A

Demostracion. Sea f : (22, A) — (R, B(R)) una funcidn real extendida con dominio

medible, entonces para todo ¢ € R:

1 = 2. Observe que la antimagen f~!([—oo, c]) se puede escribir como
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J7 [=o0d) = {ze€Q: f(z) <}
= {zeQ: f(z) € [-o0,cf}
= {ref: f(z) € (¢ +o0]}
= S (e, +00])

= (/7' (e, +00]))

Por lo cual, f~'([—o0,c]) = (f~!((c, +00])), y dado que f~!((c, +o0]) € A, enton-
ces f([—o0,]) € A.

2 = 1. Puesto que

(e, 4o0]) = {zeQ: fx) >}

= (f7H([=o0, )"

Asi, f71((c, +o0]) = (f~1 ([0, c]))¢, y puesto que f~!([—oo,]) € A entonces se
concluye que f~((c, +o0]) € A.

Las implicaciones 3 = 4y 4 = 3 se prueban de forma analoga a los caso anteriores.

1= 3. Dado que {z € Q : f(z) > ¢} = f~!([e, +0o0]) y puesto que es posible escribir

1
= S entonces
¢, +00] nEl (c " —|—oo}
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{zeQ: flx)y>ct = [ (e +o0])
~r(nle)
-0 ()

= ﬂ{xEQ:f(x)>c—%}

neN

Ahora, dado que paracadan € N, f~!((c — £, +o0]) € A entonces

1 .
N {er : f(x)>c—g} estaen A.

neN

Por tanto, f~!([¢, +o0]) € A.

3= 1. Dadoque {z € Q : f(z) > ¢} = f~!((c,+0oc]) y ademds se sabe que

(¢, +o0] = | {c+ %,—FOO]

neN

Por lo cual

{reQ: flx)>c} = fH(c,+)])

= [ (U -c—i—%,—{—oo:)

neN -

- Ufl(-c—i—%,—i—oo_)

neN
- U{xEQ : f(x)zc—l—%}
neN

Ahora, como {z € Q : f(z) > ¢+ -} esta en A, entonces
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1 ,
U {er : f(x)20+5} esta en A.

neN
Por tanto, f~!((c, +o0]) € A.
[
Proposicion 2.2.6. a. Si f es una funcion medible, entonces, —f y | f| son medibles.
b. Si f y g son funciones medibles, entonces max(f, g) es una funcion medible.
c. Si f es medible, entonces f* y f~ son medibles.

Demostracion. a. Para probar que —f es medible, usando la proposicion[2.2.5] es
necesario mostrar que para cualquier ¢ € R el conjunto {x € Q : —f(x) > ¢} € A.

Para ellos observe que
{zeQ: —flx)>c}={zeQ: flz)<—c}={xeQ: f(zx) > —c}°

Ahora, dado que f es medible, por proposicién[2.2.5] el conjunto {z € @ : f(z) >
c} esta A, y por teorema2.2.2/(1 = 3) el conjunto {x € Q : f(z) > ¢} € A, porlo

cual {x € Q : f(z) > —c}° estd en A pues c € R es arbitrario, asi —f es medible.

Para mostrar que |f| es medible, es necesario verificar que el conjunto {z € Q) :
f(@)] > e A

Sic < 0, entonces {z € Q : |f(x)] > ¢} = Q y dado que Q2 € A, entonces
{r e : |f(x)]>c} €A

Si ¢ > 0 se tiene que

{zeQ  |f(x))>ct={zeQ: flx)>ctU{r e : f(z) < —c}
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Ahora, dado que f es medible, entonces {z € Q : f(z) > ¢} € A, y por teorema
el conjunto {z € Q : f(z) < —c} también es medible, por tanto {z € Q :
|f(x)| > c} € A, asi f es medible.

b. Asumiendo que h(z) = max{f(x),g(z)}. Para cada ¢ € R se debe probar que

{r €Q : h(x) > c} estd en A. Asi, observe que
{zeQ :hx)>ct={zeQ: flx)>ctU{z e g(x)>c}

y dado que por hipétesis las funciones f y g son medibles, entonces por pro-
posicion [2.2.5, {x € Q : h(xz) > ¢} es medible por ser unién de dos conjuntos

medibles, por tanto max{ f(z), g(z)} es medible.

c. Es consecuencia de los incisos anteriores.

]

Definicion 2.2.14 (Conjunto de funciones reales medibles). Dado un espacio medible
(Q, A) y un conjunto A € A, denotamos el conjunto de todas las funciones reales

medibles como
Lg(A) ={f: A— R| f esreal medible}

Observacion 2.2.6. Es importante notar que en la definicion la funcion f toma

valores enR y no en R.

Ahora se introducen un tipo particular de funciones f : (2, 4) — (R, B(R)) denomina-
das funciones simples y se mostraran algunas de sus propiedades; dichas funciones
forman un espacio vectorial real, para su estudio es necesaria la definicion de funcion

caracteristica.

Definicion 2.2.15 (Funcion caracteristica). Sea (2,.A) un espacio medible y A € A,

llamamos funcion caracteristica de A a la funcion medible X4 : 2 — R mediante

1 si z€A
Xa(x) =
0 si z¢A
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Definicion 2.2.16 (Funcion simple). Diremos que una funcion f : Q2 — R es simple si
es medible y toma un numero finito de valores. Denotamos el conjunto de las funciones

simples con
S={s:Q—R|s essimple}

Si f(Q) = {ai1, az, -+, a,} con ay, # a; para k # j y puesto que A; = f~*({a;}) para
i=1,2, ---, n. Entonces la representacion canoénica de f es Unica y esta dada por

=Y a;Xa,
=1

cuando los A, N A; # 0y forman una particion finita de €. Sin embargo, la funcion f

tiene muchas representaciones de la forma

f = Z a; XAi
=1

silos Ay, Ay, -+, A, no son necesariamente disjuntos uno a uno y no necesariamente
los a; con i = 1, n estan en la imagen de f. A raiz de lo anterior se enuncia la siguiente

proposicion.

Proposicion 2.2.7. [ : Q — R es simple si, y solo si existe n € N, A; € A disjuntos y

a; € R, parai=1,2,...,n, tales que

f:iaiXAi, OAZ:Q
i=1 =1

Demostracion. (=) Si f : 2 — R es una funcién simple, entonces por definicion

2.2.16| f toma un namero finito de valores a4, as, --- , a, Y S€ puede representar

como
n
= Z a; X,
=1
la cual es su representacion canonica. Ahora, dado que imf = {a1, as, -+, a,}

y dado que los a; para i = 1, n son todos distintos y puesto que f es medible,

entonces resulta que los conjuntos
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A= (e} = {r e Q: f(x) = a}

son medibles, disjuntos dos a dos para i = 1, n y ademas U A; = Q.
=1

Sean ay, as, -+, a, elementosde Ry A;, Ay, ---, A, conjuntos medibles de A

para los cuales

F=> axs y [JAa=q
=1

Ahora, de acuerdo a como se ha definido f es claro que f toma una cantidad

finita de valores.

Resta probar que f es medible. Sea ¢ cualquier numero real, entonces

(

0 siag; <c,Vi=1,n

{zeQff(x)>ct=q¢
| J{4i : ai>¢}  Enotrocaso

\ i=1

Puesto que () € Ay las uniones finitas de elementos de A estan en A, entonces
en cualquiera de los dos caso, f es medible. Por tanto, se concluye que f es
simple.

]

Proposicion 2.2.8. Si f,g € S, entonces f + g, fg estanen S y si g es no nula, también

f
g

=ed.

Demostraciéon. Dado que f y g son funciones simples, entonces por proposicion [2.2.7]

existen a;, b e Rconi=1,ny j =1, mtal que

f:ZGiXAi y gzzijBj
=1 =1
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donde los conjuntos A; son medlbles y disjuntos, y los B; también son medibles y

disjuntos y ademas U A=Q= U B;.

=1 7=1

Ahora, para i = 1, n se sabe que

Ai:AiﬂQ:Aiﬂ<OBj> 8 (A; N B;) (2.7)
J

[y

De la misma manera, para j = 1, m se tiene

(A:N B;) (2.8)

Bj=B;NQ= Bﬂ(UA)

Asi, de las representaciones canénicas de f y g, y de las igualdades[2.7]y [2.8| resulta

HC:

que
f= 2; a; Xym  (ainB;) = ;‘ a; Z Xans, = Y a; Xans,
y P i ¥
g= Zb X (AnB;) i b; anxAmBj = Z b; Xanm,
Por lo cual i _ ’

f+g= <Z a; XAmBj> + (Z bj XAmB]-) = Z(az + bj)XAiﬁBj
2¥]

] 2V
fg= <Z a; XAmBJ) : (Z b XAmBJ) = Z(Gi -bj)XanB,
i,j i, W)

y en el caso que g es no nula, entonces los b; # 0 para j = 1, m, de lo cual resulta que

f Zz j a; XAzﬂBj (CLZ>
L =4 0 @ 0 — —_ X X .
9 ;b Xans, Zj b))

esta bien definida.

Asi, de lo anterior y del hecho que los A; N B; € A son disjuntos dos a dos, se concluye

S

que f+g, fgy " son funciones medibles. O
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Definicion 2.2.17 (Integral de una funcion simple). Sea (Q, A, 1) un espacio de medida
y h € § no negativa, es decir
h,::jzzcu‘xgi:§2—+[0,oo)
=1
conlos0 < a; < ¢ ylos A; € Adisjuntos y|J A; = Q. Se define la integral de h con

respecto a ;. como el valor de [0, co]

/Q Fdp =3 ()

Dado que 0 - oo = oo - 0 = 0, hay que comprobar que la integral de la funcién simple
no negativa h es independiente de sus representaciones. Es decir, si existen dos

representaciones para h € S dadas por

h:iaiXAi y h:iijBj
i=1 j=1

estas llevan al mismo valor de la integral de h. Para su comprobacion recuerde que

paracadai=1,nyj =1, m se tiene que

m n

A=J@inB) y B =JAnB)

j=1 i=1

donde la coleccién de los A; N B; son disjuntos y U A, =Q= U B;.

i=1 j=1

Por lo cual

Asi

Zaz,u ZCLZZMAQB ZZGiM(AimBj)
i=1 ;

=1

Haciendo un proceso analogo para B; se obtiene que

= AN B))
=1
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y ademas

Zb]u ibi (A; N By) En:ibj,uA N B;)

7j=1 =1 =1 j=1

Ahora, dado que A; N B; # (0, entonces a; = b; y de la definicion [2.2.17|se cumple que

/hdu = Zam(Ai) = ij 1(B;)

Observacion 2.2.7. Cuando no exista confusion con el dominio Q) de f, se escribe
[ fduenlugarde [, f dpu.

La linealidad y monotonia de la integral sobre las funciones simples no negativas se
exhibe en la proposicion lo cual permite extender la nocion de integracién a las

funciones medibles no negativas.

Proposicion 2.2.9. Sean f,g € S no negativas y c € |0, +0), entonces:

a./cfdu:c/fdu
b. /(f+g)du=/fdu+/9du

C. fggentonces/fdug/gdu

Demostracion. Sean f y g funciones simples no negativas, entonces por proposicion

sus representaciones canonicas estan dadas por
fZZGiXAi y gzzijBj
i=1 j=1

donde los A; y B; son disjuntos y cumplen que | ] 4; = Q = ] B;.

i=1 j=1

Por otra parte, se sabe que

A=JAinB) y B =JAnB)
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a. Puesto que ¢ € [0,+00), entonces se tiene que:

Si ¢ = 0, entonces trivialmente se cumple que /cf dp = c/ fdpu.

Si ¢ > 0, entonces cf = Z ca; Xy, asi por definicién [2.2.17|se tiene
=1

/cfdu = ani,u(Ai) = cZai,u(Ai) = c/fd,u
i=1 i=1

Por tanto, /cfdu:c/fd,u.

b. De acuerdo a como se han expresado los conjuntos A4; y B; en la demostracién

de la proposiciéon [2.2.8], entonces resulta que

Xa, = Ayr (i) Z Xaon, Y Xs, =Xy () =Y Xans

Por lo cual
f= ZazXA —ZazZ‘XAﬂB —lelazXAﬂB
=y
y
g—Zb Xp, —Zb ZXAHB —le;b XAz,
i= =
Por tanto

fag= Z Z(ai +bj)Xa,n,

i=1 j=1

Asi, por definicién [2.2.17| se tiene que
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/(f+9)du -3y (a; + bj)p(A; N By)

7

—

1 5=

3

n m

= ial,uA N B,) —I—ZZbJuA N B,)

=1 j= =1 j=1

—

3

= aift ‘I'Zbaﬂ

@
Il
—

I
—

fdu+/9du

Por lo cual

/(f+9)du=/fdu+/9du-

c. Dado que f < g entonces 0 < g — f, asi de los incisos a) y b) se tiene que

Jodu~ [ tau= [gau+ [(-nau=[(g- pau

Ahora, por definicién|2.2.17 /(g — f)du € [0, +00) por lo cual

/gdu—/fduz/(g—f)duzo

de donde se cumple que

/fdué/gdu

]

Definicion 2.2.18 (Integral de una funciéon medible). Sih > 0 es medible, la integral de

h respecto de . en () se define de la forma

/hd,u:sup{/sdu : SGS,OSSSh}
Q Q
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Para h : Q — R, descomponiendo h = h* — h™ y si uno de los términos, [, h*du 6

|, h~dp son finitos, se define su integral respecto de ;. como la diferencia

/hdu:/h+du—/h_du
Q Q Q

en caso contrario se dira que la integral de h no existe. Se dice que h es integrable si

ambos términos son finitos.

Definicion 2.2.19. Para h = h, + ihy : Q — K medible (entendiendo que en C se
considera la o— algebra de Borel, y que h, y h, son medibles), se dira que es integrable

si lo son su parte real h, y su parte imaginaria h,, en cuyo caso se define

/hdu:/hldu—l—i/thu.

Definicion 2.2.20 (Espacio de funciones integrables). Para K = R 6 C se denota por
LY, A, 1, K), L' (p, K) 6 L* (1), 6 simplemente L' si no hay confunsion, el espacio de

las funciones integrables
f: Q=K.

Observacion 2.2.8. Sih: 2 — R es una funciéon medible y B € A, Ia restriccion de h a
(B, Ap, 1) también es medible y si su integral existe en este espacio se denotara por

[ hdu. Para el caso en que B = () para h > 0 se tiene que

/hdu:sup{/sdu : SGS,Ogsghm}:SUp@
0 0

y se define sup () = 0, lo cual es congruente pues si A C B C [0, o] entonces sup(A) <

sup(B). Para una funcion medible arbitraria h se define [ hdy = [, h* du — [, h~ dp.

Proposicion 2.2.10. Sean f,g: (2, A, 1) — R medible, entonces:

a. Si existe la integral de f y ¢ € R, entonces existe la integral de cf y [ c¢f du =

e[ fdu.

b. Si f < g y existen sus integrales, entonces
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/fduﬁ/gdu-

c. Sif <y, existe / fduy—oo < / f du, entonces existe / gdu y si existe / gdu

y / g du < oo, entonces existe / fdu y en ambos casos

/fduéfgdu-
/fdu‘ S/Ifl dp.

Demostracion. Véase “Apuntes de Teoria de la Medida” (2018). O

d. Siexiste la integral de f, entonces

Proposicion 2.2.11. e. Sif > 0 es medible y B € A, entonces

/deuzfngdu

Demostracion. La prueba puede verse en[‘Apuntes de Teoria de la Medida”| (2018).
[

Teorema 2.2.3 (Teorema de convergencia monoétona). Suponga que f; < fo < f3 <
- es una sucesion creciente de funciones integrables de valor real en (0, A, ). Si

{[ f.du} es una sucesion acotada de numeros reales, entonces lim f, existe casi
n—o0

en todas partes, y es integrable y / (lim f,)dp = lim / fodp. Si{[ f.du} es una
n—oo n—oo
sucesion acotada, entonces lim f, es infinito en un conjunto de medida positiva 0
n—oo

lim f,, es no integrable.

n—oo

Lema 2.2.4 (Lema de Fatou). Sea {f,} una sucesion de funciones reales medibles
en (2, A, 1) acotada inferiormente por una funcion integrable. Si lim inf / fndp < oo
n—oo

entonces lim inf f,, es integrable y

n—oo
/ lim inf f, du < lim inf/fn du
n—o0 n—oo
Teorema 2.2.4 (Teorema de convergencia dominada). Sig : Q@ — R esintegrable y { f,.}

es una sucesion de funciones reales medibles con |f,,| < g casi en todas partes (n > 1)

y lim f,, = f casi en todas partes, entonces f es integrable y 1im / fondp = / fdpu.
n—oo n—oo
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2.3. Teoria ergodica

2.3.1. Aplicaciones que preservan medidas

Definicion 2.3.1. Suponga que (21, Ay, u1) ¥ (Q2, As, 112) SON espacios de probabilidad.
Una transformacion T : Q, — ), es preservadora de medida si T es medible y
ILLl(Til(AQ)) = /,LQ(AQ) pal‘a tOdO A2 € AQ.

Definicion 2.3.2. Suponga que (21, A1, u1) ¥ (Q2, Az, 12) Son espacios de probabilidad.
Decimos que T : Q, — Q4 es una transformacion invertible que preserva medida si T

preserva medida, es biyectiva, y T~' preserva medida.

En la practica, es dificil comprobar utilizando la definicidn si una transformacion
dada es preservadora de medida o no, ya que normalmente no se tiene conocimiento
explicito de todos los miembros de A,. Sin embargo, a menudo se tienen conocimientos
explicitos de una semi-algebra que genera a A. El resultado siguiente es por lo tanto

deseable para comprobar si las transformaciones son preservadoras de medida o no.

Teorema 2.3.1. Sean (4, Ay, 111) ¥ (Q9, As, u2) espacios de probabilidad y T : Q0 — Qs
una transformacion. Sea S, una semi-algebra que genera a A,. Si para cada A; € S,

tenemos que
1. T7'4, € Ay
2. 1n(T7"Ag) = pa(Az)
Entonces, T' es medible y preserva medida.
Demostracion. Sea
Co={B € A|T"(B) € A, m(T~"(B)) = p2(B)}.

Se quiere probar que C, = A,. Asi observe que, de acuerdo a como se ha definido C,
se tiene que S; C C; C A,. Ahora, sea «(S:) el algebra generado por S, y dado que

cada miembro de «(S;) es una unién finita de miembros disjuntos de S, por lo cual se
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tiene que a(S2) C S,, asi a(Sz) C Cs.

Ahora, note que C; es una clase monétona ya que

a.SiFk, F,--,F, ---€CconF,CFC---CF,C--- yUFn:F,entonces

n=1

TYF)=T" (G Fn> O T-Y(F,).

n=1 n—=

y puesto que los F;, € C, entonces T-!(F) € A;. Ahora, para que F € C, se debe

probar que i, (T~1(F)) = us(F), pero esto es sencillo pues
p(THF) = m <U T‘l(Fn)>
n=1

= 1fm w(T(EF,))

n—o0

= lim us(F,)
n—oo
n=1
= p(F)
por lo cual F' € Cs.
b. De forma similar que en a), sean G, G, -+ , G, --- €Cocon Gy D Gy D --- D

Gp2D--- Y ﬂ G, = G, entonces resulta que

n=1

T-YG) =T (ﬁ Gn> - ﬁ T-YG,).

y puesto que los G,, € C, entonces T~ !(G) € A;. Ahora, de la misma manera que

en el caso de F, para que G € C, se debe probar que i, (T71(G)) = u2(G), asi
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m(THG) = m (ﬂT_l(Gn))

n=1

—  lfm (TN (G)

n—oo

n—oo

(i)

= a(G)

por tanto G € C,.

Asi, por definicion [2.2.8] la coleccion C, es una clase mondétona que contiene a a(S,).

Ahora, dado el algebra «(S,), entonces la minima o—algebra generada por «(S,) es
A,, asi por teorema[2.2.1] A, es la minima clase monétona que contiene a «(S,), asi
a(S;) C Ay C C, por lo cual C; = As, por tanto, de la definicion la transformacién
T es preservadora de medida.

O

2.3.2. Recurrencia y transformaciones inducidas

El teorema de recurrencia de Poincaré afirma que, dada cualquier medida finita
invariante, casi todo punto de cualquier conjunto A de medida positiva vuelve a A un
numero infinito de veces (Viana y Oliveira, 2016). La teoria que se presenta en seguida

requiere de algunos enunciados expuestos en la subsecion y la seccién[A.1]

Teorema 2.3.2 (Teorema de recurrencia de Poincaré). Sea (2, A, 1) un espacio de

medida. SeaT : Q) — Q una transformacion medible y sea ;. una medida finita invariante
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bajoT. Sea A C ) cualquier conjunto medible con ;.(A) > 0 . Entonces casi para todo

x € A existen infinitos valores n para los cuales T"(z) también esta en A.

Demostracion. Sea (2, A, 1) un espacio de medida y sea A C 2 un subconjunto con
n(A) > 0. Se probara que casi todo punto x € A vuelve infinitas veces a A, es decir
T"(x) € A para infinitos n € N, excepto en un conjunto de medida cero. Sea F el

conjunto de todos los puntos = € A que nunca regresan a A, esto es
E={xe€A:T"(z) ¢ A, Vn € N}

Interesa probar que u(E) = 0, para ello observe que las antimagenes T-"(F) son
disjuntas dos a dos, para probar este hecho, por contradiccion, suponga que existen

m >n > 1tal que
T (E)NT(E) £ 0

Seaz € T™"(E)NT™(E) y definiendo el punto y = 7" (z), luego se tiene que = €
T—"(E) y por definiciobn de imagen de un conjunto bajo T se tiene que T"(x) € E,
por lo cual y € E'y ademas se obtiene que 7™ "(y) = T "(T"(x)) = T+ (2) =
Tt () = TmH0(z) = T™(x) € E, pero se sabe que E C A, lo cual quiere decir
que y vuelve al menos una vez a A, esto contradice la definicion de E. Por lo cual, los

conjuntos 7T~ "(FE) son disjuntos dos a dos, es decir

T-™(E)NT™(E) =0 (2.9)

Ahora, dado que y es invariante y por la ecuacion se tiene que

(e 9]

p(JT7(E) =Y T (E) =) uE)

Luego, como y es finita entonces y(| | 77"(E)) es finita, sin embargo » ~ u(E) una
n=1 n=1

suma infinita de términos que son todos iguales, por lo cual la Gnica manera que tal

suma puede ser finita es si los términos son iguales a cero, es decir

> u(E)=0

n=1
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Asi se verifica que ©(E) = 0, esto es, E tiene medida cero.

Ahora, sea F’ el conjunto de todos los puntos = € A que regresan a A un numero finito

de veces, es decir
F={xeA:T"(z) € Aparaun numero finito n € N}

Luego, de acuerdo a como se ha definido el conjunto F', existe un k£ € N para el cual

x € F verifica que T"(z) ¢ A, asi T*(x) estara en E, es decir
Fc|JT7%E)
k=0

Pero dado que u(F) = 0y p es invariante, se tiene que

o

u(F) < p (U T*(E)) <3 (T HE) =3 u(B) =o.

k=0
Por tanto u(F) = 0, esto es, F tiene medida cero. Por lo cual se concluye que todo

punto = € A vuelve infinitas veces a A, excepto en un conjunto de medida cero. O

Ejemplo 2.3.1 (Paradoja de Zermelo). Para el experimento considere un gas ideal
contenido en una caja paralelepipédica VV subdividida en dos partes cubicas V, y V,
con una longitud de lado de 10 cm. Ahora, suponga que en el tiempo t = 0, todas las
moléculas estan en V; y que en V, se ha creado un vacio a como se muestra en la
figura bajo las condiciones anteriores, suponga ahora que se elimina la particion

entre V, y Vs.

Al liberar la separacion entre V; y V, el gas procedera a recorrer V, lo interesante es
que la teoria y en especifico el teorema de recurrencia de Poincaré predice que para
casi todas estas posiciones iniciales de energia dada, el gas debe volver a la parte
Vi, sin embargo esto parece paraddjico, porque este suceso nunca se ha observado.
Por lo cual surge la siguiente interrogante: ;como se podria resolver esta aparente
contradiccion entre lo que se observa cotidianamente y el resultado del teorema de

recurrencia de Poincaré?
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Figura 2.3: Paradoja de Zermelo.

Vi v,

Fuente: Tomada de “Récurrence”, Systemes dynamiques élémentaires (p. 23), 2002,
Cours de Magistere ENS.

Mas adelante, en la subseccion se retomara esta aparente paradoja y se dara una

repuesta que no conduce a contradicciones, para ello se necesita la siguiente teoria.

Definicion 2.3.3 (Primer tiempo de retorno). SeaT : Q2 — 2 una transformacion medible
y sea p una medida finita invariante bajo T en un espacio medible (2, A). Sea A C 2
con u(A) > 0. Definimos la funcion de primer tiempo de retornon, : A — N U {oo}

como
na(z) =min{n >1: T"x € A}.
Siempre que {n >1 : T"z € A} # (), en caso contrario na(z) = cc.

De acuerdo al teorema[2.3.2} n4(x) es finito en A, excepto en un conjunto de medida

cero. Por otra parte, para propositos posteriores se definen los siguientes conjuntos.
Eoy={x€ A:T"(x)¢ Aparatodon > 1}
Eif={xe€Q : T"(z) ¢ Aparatodon > 0}

donde Ej es el conjunto de todos los x € A que no regresan a A, y Ef el conjunto de

todos los = € 2 que no entran a A. Por el Teorema 2.3.2|se tienen que u(Ey) = 0.

Ahora, dado un espacio de probabilidades, es posible construir otros sistema intima-

mente relacionado con el original, el cual es llamado sistema inducido (Viana y Oliveira,
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2016), para ello considere el espacio de probabilidad (€2, A4, 1), con x una medida finita.
Sea A C Qy An Ala o—algebra sobre A la cual es la restriccion de A a A. Ahora,

definiendo la medida 1.4 para todo B € AN .A como

Por lo cual 114 es una probabilidad, asi se obtiene un nuevo espacio de probabilidad
(A, AN A, p).

Definicion 2.3.4 (Transformacion de primer retorno). Sea (92,4, ) un espacio de
probabilidad y T una transformacion preservadora de medida. Sea A C ) un subcon-
junto medible con ;(A) > 0, y sea na(x) el tiempo de primer retorno de x a A. La

transformacion de primer retorno de tiempo al dominio A esta definida por
Ty(x) = Tra@) ()
cuando n4(x) es finito, esto es, para todo subconjunto medible de A.
Proposicion 2.3.1. La transformacion T, es medible respecto a la c—algebra AN A.

Proposicion 2.3.2. La transformacion T, : A — A preserva la medida 4.

Demostracion. Sea C un conjunto en la c—algebra AN A y puesto que T' es una
transformacion preservadora de medida con respecto a p, entonces por definicion
2.3.1, u(C) = p(T~1(C)). Para mostrar que T4 es invariante respecto a yi4 €s necesario

probar que

wC) _ TN ()
p(A) p(A)

por lo cual solo es necesario demostrar que ;(C) = u(T;*(C)). Asi para k > 1 sean

los conjuntos
Ey={x € A|na(x) =k}

Er={x€Q—A|T(z), -, T" () ¢ A, T"x) € A}
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Observe que, de acuerdo a como se han definido los conjunto E) y E;, entonces A

puede expresarse como

A=JEx
k=1
donde los Ey, Fs,---, Ey,--- son disjuntos dos a dos y ademas es evidente que
T YA)=E UE; (2.10)
De modo similar, se tiene que
T_l(E:) = LB UE, (2.11)

Para probar la veracidad de la igualdad en suponga que y € T'(E?), luego por
definicién de imagen T'(y) € E?, asi por definicién de E?, la primera iteracion de T'(y)
que esta en A es T"(T(y)) = T""'(y), pero esto ocurre si, y solo si y pertenece a

cualquiera de los conjuntos
Epp={r€Q-A:ag AT ¢gA ..., T a) ¢ A, T"(x) ¢ A, T (z) € A}
Bupi={r€A:T@)¢A ..., T" ) ¢ A, T(x) ¢ A, T"(z) € A}

lo cual prueba la igualdad en[2.11]

Ahora, por definicion para cualquier = € E}, se tiene que Tx(x) = T*(z), asi para
C € AN A se tiene

:GT_ GEkﬂT

donde los E, N T~*(C) son disjuntos dos a dos, entonces por la oc—aditividad de p

resulta que

[e.e]

W(T5(C)) = u (U<Ek n T’f<c>>) =S u(BenTHO) (2.12)

k=1

luego, dado que T-(C) = ANT~(C) entonces
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T HC)) = W(ANTHC)). (2.13)

Ahora, aplicando sucesivamente las relaciones y en la ecuaciéon|2.13, a como

sigue

uT=HC) = uANT7HC))
= u((BErUEN)NT™H(C))
= u((BxNTHC)U(ETNTHC)))
= uwENTHC)) + p(ErnT7H(C))
= wWENTHCO) + p(THETNTHC)))
= wWENTHCO) + (T EY) NT(C))
= wENTHO) + p((E2 N E5) NT7*(C))

= u(ENTHC)) + p(ENT2(C) + u(E; N T7*(C))

n

= Y wE.NTHC) + uE;NT"(C))

k=1

entonces se tiene que

n

wT7HC) =D (B nT™HC)) + p(E; N T"(C)) (2.14)

k=1

Observe que los conjuntos £ N'T~—"(C') son disjuntos dos a dos. Por otro lado, dado
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que U (E:NT™™(C)) C Qy puesto que el espacio es de probabilidad, entonces

L= (@) = (U(E:; N T-“<0>>> =Y wENT ()

n=1

por lo cual > ~ u(E; N T~"(C)) esta acotada, asi

n=1

lim w(E;NT™(C)) =0

n—oo

de donde se infiere que, si n — oo, entonces en se tiene que

= wWENTHC)) (2.15)
k=1
Ahora, de las ecuaciones y se obtiene que
=Y wENTHC) = u(T;(C))
y puesto que p(C) = u(T~1(C)), entonces resulta que

u(C) = u(T;(C))

Por tanto se concluye que T4 es invariante para la medida 4. O

2.3.3. Ergodicidad y teoremas ergdodicos importantes

Definicion 2.3.5 (Transformacion ergddica). Sea (12, A, 1) un espacio de probabilidad.
Una transformacion T : Q2 — ) que preserva la medida n en (0, A, 1) es llamada

ergaddica si los tnicos miembros A de A con T—'A = A satisfacen u(A) =0 6 u(A) = 1.

Existen varias maneras de indicar la condicién de la ergodicidad a como se muestra en

el teorema siguiente.

Teorema 2.3.3. SiT : Q — Q) es una transformacion que preserva medida en el espacio

de probabilidad (2, A, 1), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es ergddica.

71



2.3 Teoria ergddica Capitulo 2. MARCO TEORICO

2. Los unicos miembros A de A con u(T~'*A A A) = 0 son aquellos con j(A) =0 6
p(A) = 1.

3. Paratodo A € A con u(A) > 0 tenemos que “(U T7A) =1.

n=1

4. Paratodo A,B € A con u(A) >0y u(B)>0existen >0 conu(T"ANB) > 0.

Demostracion. Ver Walters (2000) para la demostracion. O

El primer resultado importante de la teoria ergodica fue demostrado en 1931 por G.
D. Birkhoff, a decir, el teorema ergodico de Birkhoff también conocido como teorema
ergddico puntual. Sera enunciado para una transformacion preservadora de la medida

en un espacio o—finito. Para su demostracion se hace uso de los siguientes enunciados.

Definicion 2.3.6. Sea T una transformacion preservadora de medida en un espacio de

probabilidad (2, A, 1) y sea f € L'(u), se define:

1. El promedio temporal de f en x como

n—1

.1 ;
Jim EO f(T"(x))
si el limite exite.

2. La fase media o promedio espacial se define como

/Q F(a) du

Como se vera mas adelante, el teorema ergddico (teorema [2.3.5) implica que estos
promedios son iguales casi en todas partes para toda f € L'(u) si, y solo si T es

ergodica.

Definicion 2.3.7 (Operador inducido). Sea (X;, A;, ;) un espacio de probabilidad con
i=1,2.8iT:Q — Q es una transformacion que preserva medida, el operador
inducido Ur : L (Qy, Ay, i11) — Li(Qq, As, u2) esta definido como (Urf)(x) = f(T(x))
paratodo f € Ly(u, Ai, i), v € Q y | Urf |h=| f i Vf € L(Qu, Ar, ).
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Teorema 2.3.4 (Teorema ergddico maximal). Sea U : LL(u) — Li(n) un operador
lineal positivo con || U ||< 1. Sea N > 0 un numero entero y sea f € L (n). Definamos
fo=0; fu=f+Uf+Uf+---+U f paratodon > 1, y Fx = mdxo<p<n fn > 0,
entonces / fdu>0.

{z : Fn(z)>0}
Demostracion. La prueba se realiz6 en base a las ideas de Vergaray Albujar| (2016).
Es claro que Fyy € Li () pues el maximo de funciones integrables es integrable. Por
otra parte, para cada 0 < n < N se tiene que Fy > f, y dado que U es positivo resulta
que UFy > U f,, asi

= U(f+Uf+Uf+---+U" )+ f

= [+Uf+Uf+---+U"f

Asi, UFx + f > f.+1. En consecuencia

UFn(z)+ f(z) > méx fo(7)

0<n<N

B léglﬁaﬁ(ﬂ Ja(z)

S )
2 mix fa()

Ahora, por hipétesis se tiene que Fiy(x) Ur<né<>§v fn(x) >0 por lo cual, si Fy(z) > 0

entonces existe ny que toma valores en el Eoﬁjunto {0,1,--- , N} tal que f,,(z) > 0=

fo(z), por lo cual

ax [fu(r) = max fu(r) = Fy(z)

Asi,
UFy(z) + f(x) > Oinéz\[ fn(z) = Fx(x) cuando Fy(z) > 0

De la relacion anterior se tiene que
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fZFN—UFNenAI{LEIFN(I)>O}

Asi, dado que f, Fy y UFy son integrables entonces

/fduz/FNdu—/UFNdu (2.16)
A A A

Ahora, dado que Fy = méxo<,<n fn > 0y Fy > 0en A, entonces Fy = 0en 2 — A por

lo que

A A Q A

Q Q—-A Q

= /FNd,u—/UFNd,u
Q A

de donde se tiene que

/fdME/FNdu—/UFNdu (2.17)
A Q A

Por otra parte, dado que Fy > 0 en 2 y tomando el hecho que U es un operador lineal

positivo, entonces U Fy > 0, de donde se puede afirmar que

Q A

Luego, relacionando la desigualdad con la desigualdad se tiene que

/fd,u > /FNdM—/UFNdH
A Q A

Q Q
/||FN||du—/||UFN||du
Q Q

/ |l du — / WU Ew | du
Q Q
74
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/Q |Exll(L — [U]]) di

Ahora, dado que ||U]| < 1 entonces 0 < 1 — ||U]| y puesto que ||Fy| > 0 entonces

/Q||FN||<1— 1011 dp = 0

Por tanto,

/ fdu>0.
{z: Fn(z)>0}
L]

Corolario 2.3.1. Sea T : Q — Q) una transformacion que preserva medida. Si g € Ly (u)

YB,={re€Q :sup- Zg (T'(x)) > a} entonces

n>1 M

/ gdp > ap(By N A)
BaNA

SIT'A=Ayu(A) < cc.
Demostracion. La demostracion se realizara bajo el supuesto que p(Q2) < coy A =0Q

Sea g = f — a. Entonces

B, = OO{ 5 g(T >na}
= U{ ( g( Zﬁv))—n04>0}

B (S

= g(T'z) — «a resulta que

I\
o

Ahora, dado que f(T"x)
n—1

U {x : <ig(T’x) —a) > O} = G {x ; f(T'z) > O}
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Por otra parte, dado que para cualquier f € Ly () se cumple que U(f) = f(T) y dado
que f, = f+U(f)+U(f) + -+ U""L(f) entonces

fo= fHF@) + F(T) + -+ F(T7) (2.19)

Asi, resulta que

U {x : if(Tia:)>0} = U{x : fa(z) >0}

1

pero
U {z : fulz) >0} = U {z : Fy(z)> 0}
n=1 N=1
Ahora, sea Cy = {x| Fy(x) > 0} y observe que Cy C Cy.;. Por lo cual
Jin oy = X,
Asi
lim fXe, = f X,

y puesto que |f A, | < |f| donde | f| evidentemente es integrable, entonces por teorema
de convergencia dominada (teorema [2.2.4)

/ fdu:/chNduﬁ/fXBadu:/ fdu  cuando N — oo.
Cn 9) 9) Bq

Ahora, por teorema [2.3.4] resulta que para todo N > 1
Asi

y dado que f = g — «a, entonces

/(g—a)duzo@ gduz/ adp
B Ba

«@

por tanto,
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/ gdp > ap(B,).
B(X
O

Para el caso general se trabaja la restriccion de T'a A y se aplica el teorema para

obtener

/ gdu > ap(B,NA).
BanA

Teorema 2.3.5 (Teorema ergddico de Birkhoff). Sea T' : (2, A w) — (2,A, 1) una

n—1

transformacion preservadora de medida y f € L' (i), entonces — Z f(T"(x)) converge

casi en todas partes a una funcion f* € L'(u). Ademas f*oT = f CaSI en todas partes,
y Si () < oo, entonces/f*du = /fdu.

Observacion 2.3.1. 1. SiT es ergodica, entonces f* es constante casi en todas

. 1 .
partes, entonces si () < oo, f* = m / fdu casi en todas partes.
2. Si(Q, A, ;1) es un espacio de probabilidad y T es ergddica, se tiene queV f € L*(u),

1
1
lfim — > f(T'(x / fdyu casi en todas partes.
=0

n—oo N

Demostracion. Asumiendo primeramente que u(Q2) < co. Para la demostracién del

teorema basta considerar el caso en que f € Li(1). Asi, para f sean

f*(xz) = lim sup — ZfTZ

n—oo

y
1 n—1 ‘
fo(w) = lim inf E; f(T'x)
Ahora, sea
n—1
1
i Z F(T
n
=0

Observe que f*oT = f*y f,oT = f, yaque Si
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(1) = = 3 FT(T@) = = 3 (T (@) = = 3 (T (@)

y puesto que

(n+1)—1 n

n n+l < n <=
resulta que
T )~ alT@) = ST~ 3 T @)
1 1 o : 1 ¢ A

= f@)+ o) f(T@) =y (T (@)

= f)
por lo cual

" (@) — (1) = (@) (220

Ahora, tomando el limite superior de la igualdad [2.20, es decir

1 1
lim sup il api1(x) —an(T(x))| =limsup —f(z) =0
n—00 n—oo M
pero
, n+1 , , 1 ,
lim sup apt1(z) = limsup a,41(z) + limsup —a,11(z) = Himsup a,1(x)
n—oo n n—o0 n—oo T n—00
por lo cual

lim sup a,,11(x) — limsup a,(T(z)) =0

lo cual es equivalente a decir que
lim sup lim sup a,,+1(x) = lim sup a,,(7(z))
n—oo n—o0o n—oo

pero
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lim sup a,,(z) = lim sup a,.1(x)
n—oo n—oo

Asi,

lim sup a,,(z) = lim sup a,, (T (z))

de donde se concluye que f* = f*o T.

Para probar quef, = f, o T se toma el limite inferior y se realiza un proceso analogo.

1. Ahora, se debe probar que f* = f, casi en todas partes y que pertenecen a L*(p).

Sean «, f numeros reales para los cuales se define el conjunto

Bop={r €Q|f(x) <Py f*(z) > a}

Observe que

{z]fulx) < f(2)} = | {BaplB <a} (2.21)

a,feQ

Asi, para probar que f* = f, casi en todas partes, es suficiente mostrar que
1(Eqp) = 0 siempre que a < 8. Dado que f*oT = f*y f,oT = f,, es decir, T

es invariante entonces es claro que T-*(E, ) = E, s Yy definiendo

n—1
B, = {m € Q| sup%Zf(TiI) > a}

=0

entonces

EopgN By =FEqup (2.22)

Luego, del corolario se sigue que

79



2.3 Teoria ergddica Capitulo 2. MARCO TEORICO

/ fdp = / fdu
Ea,ﬂ EanIAIBa

> ap(EasN By)

= aﬂ(Ea,ﬁ)

Asi,

| fdu=an(Ea) (2.23)
Eap

Ahora, reemplazando f, a'y g por —f, —8 y —a respectivamente y usando el

hecho que

(_f)*:_f*y(_f)*:_f*

se obtiene que

/E fdp < Bu(Eap) (2.24)

Por tanto, de y se tiene que

a:u(Eozﬁ) < ﬁU(Ea,,B) (225)

Ahora, dado que 3 < «a, entonces para que la relacion en tenga sentido debe
ocurrir que u(E, g) = 0. Asi

pl| | Bas| =0

a,BeQ
B<a

Entonces de la igualdad [2.21], se tiene que u({z : f.(z) < f*(x)}) = 0, es decir

f«(x) = f*(x) casi en todas partes, y por consiguiente
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n—1
’ ]- 7 . *
lim — ;f(T ) = f*(x)
existe casi en todas partes.

2. Sea g(x) dada por

1 n—1 .
glz) =~ 2 f(T"z)
entonces
7 1 — i
ZfoT EZOWOT (2.26)

Luego, tomando el limite en resulta que

|f*| = lim
n—o0

1n—1 '
E;foT

n—1

1 .
< lim — T = |fI*
< Jin 22 Ml =17

por lo cual

< 1fI (2.27)

Asi, por lema de Fatou (lema|2.2.4) se tiene que

/(T}gngogn)du = /If*|du
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n—1
1 , .
= lim inf—/g |f|dp  Por lainvarianza de T
n—o0 n =0

Por lo cual, /( lim g,) djt / F*| du, es decir f* € L1(u).
n—od

3. Resta probar que /fdu = /f* du si u(2) < co. Seank € Zyn > 1 para los

cuales se define el conjunto

. k41
Dg:{xemﬁgf*(xk%}

Asi, para cualquier ¢ > 0 se tiene

DN Bi =D}

€

Ahora, dado que T-'(D}) = Dy entonces por corolario 2.3.1]

Jdp = / 7 dy
Dy DpnBy .

Vv

k
(ﬁ—ﬁ) w(Dy N Br —¢)

- (5 - ) u(Dp)

por lo que

k
[ pau (E - e) u(Dy)
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y dado que ¢ es arbitrario se tiene que
ko on
fdp > “p(Dy) (2.28)
Dy n
Luego, de acuerdo a como se ha definido D} y de la desigualdad resulta que

frdp < Tu(Dk) = EM(DIC) + Eﬂ(Dk) < Eu(Dk) + [ fdu

Dy Dy

Ahora, dado que ) pues expresarse como

Q=]JDy

donde los D} son disjuntos entre si. Entonces tomando la suma sobre k € Z, es

decir

1
Z/gf*duézﬁu(DZHZ | fu

keZ keZ kez Y Dk

se tiene que

/Qf*dus%m+/ﬂfdu.

Dado que esto es para todo n > 1y puesto que p(£2) < oo resulta que

/Q [ < /Q i (2.29)

Ahora, aplicando el mismo argumento a — f se tiene que

[praus [ =i
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por lo cual

/Qf*duz/ﬂfdu (2.30)

pero se sabe que f* = f,, asi

/Qf*duz /Qfdu (2.31)

Por tanto, de las desigualdades y se tiene que

/Qf*duz/ﬂfdu

con lo cual finaliza la prueba para 1(Q2) < oc.

Para 14(€2) = oo la prueba anterior es vélida si se muestra que u(E, 3) < oo para § < a,

pues esto permite aplicar el corolario [2.3.1]

1. Asumiendo que « > 0. Sea C' € A cualquier conjunto con C' C E, 5y u(C) < 0o
el cual existe pues Q) es o—finito. Entonces la aplicacién h = f — a Xo € L*(p),

asi por el teorema ergodico maximal (teorema|2.3.4)
/ (f —aXe)dp >0 Paratodo N > 1
{m: HN(IE)>O}
pero se sabe que C C E, 3 C Uy_o{z : Hnx(z) > 0} por lo cual

/Q | fldp > ap(C)

Asi, u(C) < l/ |f|dpparacada C € AconC C E, 3y 1(C) < co. Dado que 2
a Jao

es o—finito se tiene que p(E, ) < oo.

2. Sia < 0entonces § < 0. Aplicando el proceso anterior con —f y —f en lugar de

fy asetiene que u(E,3) < oo.

De esta forma finaliza la prueba del teorema. O
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2.3.4. Topologia débil estrella en 1/;(Q2) y medidas invariantes

En esta subseccion 2 sera un espacio métrico. El objetivo es definir la topologia
débil estrella en el conjunto M;(2) de medidas borelianas de probabilidad en Q y
enunciar algunos resultados importantes cuando se asume la topologia débil estrella
en M;(Q).

Dada una medida p € M;(€2) y un conjunto finito ® = {¢1, ¢9, -+, ¢n} de funciones

continuas acotadas ¢ : 2 — R y un numero ¢ > 0, se define el siguiente conjunto:

Vip, @) = {v e My(Q) : '/gbidv—/@du

< e, para todo @}

Observe que la interseccion de dos conjuntos arbitrarios que tengan la estructura
anterior contiene algun conjunto de la misma forma. Esto asegura que la coleccion

{V(p, ®,e) : ®,¢} puede ser tomada como una base de vecindades de cada i € M; ().

Definicion 2.3.8 (Topologia débil estrella de M;(2)). La topologia débil estrella de
M, (QY) es la topologia definida por las bases de vecindades {V (u, ®,¢) : ®,¢}.

Es decir, los abiertos de la topologia débil estrella son los conjunto A C M;(Q2) tal que

para todo elemento 1. € A existe algun V (i, ®,¢) contenido en A.

Observacion 2.3.2. La topologia débil estrella definida en M, () apenas depende de
la topologia de 2 y no de su distancia. La topologia es de Hausdorff ya que dadas dos
medidas de probabilidad 1. y v distintas, entonces por proposicién|A.1.3, existe une > 0
y alguna funcion continua acotada ¢ : Q2 — R tal que V (i, {¢},e) NV (v, {¢},e) = 0.

Lema 2.3.1. Una sucesion (i,).en converge para una medida p € M, (S2) si, y solo si

lim [ ¢du, = / ¢ du para toda funcion continua acotada ¢ : Q2 — R.

n—oo

Demostracion. Sea ¢ una funcion continua acotada y sea el conjunto ® = {¢}. Por
hipétesis (i), — 1, asi para cualquier ¢ > 0 existe un @ tal que u,, € V(u, ®,¢) para

todo n > . Pero esto significa que
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‘/cbdﬂn—/gbdu‘ < ¢ para todo n > 7.

Por lo cual, la sucesién ([ ¢ du,,), converge a [ ¢ du.

Reciprocamente, sea ¢ un funcién continua acotada para la cual la sucesién ([ ¢ dy,)»
converge a [ ¢ du. Se quiere probar que, dado cualquier conjunto ® y ¢ > 0 existe
un 7 tal que para todo n > m se cumple que p,, € V(u, ®,¢). Para verificar esto, sea

® ={¢y,---,¢n}. La hipOtesis garantiza que para cada i existe un n; tal que

‘/@dun—/@du

Tomando 7 = méx{n,--- ,ny}, entonces p, € V(u, ¢, ) para todo n > 7. O

< ¢ para todo n > n;.

Proposicion 2.3.3. Sea ) un espacio métrico compacto. Entonces, toda sucesion
(1x)ren €n M1 (S2) admite alguna subsucesion que es convergente en la topologia débil

estrella.
Demostracion. Consulte Oliveira y Vianal (2014) para la demostracién. O

Ahora, dada el espacio compacto 2. Sea T : 2 — Q una funcioén continua y ;. cualquier

mediada en , la aplicacién T induce una aplicacion T, : M;(Q2) — M;(2) definida por
T.(1)(B) = p(T~'B) para cualquier conjunto medible B C Q

La medida 7. u es llamada iteracidén o imagen de p mediante 7. Observe que la medida

w es invariante por 7' si, y solo si T,y = p.

Lema 2.3.2. Sea ;. una medida y ¢ una funcion medible acotada. Entonces

[odtu= [ooran

Demostracion. La demostracién es sencilla, véase en Oliveira y Viana (2014). O

Proposicion 2.3.4. La aplicacion T, : M,(Q2) — M;(2) es continua sobre la topologia
debil estrella de M (1).
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Demostracion. Sea ¢ > 0y sea ® = {¢,---,¢,} cualquier familia de funciones
continuas acotadas. Puesto que T es continua, y dado que la composicién de funciones
continuas es continua, entonces la familia de funciones ¥ = {¢, 07T, --- , ¢,,0T} consiste

de funciones continuas acotadas, asi por lema se tiene que

‘ [ o = [ o (2.32)

:’/(gbioT)du—/(gbioT)dv

y por tanto el miembro izquierdo de la igualdad en es menor que ¢ siempre que el

lado derecho sea menor que <. Esto significa que
T.(V(p,W,e)) C V(Tip,®,e) paratodo pu, ¢y e
asi, de la contencion anterior se infiere que T, es continua. O

Ahora, dado que cualquier punto = € ) define la medida delta de Dirac ¢,, entonces
se tiene que 7.0, = dr(,) para todo = € 2. Para ver esto, sea B C () cualquier conjunto

medible, y de acuerdo a como se ha definido 7, se tiene que
(T26:)(B) = 6(T ™' B) = 6r()(B)
Por lo cual, la imagen de la medida §, mediante 7" estan dadas por
T"0, = T}y = On(a)

Sea v cualquier medida de probabilidad en 2, por ejemplo la medida de Dirac en

cualquier punto x € Q. Entonces se define la sucesién de probabilidades

1 )
pn = — Y T (2.33)

Por proposicion [2.3.3] la medida posee algun punto de acumulacion, es decir,
existe una subsucesion (n)ren Y alguna probabilidad p € M;(Q) tal que
1 ng—1 .
lm — Y " Tiv=p

k—oo N
k =0

en la topologia débil estrella de M;(Q2). Asi tiene lugar el siguiente lema.
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Lema 2.3.3. Todo punto de acumulacién de un sucesion (j,).en del tipo[2.33 es una

probabilidad invariante para T

Demostracion. Dada una la sucesion de medidas de probabilidad (u.,).en que tiene la
forma de[2.33]en A1, (€2), por proposicién [2.3.3|existe una subsucesion (n;)en y alguna
probabilidad p € M;(2) para la cual

J=0

Ahora, dada la aplicacion T, entonces por proposicion se cumple que

1 ni—1
T = T, |lim— S 77
M (1]?1 " Z ’U>

Jj=0
1 nkfl
= limT7T, —E T?v
k ng <
Jj=0
1 nE—1
= lim— § Tty
Eony <
Jj=0
ng

1 ;
= I —E TY
1}£11nk Jv

j=1
Asi,

1o,
— 11 _ ¥
T = hin - E_l T?v (2.34)

Luego, para probar el lema basta demostrar que T, = p. Puesto que la subsucesiéon
(1n, Jken converge en la topologia débil estrella a ., entonces por lema existe una

familia ® = {¢1, @9, -+, ¢} de funciones continuas acotadas y ¢ > 0 tal que

‘/@dunk—/cbdu‘ <§

Pero
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nkfl

’/@dunk—/qsdu’ - nik;/@mv—/qsdu

nE—1

_ nik;/(gbioTj)dv—/qﬁdu

por lo que

ne—1

[ Yot [od

J=0

3
— 2.
< 5 (2.35)

Por otra parte, observe que

ne—1

1 R . o T
n—k;/wiomdv nz/w ) do

esigual a
;L. 0 ng—1 o - ng—1 o o
- (/(@ T>dv+;/<¢z T)dv) (g/w 1) do+ [ (00T >dv>
por lo que
ng—1

/gzﬁidv—/(gbioT”k)dv
/(bidv

1 1
— sup [¢;| + — sup ¢
N N

1
N

1 . 1 & ;
n—kao/(@oTJ)dv—n—kao/(gbioT)dv

IN

/(@ o T™) dv

1
R + -
g Ny

IN

2
= —sup|d;|
N

2 2
Ahora, puesto que lilgn — sup |¢;| — 0, entonces — sup |¢;| < % para todo i y para todo
ng ng

k suficientemente grande. Asi
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nk—l

1 . 1 & .
n—kjzo/(gbioTJ)dv—n—ijl/(gbioTj)dv

Luego,de las relaciones en y y de la desigualdad triangular se tiene que

nikg/moﬂ)dv—/@du

9

es menor o igual que

(niki:/(qﬁioTj)dv—%k%l/(¢ioTj)dv) + (nikgl/(cﬁzow)dv_/@dﬂﬂ

7=0

en consecuencia

Nk

nikz/(@omdv—/@du

j=1

3

9~ ¢

<4
~ 2

Por lo cual

1 &,
L g,
hlrgn - Z_; Tv=p (2.37)

Asi, de los limites en y[2.37, y por unicidad de limite se verifica que T, = p. O
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CAPITULO 3

DISENO METODOLOGICO

3.1. Tipo de estudio

Esta investigacion es de enfoque cualitativo de caracter descriptivo, debido a que
los datos recopilados son no numéricos y tiene como objetivo caracterizar y describir
los conceptos, teoremas, lemas, corolarios y demas teoria matematica relacionada
con las demostracién del lema de Kac y prueba del teorema de Szemerédi a través de
elementos propios de la teoria ergddica, pero también es de caracter documental ya que

la investigacion se desarrolla mediante la informacion obtenida de la documentacion.

3.2. Fuente de informacion

En este estudio, dentro de las fuente de informacion no existen fuentes primarias
debido a que no se trabajé con los primeros articulos y documentos formulados y

publicados originalmente.

3.2.1. Fuentes secundaria

Entre las fuentes secundarias encontradas durante la recopilacion de informacion

estan:
1. Pésteres.

2. Articulos cientificos.
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3. Monografias y tesis.

4. Libros.

3.3. Procedimiento de recoleccion de informacion

La recoleccion de informacion se llevé acabo en el periodo comprendido de febrero

de 2022 a julio del mismo ano de la siguiente manera:

Inicialmente se hizo una exploracién global para conocer sobre la bibliografia existente
acerca del tema de estudio, por lo cual se consultaron repositorios institucionales (RIUL
y RIUMA), Repositorio del CNU-Nicaragua y el Repositorio regional SIIDCA-CSUCA,
ademas se consultaron bases de datos, foros de investigacién matematica y revistas

de caracter cientifico.

Seguidamente se procedid a la depuracién y seleccion de la bibliografia, esto con el ob-

jetivo de contar con la informacién concreta que permitiera desarrollar la investigacion.

La informacién seleccionada se clasificd en los siguientes grupos:

1. Antecedentes histéricos y de investigacion.

2. Fundamentos de analisis matematico, topologia y analisis funcional.
3. Teoria de la medida e integracion.

4. Teoria ergddica.

5. Sistemas dinamicos y combinatoria aditiva.
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3.4. Plan de analisis

Revisada y seleccionada la informacion, se dispuso a la estructuracion del plan de
investigacion y seguidamente se elaboré el documento final, en ambos se ordenaron de
manera coherente y adecuada las definiciones, teoremas, corolarios, lemas y demas
enunciados para poder obtener los resultado correspondientes sobre la relacion y
aplicacion tedrica que tiene la teoria ergddica en los sistemas dinamicos discretos y la

combinatoria aditiva.

El documento final se disen6 de forma estratégica ordenando los capitulos, secciones
y subseccion de manera que la relacién y complementacion entre diferentes teorias
gueda expuesta sin traslapar informacién de un area a otra a menos de ser necesario.
El nivel de dificultad del marco tedrico es progresivo a medida que se avanza pero cada

seccion se complementa con las anteriores y el apartado de anexos.
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CAPITULO 4

RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. Aplicaciones de la teoria ergodica

4.1.1. Sistemas dinamicos discretos

Los sistemas dinamicos son el estudio del comportamiento a largo plazo de los
sistemas en evolucion. La teoria moderna de los sistemas dinamicos se origind a
finales del siglo XIX con preguntas fundamentales sobre el estudio de la estabilidad y

la evolucidn del sistema solar. (Brin y Stuck,, 2002)

Sin embargo, los problemas de la dinamica han fascinado a la comunidad cientifica
durante cientos de anos, los mas notables son los de la dindmica celéste los cuales
consisten en el estudio del movimiento de los cuerpos dentro del sistema solar. De esta
forma surgio el planteamiento de modelos de problemas dinamicos como ecuaciones
diferenciales. A pesar que dichas ecuaciones parecian muy simples, estas ocuparon
las mentes de los mejores matematicos de los siglos XVIIl y XIX para los cuales la
herramienta indiscutible para el tratamiento de los problemas dinamicos era el analisis,
sin embargo debido a los errores en los trabajos de Poincaré, este fuciond el analisis
con la geometria para desarrollar un nuevo punto de vista cualitativo para el estudio
de las ecuaciones diferenciales ordinarias, de esta forma surgi6 lo que actualmente se

conoce como sistemas dinamicos. (Lacombal, 2000)
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Por otra parte, desde los trabajos de Poincaré, cuando se toman secciones trans-
versales a ciertas soluciones, generalmente periddicas, de una ecuacion diferencial
ordinaria con el objetivo de estudiar el comportamiento de las drbitas vecinas, aparece
otro tipo de sistema dinamico, llamado sistema dinamico discreto que consiste en el
estudio cualitativo de las ecuaciones en diferencias o iteracion de aplicaciones. Estas
tienen muchas aplicaciones en areas como fisica, biologia, meteorologia, astronomia,

economia, etcétera. (Lacomba, 2000)

Definicion 4.1.1 ( Sistema dinamico). Un sistema dinamico es un par (2, T) donde
es un espacio con cierta estructura, denominado tradicionalmente como espacio de

fase y una dinamica (funcion) T : Q — ().

Por ejemplo, (2, T) podria ser un espacio de medida y una transformacion que preser-
varia la medida; un espacio topoldgico y una funcion continua o un espacio métrico y

una isometria. [Brin y Stuck (2002)

Definicion 4.1.2 (Sistema dinamico discreto). Un sistema dinamico a tiempo discreto
consiste en un espacio ) y una transformacion T : Q) — Q para la cual la n—ésima

iteracion de T conn € N, estadadaporT" =T oTo---oT.

Se define T° como la funcién identidad usualmente denotada por I;; si T' es invertible
entonces T~ " =T toT to...0oT~! nveces. Ademas T""™ = T" o T™, esta propiedad
algebraica se llama propiedad de grupo, lo cual significa que, si estas iteraciones son

invertibles forman un grupo, y un semigrupo en caso contrario.

Definicion 4.1.3 (Sistema dinamico continuo). Un sistema dinamico a tiempo continuo
consiste en un espacio ) y una familia de mapas de un parametro de {T" : Q — Q},
conn € R 6n € R, que forma un grupo o semigrupo, es decir T"t™ = T" o T™ y
T = I,

Definicion 4.1.4 (Semiorbita positiva). Para un elemento x € ) definimos la semiorbita

positiva de = por Of () = | | T"(x)

n>0
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Definicion 4.1.5 (Semiorbita negativa). Para = € 2 definimos la semiorbita negativa de
x por O (z) = U T"(z)

n<0

Definicién 4.1.6 (Orbita). La drbita de un punto = € Q mediante T se define como
OF(2) U Oz () = JT"(x)

Definicion 4.1.7 (Punto periodico). Un punto x € Q2 es un punto periddico de periodo

R > 0 siT%(z) = x. La drbita de un punto periddico es llamada 6rbita periddica.

Definicion 4.1.8 (Periodo minimo). Siz es un punto periodico, pero no un punto fijo, al

minimo nimero positivo R tal que T"(z) = x se le llama periodo minimo de z.

Definicion 4.1.9 (Punto eventualmente periddico). Si f*(x) es periodico para algun

s > 0, se dice que x es eventualmente periodico.

Definicion 4.1.10 (Sistema preservador de medida). SiT es una transformacion que
preserva medida en un espacio medible (2, A, 1), lamamos sistema preservador de

medida a la cuadrupla (2, A, 1, T).

Proposicion 4.1.1. SiT es ergoddica en (2, A, i), entonces T4 es ergddica en (A, AN
A7 MA)

Demostracion. Sea C' un conjunto medible en A N A tal que T;*(C) = C. Se debe
probar que p4(C) = 06 1, pero dado que pA(C) = ua(T71(C)) es decir

u(©) _ u(T:'(C))
()~ u(A)

entonces, probar lo anterior es equivalente a probar que p(C) = 0 0 que u(C) = u(A).

Asi, sean los conjuntos
Er={z € A|lna(z) =k}
Ef={xeQ—-A|T(z), -, TFYx) ¢ A, TF(z) € A}

Ahora, puesto que A = U E, entonces se tiene que
k=1
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= JEnT™*
k=1
Por otra parte, sean los conjuntos
F=|JEnT™H0C) (4.1)
k=1
y
G=FucC (4.2)

Note que la union de F'y C es disjunta. Ahora, puesto que

T Y(A)=FE UE; (4.3)
y
TYE}) = Erii U Efy, (4.4)
por lo cual
T-Y(G) = T-YF)UTYCO)

o0

= J(Brm UEL) N T (@) U (B UE) N T1(C))
k=1

(B NT™HC))

3

(B,nT*0))U

1 k

I
3

k 1

= CUF

= G

entonces G es un conjunto invariante bajo 7. Ahora, dado que T es ergodica entonces

se tienen los siguientes casos:
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1. Si u(G) = 0, entonces u(F U C) = 0 por lo cual u(C) = 0 de lo cual resulta que
,uA(C) = 0.

2. Si u(G) =1, se tiene que u(X — G) = 0y dado que
X-G=A-C)U(X-A)-F)2A-C
asi,
0=nX—-G)=puA-0)

por lo que u(A — C) = 0, o equivalentemente u(A) = u(C) de donde se deduce
que pa(C) = 1.

Por tanto, la transformacién T4 es ergodica. O

En este punto, es importante recordar que en presencia de medidas invariantes el
teorema es aplicable, es decir, garantiza que la recurrencia ocurre en casi todas
partes lo cual aporta informacion cualitativa, sin embargo una necesidad natural es

conocer resultados cuantitativos sobre la recurrencia del sistema.

En 1947 el matematico polaco—estadounidense Mark Kac (1914 — 1984) establecid
una expresion para dar respuesta a la necesidad de conocer el tiempo de retorno.
Tal estimacion cuantitativa ha sido una herramienta muy util en el estudio de otras

propiedades de recurrencia. (Varandas, 2016)

El enunciado que permite conocer el tiempo de retorno de un sistema, se enuncia en el

siguiente lema llamado lema de Kac en honor a Mark Kac.

Lema 4.1.1 (Lema de Kac). Sea T una transformacion ergddica preservadora de
medida en un espacio de probabilidad (2, A, 11). Sea A un subconjunto medible de 2 tal
que u(A) > 0, y sea n(x) la funcion de primer tiempo de retorno dada en la definicion
y sea T, la transformacion inducida de T' en A, entonces
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/nAduzl
A

de donde se tiene quen, € L*(A, AN A, uy) y que

) 1 n—1 . 1
Yim 23 na (Ta() = gy

casi en todas partes sobre el conjunto A.

Demostracion. Sea (12, A, ;1) un espacio de probabilidad y sea T un transformacion

ergddicay A C 2 un subconjunto tal que u(A) > 0.

Para cada n > 1 sean los conjuntos
m E,={z€A:T(x)¢ A, . . T ()¢ AT (x)e A}
m Br={zeQ:agAT(x)¢ A, . ... T" Y(z) ¢ A, T"(z) € A}

Asi, por definicion de funcion de primer retorno, E,, es el conjunto de todos los puntos

x € A que retornan por primera vez a A exactamente en el momento n, es decir
E,={zx € A : nalx)=n}

De manera similar, E* es el conjunto de todos los puntos = ¢ A que entran por primera

vez a A exactamente en el momento n.

Es claro que estos conjuntos son medibles ya que A es medible y por consecuencia A¢
también es medible. Ahora, dado que 7' es medible, entonces 7! (A¢) es medible. Asi,

por definicién de antiimagen se tiene que
E,=ANT Y A)NT2(A)N---NT- = D(A) N T (A)

Luego, E, es la interseccion finita de conjunto medibles, por lo cual E,, es medible y en
consecuenciany : A — N U {oo} es medible. Un argumento similiar se usa para probar

que E* es medible.
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Por otra parte, de acuerdo a como se han definido los £, y E* para n > 0, estos

conjuntos son disjuntos dos a dos y su unién es Q. Luego

Q= J(E.UE) & w®) = Y uE,UE])

n>0
oo

= ) (u(Ey) + u(E})

n=0

= u(Ey) + u(Ey) +Z n) + (E;))

Ahora, de acuerdo a como se definié el conjunto Ej, por el teorema de recurrencia de
Poincaré (teorema2.3.2), se tiene que u(Ey) = 0, asi

1(Q) = u(E) + Z )+ u(E)) (4.5)

Ahora, observe que

T Y(E:)=E:.,UE,;, paratodo n. (4.6)

Para ello, considere un punto y tal que y € T-!(E?), luego por definicién de imagen
T(y) € Er, asi por definicion de E?, la primera iteracion de T(y) que esta en A es
T"(T(y)) = T""'(y), pero esto ocurre si, y solo si y pertenece a cualquiera de los

siguientes conjuntos
Er ={x¢A:a¢A Tx)¢A ..., T (x) ¢ A T"(x) ¢ A, T (z) € A}
Enaa={zeA:Tx)¢A ..., T (x) ¢ A, T"(z) ¢ A, T""(x) € A}

Con lo cual se prueba la igualdad Ahora, dada la invarianza de la transformacion T

se tiene que

uEy) = (T~ (Ey)) paratodo n
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y de la igualdad resulta que

WEy) = u(T(Ey))

= M(E:-H + En—H)

= M(E:LH) + M(Enﬂ)
Asi,

p(EL) = u(E},) + u(Enir) paratodo n (4.7)
Ahora, iterando la relacién repetidamente, se obtiene que

p(Ey) = plEnpy) + p(Enga)

= /"L(T_I(E:L+1))+/’L(En+1)

= (Epys) + (Eni2) + p(Ensr)

= N(T_I(E:;Jrz)) + W(Ent2) + p(Ens1)

= N(EZ+3) + ,U(En+3) + ,U(En+2) + U(EnJrl)

= p(Epy) + 1(Epar) + o4 w(Eng2) + p1(Ensr)

= wWTHE, )+ (Ena) + o+ (Bpsa) + p(Ensa)

= w(Ey) + w(Ey) + p(Em1) + ...+ p(Epg) + p(Enia)
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m

= u(Ey)+ > u(E:) paratodom > n
i=n+1

Es decir,

m

w(Ey) = u(E;,) + Y p(E:) paratodom > n (4.8)

i=n—+1

Por otra parte, al sustituir [4.8/en 4.5 se tiene

Q) = pE)+ (u(EnHu(E;H > u(E-))

1=n-+1

= plB) + ) nE) + ) (u(EnH > MEO)

i=n+1
Ahora, se sabe que () es finita, pero Y ° | 1(E?,) es una suma infinita de p(E},), por
lo cual para que la igualdad anterior tenga sentido debe ocurrir que p(E},) = 0 cuando
m — oo. Por tanto, tomando el limite cuando m — oo en la igualdad 4.8 resulta
lim p(E;) = lim (u(E;) + ) u(@))

m—o0 m—o0 )
1=n-+1

m

= lim u(E;) + lim 3 p(E)

m—00
1=n+1

Por lo cual

pEy) = > ul(E) (4.9)

Asi, de la igualdad 4.9 resulta que

@) = B+ (M(En)+ > M(Ei)>

1=n+1
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= M(ES)+Z< M(&))

1=

Ahora, observe que

Z (Z N(Ez)) = Z:U(Ez) + ZM(Ez) + ZM(Ez) 4.
= (WE) + u(By) + )+ (u(Ey) + u(Ez) 4+ ) + -

= (B +2u(Ey) + 3u(Es) + - -

= Z nu(Ey)
n=1
Asi,
Q) = u(Eg) + Y nu(Ey)
n=1

Luego, se obtiene que

(@) = (B = S (B = [

n=1

Por lo cual

u(@) = p(55) = [ nadn (4.10
Ahora se probara que p(Eg) = 0, para ello, considere los conjuntos
Ef={xeQ:T"(x) ¢ A vYn >0}
(Ep)={zeQ:T"(z) e A Vn>1}
Asi, observe que
E; =T Y A)YNT2(A)N---NT"(A)N---

Por lo cual, Ef es la interseccion de conjuntos medibles y por tanto es medible, asi

(E¢)° es medible. Luego,
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o0

(Eg)® = <ﬂ T‘”(AC)) = Ja @y =Jrw

n=1

Ahora, dado que T es ergddica, entonces por teorema (1 = 3) se tiene que

u((E3)) = (U T-"<A>> — 1

y en consecuencia se debe cumplir que x(E;) = 0. Asi, de [4.10] y del hecho que

(Q, A, 1) es un espacio de probabilidad resulta que

/nAduzl (4.11)
A

Por lo cual n4 es integrable, entonces se sigue que ny € L'(A, AN A, ua) y por
proposicion [2.3.2] la transformacion Ty es u4—invariante, entonces por el teorema
ergédico de Birkhoff (teorema [2.3.5) existe una funcién f en L'(A, AN A, u4) para la

cual

n—1

LS (T = § (4.12)
=0

lim —
n—oo N, £
Ahora, dado que T es ergddica en (2, A, 1), por proposicion 4.1.1, T4 es ergddica en
(A, AN A, pna)y puesto que u(A) < oo entonces de la observacion del teorema

ergodico de Birkhoff (teorema [2.3.5) resulta que

. 1
f:m/AnAdﬂ (4.13)

por lo cual, de las igualdades y se tiene que

n—1

, 1 i _~_L _L
Jon 52 nlThe) = =05 /” W=

=0

De donde se concluye que
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Asi, el Lema de Kac establece que, el tiempo medio de retorno de un punto de A, es
inversamente proporcional al tamano del conjunto A, es decir, es igual a ﬁ

Ahora, regresando al ejemplo[2.3.1] Para dar una respuesta a la paradoja, es necesario
recurrir a calculos aproximados que se realizan con el tiempo de recurrencia, aqui
entra en juego el lema[4.1.1] De acuerdo a estimaciones sobre el primer tiempo medio
de retorno, este es finito pero excesivamente grande, de hecho se estima en 21°*
anos, lo cual es mayor que la edad del universo, de esto hecho se sabe que no existe
contradiccion y solo hay que esperar una cantidad de tiempo extremadamenta grande

pero finita.

4.1.2. Combinatoria aditiva

La combinatoria aditiva es una rama de las matematicas que se encuentra en la
interseccion de la combinatoria, teoria de nimeros, analisis de Fourier y teoria ergddica.
Los objetos de estudio dentro de la combinatoria aditiva son los subconjuntos de los
enteros o de otros grupos abelianos mas generales en los cuales interesan las propie-
dades y patrones que pueden expresarse mendiante sumas y multiplicacion. (Trevisan,
2009)

Un resultado bastante interesante dentro de la combinatoria aditiva formulado en 1936
por los matematicos hungaros Paul Erdés (1913 — 1996) y Pal Turan (1910 — 1976) fué la
conjetura de Erddés—Turan la cual propone que, la existencia de progresiones aritméti-
cas de una longitud dada & en un subconjunto de los enteros esta garantizada por
razones de densidad. Este fué un problema sin solucién hasta que en 1953 Klaus Roth
(1925 — 2015) obtuvo el primer resultado alentador sobre la conjetura de Erdés—Turan
para el caso en que las progresiones aritméticas tienen longitud % igual a tres y suce-
sivamente en 1969 el matematico hungaro Endre Szemerédi extendié el teorema de
Roth para progresiones de longitud cuatro utilizando métodos combinatorios. (Lugosi y
Serra, 2012)
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A pesar de las demostraciones para progresiones de longitud tres y cuatro, el caso
general seguia siendo un problema sin una prueba concreta, hasta que en 1975 nue-
vamente Endre Szemerédi en una sesién abordada en el Collaque de Théorie de
Graphes et Combinatoire en Marseille, Francia presenté la demostracion de la conjetura
de Erd6s—Turan para progresiones aritméticas de longitud arbitraria. (Lugosi y Serra,
2012)

Figura 4.1: Flujo del teorema de Szemerédi en combinatoria aditiva, donde K, =
Hecho k, L, = Lema k, T' = Teorema, C' = Corolario, D = Definiciones B, S, P, «, [3,
etc, t,, = Definicion de t,,, vdlWW = Teorema de Van der Waerden, [, =Si f : Rt — R"

()

es subaditiva, entonces existe lim

n—oo N

Fuente: Tomada de “Endre Szemerédi, Premio Abel 2012”, El Diablo de los NUmeros
(p. 541), 2012, La Gaceta de la RSME Vol. 15 (2012), Num. 3, Pags. 537-559.

La demostracion brindada por Szemerédi utiliza métodos de la combinatoria bastantes
complejos, el flujo de la demostracion puede verse en la figura[4.1] Probablemente la
complejidad de la demostracién impulsé a muchos matematicos a buscar una nueva
forma de probar el teorema utilizando métodos diferentes a los de la combinatoria. De
forma extravagante el matematico israeli Hillel Furstenberg proporcion6 una brillante

demostracion utilizando métodos de la teoria ergodica, ademas mediante el principio
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de correspondencia el cual lleva su nombre establecié que teorema de Szemerédi es

equivalente al teorema de recurrencia multiple de Furstenberg.

La demostracion del teorema de Szemerédi mediante métodos combinatorios se en-
cuentra en el articulo Szemeredi (1975) y la prueba formulada por Furstenberg haciendo

uso de métodos ergddicos puede verse en Furstenberg (1977).

Definicion 4.1.11 (Progresién aritmética). Una progresion aritmética finita es una

sucesion de la forma
m+nm+2n,....m+qgneconmeZyn,qg>1

el nimero q es llamado longitud de la progresion.

Definicion 4.1.12 (Densidad superior de Banach). Dado un subconjunto A deZ o N, la

densidad superior de Banach de A, denotada por dg(A), es

donde I abarca intervalos de Z o N. Es decir, para alguna sucesion de intervalos {1}

con Iy, = (ay, b), by — ar, — oo se tiene

. JANL| -
lim =dg(A
Ixl—oo |11 5(4)
y para cualquier otra sucesion con |I;,| — oo
ANI -
lim sup AL < dg(A).

La densidad inferior de Banach se define de forma similar intercambiando el sup por inf

en la definicion anterior.

Definicion 4.1.13 (Conjunto de funciones continuas). Dado un espacio de Hausdorff X,

denotamos por C'(X) al conjunto de todas las funciones continuas f : X — K, esto es:
C(X)={f:X — K| f escontinua}
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Definicion 4.1.14. Sea X un espacio de Hausdorff y sea C,(X) el conjunto de todas

las funciones continuas f : X — K tal que || f ||=sup{|f(z)| : x € X} < oo, esto decir,
Co(X)={f: X —=K|fescontinuay | f |< oo}
Observacion 4.1.1. El conjunto C,(X) con

1. (f+¢g): X — K mediante

(f +9)(x) = f(x) + g(x) para todo f,g € Cy(X)
2. Paraa €K, yx € X, definimos (af)(z) = af(x)

es un espacio de Banach.

Definicion 4.1.15. Sea X un espacio de Hausdorff, definimos el conjunto de todas las

funciones continuas f : X — K que sea anulan en el infinito por Cy(X).

Observacion 4.1.2. Si X = R, entonces Cy(R) es el conjunto de todas las funciones
f:R — K tal que

Co(R) ={f:R — K| f es continua y h’rin f(z) =0}
T—r0o0
Observacion 4.1.3. Si X es un espacio compacto de Hausdorff, se cumple que
Co(X) = Cy(X) = O(X)

Definicion 4.1.16. Llamamos carga en un espacio medible (2, A) a toda funcion

p: A — (—o0, +00|, numerablemente aditiva y tal que () = 0.

Proposicion 4.1.2. Sea X un espacio topoldgico, y X4 la funcion caracteristica de

A C X. Entonces X, es continua si, y solo si A es abierto y cerrado.

Demostracion. (=) Suponga X4 una funcion continua. Observe que X4 : A — {0,1}
es una aplicacién continua entre espacios topologicos si se considera cada sub-

conjunto de R con la topologia discreta. Luego, X' ({1}) = Ay dado que {1} es
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cerrado en {0, 1} entonces A es cerrado en X debido a la continuidad de X4.

De manera similiar, dado que el conjunto {0} es cerrado en {0, 1} entonces por la
continuidad de X4 el conjunto X' '({0}) = A° es cerrado en X, luego (A°)° = A

es abierto en X.

(<) Sea A un subconjunto abierto y cerrado de X. Para mostrar que X4 es continua se
debe probar que, para cualquier subconjunto abierto U de R, el conjunto X, (U)

es abierto en X. Asi

0 si 1¢Uy0¢U

A si 1eUy0¢U

A si 1¢U y0eU

X si 1eUy0eU

.
Ahora, es claro que () y X son abiertos, ademas por hipétesis el conjunto A es
abierto y dado que ademas A es cerrado entonces A€ es abierto, por lo cual X4
es una aplicacion continua.

[

Definicion 4.1.17 (Medidas reales y complejas). Llamamos medida real en (2, A) a
toda carga finita 1. : A — R; llamamos medida compleja en ({2, A) a toda carga finita
w:A—C

Definicion 4.1.18 (Variacién de una medida compleja). Dada una medida compleja 1.

en un espacio medible (2, A) y A € A, llamaremos variacion de 1. a la medida
| 1| (A) —SUP{Z | u(Ai) |2 A e A, AN A —@Coni#]}UAi—A}
i=1

Definicion 4.1.19 (Variacion total de una medida compleja). Dada una medida compleja

w en un espacio medible (2, A), llamaremos variacion total de u. al valor
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el =] g | (€2)

Definicion 4.1.20. M (Q) se define como el conjunto de todas las medidas borelianas

complejas en ).

Teorema 4.1.1 (Teorema de representacion de Riesz). Si 2 es un espacio localmente

compacto de Hausdorffy 1 € M (), definimos F), : Cy(2) — R por

Ff) = [ s

entonces F, € Cy(2)* y el mapeo . — F,, es un isomorfismo isométrico de M (S2) en
Co(02)*.

A continuacién se enuncia el teorema de recurrencia multiple de Furstenberg, herra-

mienta central para la prueba del teorema de Szemerédi.

Teorema 4.1.2 (Teorema de recurrencia multiple de Furstenberg). Si (2, A, 1) es un
espacio de medida y T una transformacion en (), A, ) que preservan la medida,

entonces para cualquier E € A con p(E) > 0 existe un enteron > 1 tal que
W(ENT"ENT*EN-.-NnT-*kYUnE) > (

Lema 4.1.2. Dado el conjunto finito {0, 1} y el producto cartesiano de {0,1} consigo
mismo un nimero contable de veces denotado por 2, esto es Q2 = {0, 1}* y definamos

la aplicacion d : Q2 x Q0 — R mediante

si x#ydondek =min{|j|+1: z; #y;}

I =

d(z,y) =

0 si z=y
entonces () es metrizable con la aplicacion d.

Demostracion. Van Amstel y cols.| (2018). Es necesario mostrar que la funcion d
satisface la condiciones de la definicién[2.1.15]

1. Dados dos punto cualquieras z e y distintos en €2, observe que
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1L <min{[j|+1 : z; # y;} < oo,

entonces

1
< —; - <1
min{|j| +1 : z; # y;}

por lo cual la aplicacion d toma valores finitos para cualquier par (z,y) en €, asi
1

d(z,y) € {— i€ N} C R*, entonces d(x,y) > 0.
n

2. Por la definicion de la funcion d : Q x Q2 — R se tiene que si x = y entonces
d(z,y) =0.

Reciprocamente, si d(z,y) = 0 entonces x = y pues si x # y resulta que
1 1 . .

d(z,y) € {— in € N} y — > 0 para cualquier n € N, lo cual contradice el he-
n n

cho que d(z,y) = 0, por tanto = = y.

3. Dados cualquier par de puntos arbitrarios = e y de 2, entonces

1 1
d(z,y) = =

P . S - :dy7x
w1 e, Fy)  mm{F Ly ey )

por lo que se verfica que d(z,y) = d(y, x).

4. Sean z, y y = elementos distintos de 2. Se mostrara que d(x,y) < d(z,2) +d(z,y).

Sean los numeros A, By C definidos como

A=minffl+1 1 2% 45}
B =min{|j| +1 : x; # 2}
C=min{[j|+1: z #y;}

Asi, se tienen los siguientes casos:

1

2 1 1
< Z
AT A

BT C

i. Si A= B = C, entonces resulta que por lo cual d(z,y) <

d(x,z) +d(z,y).
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SiB<A<CO6B<(C<A.

) 1 1 1
Asumiendo que B < A < (' resulta que 5 > 1 > roh Ahora, puesto que
1>0entoncesl+1>1 asi1+ >1+1>1 or tanto d(z,y) <
C cTa a® T ate " aP Y) =

d(x,z) +d(z,y).

N . 1 1 1
De manera similiar, si B < C' < A entonces B > c > T luego dado que
1

1 1 e 1 1 1 .
— — — — — — < .
c + R infiere que 5 + - > ol d(z,y) < d(z,z)+d(z,vy)

SSiB<A=CO0B=A<C.

1 1 1

1
[ = —>—y—>—porl I
Suponiendo que B < A = C, entonces 3 > 1V 5 > - por lo cua
2 1

[ S S B
B ' CTA C A

|

por tanto d(z,y) < d(z, z) + d(z,y). La prueba es similar para B = A < C.

Falta probar que las desigualdades A < B < Cy A < C' < B no son posibles.

Asumiendo que A < B < C, entonces por definicion de A, By C se tiene

que

Tk = Yk, Vk’G{—A—Fl,"',A—l}
Tk = 2k, VkE{—B—i‘l,"',B—l}
=y YkE{-CH+1, .-, C—1}

mientras alguna de cada una de las siguientes posibilidades es cierta

TAFYa0T aF#Y 2
rp #ZBOZE_B#Z_B

20 # Yo 0 2_c # Y-c
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Pero, dado que z;, = z; para cualquier k € {—-B+1,--- ,B—1} Yy zx = ys
paratodo k € {—C +1,--- ,C — 1} y B < C entonces se tiene que x; = y;
por lo menos paratodo k € {—B+1,---,B — 1}. Pero dado que A < B, lo
cual contradice el hechoque x4 #ys0quez_4 #y_aporloque A< B<C

no es posible. Para el caso en que A < C' < B se usa un argumento similar.

Por tanto, se concluye que d : 2 x Q — R es una métrica en Q. ]

Definicion 4.1.21. Sea () el espacio métrico definido en el lemal[4.1.2, la aplicacion
T : Q — <) definida por

T((xi)icz) = (Tit1)iez
se denomina funcion de desplazamiento o Shift.

Lema 4.1.3 (Van Amstel y cols.| (2018)). Sea (2, d) el espacio métrico definido en el

lemal4.1.2, entonces la funcion de desplazamiento T' es continua en (2, d).

Demostracion. Se desea mostrar que la aplicacion 7' : Q — Q es continua. Para
ello se probara que T es Lipschitz continua. Sean z,y elementos de 2 y definiendo

mo = min{|j| +1 : z; # y;}. Se tienen los siguientes caso:

, 2
1. Simy = 1 entonces x # yo, por lo cual d(T'(z), T(y)) < 2 = = 2d(z,y).
0

2. Simg>1yj>0paralj|+1=min{|j|+1: z; # y;}, entonces min{|j| + 1 :
. 1 2

(T'(x)); # (T(y));} = mo — 1, asi d(T(x),T(y)) = < — = 2d(z,y).

mo — 1 mo

3.Simy>1yj<0paral|j|+1=min{|j|+1: z; #y;}, entonces min{|j| +1 :
(T'(x)); # (T'(y));} = —mo + 1, asi

A(T(@), T(y) = —— <+ <

2
—m0+1_m0 m_()

= 2d(z,y)

Puesto que lo anterior cubre todos los casos posibles, entonces se concluye que T es
Lipschitz continua con constante igual a 2, por lo cual es uniformemente continua y en

consecuencia continua. O]
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Lema 4.1.4. El espacio métrico (X, d) del lemal4.1.2 es compacto.

Demostracion. Van Amstel y cols. (2018). Sea (x,,),.en Una sucesion en 2. Dado que
{0,1} es un conjunto finito, entonces existe algun ay € {0,1} talque [{n € N : z,(0) =

ap}| = oo. Definiendo al conjunto Ky = {n € N : z,,(0) = ap} y n; = min K.

Ahora, sea K1 = {n > ny : ,(0) = ag, x,(1) = a1, z,(—1) = oy } donde «a; € {0,1} se

ha tomado de tal forma que |K;| = co y tomando n, = min Kj.

Siguiendo de esta forma se tiene que, para todo j > 2 se tiene que K; = {n > n;_; :
T(1) = oy, xp(—i) = o, Vi € {0,1,--- ,j — 1}, 2,(J) = o, z(—J) = ;} donde los «;
estan definidos para todo i € {0,1,---,j — 1} y donde «; € {0,1} tal que |K;| = cc.

Ahora, definiendo n;.; = min K; yseaz = {--- ,ag, a1, ap, 1,9, --- } € (L.

Es evidente que la subsucesion (z,,)jen de (z,)nen CONVerge a x < 1, asi para probar
: y : 1
este hecho, tomando cualquier ¢ > 0 fijo, existe N € N tal que N < e. Luego, es

suficiente mostrar d(xz,,,z) < . Asi, por definicion de la subsucesion (z,,)jen

min{[j| +1 : (£,)(j) # ¢())} = N+1> N

1

entonces, d(z,,,r) < 5

< % < ¢ para todo £ > N. Dado que la eleccidbn de ¢ > 0 es
arbitraria, entonces la subsucesion (z,,);cn converge a z. Puesto que (z,,);en €S Una
subsucesion arbitraria contenida en 2 se concluye que (€2, d) es un espacio métrico

compacto. O

Teorema 4.1.3 (Teorema de Szemerédi). Si A es un subconjunto de 7 con densidad
superior positiva de Banach, entonces A contiene infinitas progresiones aritméticas de

longitud arbitraria.

Demostracion. La construccién de la demostracion toma algunas de las ideas de
Chulluncuy Centeno| (2014). Sea A C Z un subconjunto con densidad superior positiva

de Banach, y definase el conjunto {0, 1} con la topologia discreta, y denotando por
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X = {0,1}7 al producto cartesiano de {0, 1} consigo mismo un nimero contable de

veces. Asi, por lema4.1.2}, el conjunto X es metrizable con la distancia

si xz#ydonde k =min{|j|+1 :xz; #y;}

I =

d(z,y) =

donde z,y € X.

Ahora, dado que {0, 1} es compacto, entonces por el teorema de Tychonoff (teorema
2.1.8), X con la topologia producto 7p es compacto, y por lema@d.1.4, (X, d) es un
espacio métrico compacto. Ahora, puesto que {0, 1} es un espacio de Hausdorff, enton-

ces X es de Hausdorff.

Por otra parte, para cada i € Z sean las funciones de proyeccion de coordenadas

mi: X —{0,1},yseaT : X — X la aplicacion de desplazamiento dada por

T((2)icz) = (2it1)iez

Luego, por lemal4.1.3] la aplicacion T es continua en X.

Ahora, para cada = = (z;);cz € X, se define x; como
1 si ieA

€T; =
0 si i1¢A

Ahora, considerando el conjunto de 6rbitas de un punto = € X, H = {T"(z) :n € Z}

y su clausura Q = {T"(x) :n € Z}, es claro que  C X es compacto, y sea S =
Q N7yt ({1}) donde 75 ({1}) = {(74)iez | 70 = 1}

Por otra parte, dada la topologia producto 7p en X, se define A como la o—algebra de
Borel generada por 7p. Ahora, dado que {0, 1} estéd equipado con la topologia discreta,

entonces {1} es abierto y cerrado, por lo cual la imagen inversa =, *({1}) es abierta y
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cerrada en Tp, y puesto que () es abierto y cerrado en la topologia inducida en €2 por
X, la cual por teorema coincide con la topologia producto de X restringida a 2,
porloque S = Qnn;'({1}) € Tp, asi S € A, es decir, S es medible.

Ahora, dado que A C Z posee densidad superior positiva de Banach, es decir

- ANI
dg(A) = lim sup| ‘>O; Icz
7|00 |7

Entonces, existe un sucesion de intervalos (I;)rcn de Z tal que

I |A NI

Iel=soo |1y

=dp(A) >0 (4.14)

Por otra parte, dado que X es un espacio de Hausdorff y ) es compacto, entonces
(2 es un espacio topoldgico localmente compacto de Hausdorff, por lo cual, fijando un

punto t € 2, se define el funcional de Dirac ¢; : Cy(2) — R mediante

6;(f) = f(t); paratodo f € Cy(Q) (4.15)
Es claro que ¢; es lineal y observe que

10: (D = 1FO] < sup{[f(B)] = 5 € Q} = [l

Por lo cual, 6} es continuo, asi §; € Cy(2)* y ademas, de la definicidon de norma para el

funcional ¢; y de la desigualdad anterior, es claro que ||0/|| < 1, Vt € Q.

Ahora, dado que (2 es localmente compacto y dada una medida v € M (£2), entonces
por el teorema de representacion de Riesz (teorema [4.1.1)), existe un isomorfismo
isométrico F : M(Q2) — Cy(Q2)* dado por F(v) = F, donde F, : Cy(2) — R en Cy(Q)*

esta definido por

F,(f) = /Qfdv para todo f € Cy(12)

Luego, para cada t € 2 existe una media w; en M (f2), asi mediante el isomorfismo

isométrico se tiene que F'(w,;) = o/, por lo cual para cualquier f € Cy(Q2) resulta que
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5i(5) = | faw

Pero, de la igualdad [4.15]| sabe que
0 (f) = f(t) Vfe ()

Por lo cual

f(t) = / fdw, Yf e Cy(Q)
Q
Ahora, sea E C Q un conjunto abierto y cerrado, y sea ademas X la funcién carac-
teristica de F, esto es

1 si tekFE
Xp(t) =
0 si t¢FE
Luego, dado que F es abierto y cerrado en (2 con la topologia Tp, entonces £ € Ay
por proposicién [4.1.2, X € Cy(Q), asi del isomorfismo isométrico de M (2) en Cy(Q2)*

se tiene que
W) = [ Xoduy = Fu(Xe) = ()
Pero, de la relacién se sabe que
07 (Xr) = Xr(t)

Por lo cual

1 si teFk
wy(E) =
0 si t¢F
De lo anterior, w; es la medida delta de Dirac, entonces, por notacion, suponga que

Wt = 51/.

Ahora, para cada n € N sean las medidas promedios complejas finitas borelianas v,, en

(2 dadas por
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1
=Y Ors)

v, =
A

J€In
Puesto que F' es una isometria entre M (Q2) y Cy(£2)* y se sabe que ||0; /¢, )+ < 1 para

todo ¢ € Q por lo cual ||z ||m) < 1 paratodo j € Z, asi para todo j € I, resulta que

el,

j€In J€In JEIn

[[on]l =
\f |

Es decir, ||v,|| < 1 paratodo n € N.

Por otra parte, como la aplicacion F' es lineal entonces

F(v,) = F, =uv = ’[ | > i

j€In

De donde se puede afirmar que v € Co(Q)* y ||v|| < 1 para todo n € N, por lo cual
la sucesion de funcionales lineales acotados (v}),.cn €n Co(€2)* esta contenida en la
bola cerrada unidad B(0,1) de Cy(£2)*, pero por teorema de Banach-Alaoglu (teorema
resulta que B(0, 1) es compacta, y por lo tanto secuencialmente compacta en la
topologia débil estrella de Cy(2)*, asi por definicién de compacidad secuencial existe
una subsucesion (v Jren de la sucesion (v¥),en, Y existe un funcional p* € Cy(Q)*, y
por el isomorfismo isométrico F' también existe una medida . en M (Q2) para la cual
F(u) = F, = p*, tal que (v}, )nen COnverge a p* en la topologia débil estrella de C(€2)*.

Asi, para cualquier f € Cy(£2)* se tiene que

[ fau =G0 = (£) = Tytut) = Ty (Jim ) = Jim o3, ()

—00 k—oo
Pero
Jim vy, (f) = lm [F(v,,)](f) = lm g fdvn,
Por lo cual
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Asi, por lema|2.3.1] la subsucesion (v, )ken CcONverge en la topologia débil estrella a la

medida . € M (), es decir

lim v, = p (4.16)

k—oo

Ahora, por lema|2.3.3] la medida y es invariante para la funcion 7.

Por otra parte, se sabe que S € A y dado que S es abierto y cerrado. Entonces por

proposicion [4.1.2/ resulta que Xs € Cy(), y por la igualdad se tiene que

i 11, () = ju(S)

pero
1
Uny = Ji Z 6Tj(x)
| nk| jelnk
Por lo cual
1
pu(S) = lim — dri(z)(S)
kb Lo | J; @

Ahora, observe que, dada la medida de S con respecto a dr;(, resulta que
1 si Ti(z)esS
O7i(2)(S) =
0 si TV(x)¢S
Es decir, d7s,)(S) =1 si, y solo si TV(z) € S, pero S = QN x;'({1}), por lo cual
d7i(z)(S) = 1 si, y solo si (I7(z)), = 1 y puesto que (77(z)), = x;, luego de acuerdo a
como se han definido las componentes de los puntos x € X, lo anterior es equivalente

a decir que
dri()(S) = 1si,ysolosije A.

Por lo cual, los valores j € Z tal que é7,,)(S) adquiera un valor distinto de cero, son

precisamente aquellos j € A. Por tanto
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ANL,| -
4(8) = i, o (8) = i 7 | 2 doe®) = fim S =) >0

De lo anterior se verifica que w(S) > 0. Asi, dado que p es T'—invariante en el espacio
de medida (2, A, 1) y ademas S € A cumple que u(S) > 0, entonces por el teorema de

recurrencia multiple de Furstenberg (teoremal4.1.2), existe n € N tal que

wSNT"SNTSn-..nT-*ng) > 0
Por lo cual

SNT"SNT-2"SN-..NT-k-1ng L

Es decir, existe un punto w € S tal que

T (w) e S, T™(w) e S, -+, T¢I (w) e S
Por lo cual, se puede afirmar que

w, T"(w), T*"(w), -, T* V" (w) € mg ' ({1})
Asi

wo=1, (T"(w)o =1, (T*(W))o=1,---,(T* (W) =1

Ahora, note que la primera componente de 7" (w), es decir (T"(w))o €s la n—ésima

componente de w, asi, w, = (T"(w))o, de la misma manera se cumple que
wan = (T?™(W))o, "+, Wik—1yn = (THFD"(w))o
De lo cual resulta que
W =Wp ="+ = Wi-1)n = 1

Ahora, dado que w € (2, entonces w es el punto limite de una sucesién en el conjunto
H. Suponga que {T"(z)} es la sucesién en H que converge a w en S, asi por definicion
de convergencia de una sucesion, existe R € N tal que para todo » > R se tiene que

dw,T"(x)) < S

kn
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es decir

1 1
min{[j[+ 1 : w; £ (T7(2));} ~ hn

O equivalentemente
min{|j| +1 : w; # (T"(x));} > kn
Ahora, sin perdida de generalidad, suponga que
kn+1=min{[j|+1 : w; # (T"(x));}

Entonces, |j| = kn, asiw; # (I7(z)); para j = kn 6 j = —kn, es decir w; = (17 (x));

para |j| < kn, mas precisamente se puede decir que

w;j = (T"(z)); paratodo j € {—(k—1)n, —(k—1)n+1, ---, (k—1)n—1, (k—1)n}
Ahora, como wy = w, = --- = wWu—1), = 1, entonces se tiene que
l=w;=(T"(z)); paratodo j € {0, 1, ---, (k—1)n—1, (k— 1)n}
Por lo cual (77(x))o = (T"(z))n = (T"(x))2n = - - - = (T"()) k-1)» = 1, y dado que
z, = (T7(2))o, Trin = (T7(2))n, Tryzn = (T7(2))2n; ++ Trpe—1yn = (T7(2)) (k—1)n
entonces,
=1 2 =1 29, =1, -, Tryg—1pn =1

Pero, de acuerdo a como se han definido los valores de las componentes de los puntos

x € X, entonces lo anterior ocurre si, y solo si
rr4+n r+2n, - cr+(k—1neA

Pero,r, r+n, r+2n, --- ,---r+ (k— 1)n es una progresion aritmética de longitud arbi-
traria, por tanto, se concluye que el subconjunto A C Z contiene infinitas progresiones

aritméticas de longitud arbitraria. O
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Teorema 4.1.4 (Teorema de Van der Waerden - Oliveira'y Vianal (2014)). Dada cualquier
particion finita {51, S», --- , Si} de Z, existe algun j € {1, 2, --- , I} tal que S; contiene
progresiones aritméticas de longitudes arbitrarias. En otras palabra, para todo q > 1

exitem € Zyn > 1 talquem+in € S; paratodo1 <i <gq.

El teorema de Szemerédi (teorema[4.1.3), tiene importantes consecuencias y ha permi-
tido avances significativos en el area de la combinatoria aditiva pues mediante dicho
teorema se han demostrado maravillosos resultados, por ejemplo el teorema de Van
der Waerden (teorema[4.1.4), demostrado en 1927 por el matematico neerlandés Bartel
Leendert Van der Waerden (1903 — 1996), tiene gran relacion con el teorema de Sze-

merédi, pues el teorema de Van der Waerden se sigue del teorema de Szemerédi.

Por otra parte, en 2004 el matematico britanico Ben Green y el matematico australiano
Terence Tao demostraron un bello e importante resultado que invalucra a los nimeros
primos el cual afirma que, existen progresiones aritméticas arbitrariamente largas for-
madas por numeros primos, este resultado se conoce como el teorema de Green—Tao.
Da Silva) (2016)

A pesar que el teorema de Green—Tao no se deduce del teorema de Szemerédi pues
el conjunto de los numeros primos no posee densidad superior positiva por lo cual
el teorema[4.1.3|no puede ser directamente aplicado, es posible extender el teorema
de Szemerédi a un contexto mas general mediante un principio de transferencia y en

consecuencia el teorema es aplicable en la demostracion del teorema de Green—Tao.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se realiz6 la recopilacion de la base tedrica de elementos
especificos y mas importantes del analisis funcional, topologia y teoria de la medida e
integracion los cuales brindaron el soporte tedrico y permitieron establecer la conexion
y aplicabilidad de la teoria ergddica a los sistemas dinamicos a tiempo discreto y a la

combinatoria aditiva.

La recurrencia permite obtener informacién valiosa de caracter cualitativo que de otra
forma seria dificil obtener, en especifico el teorema de recurrencia de Poincaré garan-
tiza que bajo transformaciones invariantes todo punto de un conjunto A de medida
positiva vuelve a A infinitas veces excepto en un conjunto de medida cero, sin embar-
go aunque dicha informacién es valiosa surge la necesidad de conocer informacion

cuantitativa sobre el tiempo de retorno de los puntos del conjunto A al propio conjunto A.

A través de las propiedad de ergodicidad, el teorema ergddico de Birkhoff, el teorema
de recurrencia de Poincaré, la transformacién de primer retorno y sus propiedades, es
posible demostrar el lema de Kac el cual brinda informacién cuantitativa sobre el primer
tiempo de retorno de un punto, lo cual complementa la informacién que proporciona el
teorema de recurrencia de Poincaré lo que lo convierte en una herramienta importante
para el estudio de sistemas dinamicos a tiempo discreto aun cuando sus dinamicas

son cadticas.
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Capitulo 5. CONCLUSIONES

El teorema de Szemerédi garantiza la existencia de infinitas progresiones aritméticas de
longitud arbitraria en un subconjunto de los enteros con densidad superior positiva de
Banach. La construccion de un sistema de probabilidad invariante junto con enunciados
como el teorema de recurrencia multiple de Furstenberg, el teorema de representacion
de Riesz, el teorema de Tychonoff, las propiedades de compacidad y demas teoria,
permitieron formular una prueba del teorema de Szemerédi desde el punto de vista
ergodico de una manera mas sencilla y accesible para su compresién en comparacion

a la prueba formulada en combinatoria aditiva.

El teorema de Szemerédi tiene importantes implicaciones, por ejemplo el teorema de
Van der Waerden se sigue del teorema de Szemerédi el cual también se encarga de
garantizar la existencia de progresiones aritméticas en subconjuntos de los enteros,
por otra parte, para la demostracién del teorema de Green—Tao se utiliza el teorema de
Szemerédi como una herramienta para la construccion de la demostracién del teorema,
existen otras consecuencias y aplicaciones pero debido al alcance del estudio solo se

mencionan las enteriores.

Esta investigacion se limita al estudio de las aplicaciones tedricas que tiene la teoria
ergddica en sistemas dinamicos a tiempo discreto, en especifico a la demostracion
del lema de Kac y a la prueba del teorema de Szemerédi en combiantoria aditiva, sin
embargo existen multiples aplicaciones tanto teoricas, computacionales y aplicativas

que tiene la teoria ergddica en diversos campos.

El estudio permite concluir que la teoria ergbdica es una rama de las matematicas
profunda y bien establecida, vital para ayudar a responder interrogantes que otras areas
no pueden solucionar por si solas, o bien, para proporcionar herramientas que permiten

simplificar los problemas en sus campos de aplicacion.
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CAPITULO 6

RECOMENDACIONES

Para futuras investigaciones monograficas, a los estudiantes interesados en trabajar en

teoria ergodica, se recomiendan las siguientes aplicaciones teoricas:

= En teoria de nimeros, la teoria ergodica tiene aplicaciones a los nUmeros norma-

les y las fracciones continuas.

= En combiantoria aditiva, puede aplicarse para demostrar el teorema de Van der
Waerden (teorema|4.1.4) desde la perpespectiva ergddica y para mostrar que el

teorema de Szemerédi implica el teorema de recurrencia multiple de Furstenberg.

= En geometria fractal, se puede utilizar en el estudio de las medidas fractales y la
conservacion de dimensidn, especificamente puede probarse que: La restriccion
de una aplicacion lineal a un conjunto A conserva la dimesion si A es un conjunto

homogeneo en un espacio Euclidiano.
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ANEXOS

A.1. Enunciados complementarios

En este apartado se introducen algunos enunciados y resultados basicos pero

necesarios para la comprension del contenido.

Definicion A.1.1 (Espacio vectorial). Un espacio vectorial es un conjunto V, cuyo
elementos se llaman vectores, previsto de dos operaciones binarias llamadas suma

vectorial y multiplicacion por escalar.

Siz,y € V existe un elemento x + y llamado suma vectorial de x e y. Esta operacion

satisface las siguientes propiedades:
A, x+y=y+axparatodox,ycV
Ay. (x+y)+z=2+ (y+2) paratodo x,y,z€V
As. Existe un elemento0 € V talque(0+x=x+ 0=z paratodozx € V

Ay. Dado x € V, hay un elemento —x € V talque x + (—z) = —v + 2 =0

Sia € Ryx eV, hay un elemento ax enV llamado el mdltiplo de a y x. Esta operacion

de multiplicacion por escalar satisface las siguientes propiedades:

M. 1-x=x-1=xparatodox cV

M,. a(bx) = (ab)x = paratodoa,bc Ryx eV
D.alz+y)=axr+ayy(a+b)x=ax+brparatodoa,beRyz,yecV
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Definicion A.1.2 (Conjunto abierto). Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Diremos
que A es un conjunto abierto, si para cada punto a € A, existe una bola B(a,r) contenida

en A. Entenderemos que () es abierto.

Definicion A.1.3 (Conjunto cerrado). Sea (X, d) un espacio métrico y C C X un sub-
conjunto; diremos que C' es un conjunto (o subconjunto) cerrado si su complementario
X — C = C* es abierto.

Definicion A.1.4 (Conjunto adherente). Si (X, d) es un espacio métrico y A un sub-
conjunto de X. Se dice que x € X es un punto adherente de A si todo entorno U de x
cumple que U N A # (), es decir, no hay ningun entorno de z totalmente contenido en
X — A. El conjunto de punto adherentes de A se llama la adherencia de A o la clausura

de A y se representa por A.

Proposicion A.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Entonces:

1. El conjunto A es cerrado.

2. A es el menor cerrado que contiene a A, es decir, si B es un conjunto cerrado tal

que A C B, entonces A C B.

Demostracion. La demostracion de esta proposicion puede encontrarse en [Herre+
ro Pineyro| (2010). ]

Definicion A.1.5 (Conjunto derivado). Sea (X, d) un espacio topolégico y A C X.
Diremos que un punto x € X es un punto de acumulacion (o punto limite) de A si

cualquier entorno U de x contiene un punto de A distinto de x. Es decir, si
(U—{z})NA£0

El conjunto de todos los puntos de acumulacion de A se llama conjunto derivado de A,

y se representa por A’.

Proposicion A.1.2. Sea (X, d) un espacio métricoy A C X. Entonces x € X es un

punto de acumulacion de A si, y solo si, para todo r > 0 se cumple que
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(Ba,r) — {a}) NA#D
Demostracion. La demostracion se sigue de la definicion|A.1.2 N

Definicion A.1.6 (Sucesion). Si(X,d) es un espacio métrico, una sucesion en X es
un subconjunto de X definido mediante una aplicacion x : N — X de tal modo que
z(n) = z,, € X, denotaremos a la sucesion por (z,)nen, (,)52, 0 simplemente (z,,),; y

a los elementos de la sucesion los llamamos términos.

Definicion A.1.7 (Convergencia de una sucesion). Si (X, d) es un espacio métrico y

(x,)22, una sucesion de puntos de X . Diremos que (x,,)>°, converge ax en (X,d), y lo

denotamos por x, — x 0 limx,, = x, Si para todo ¢ > 0, existe no € N, tal que sin > ny,
n

entonces d(x,,x) <

En otras palabras, si para toda bola B(x, <), existe ny € N, tal que sin > ng, entonces

x, € B(x,¢).

En la siguiente definicion D(f) representara el dominio de la funcion f contenido en R?

y con rango R(f) contenido en R?. Cabe aclarar que no se requiere que D(f) = RP o
que p = q.

Definicion A.1.8 (Continuidad de una funcién). Seaa € D(f), se dice que f es continua
en a si para todo vecindad V de f(a) existe una vecindad U (dependiendo de V') de a
tal que si x es cualquier elemento de U N D(f), entonces f(x) es un elemento de V. Si

A C D(f), se dice que f es continua en A siempre que sea continua en todo punto de
A.

Definicion A.1.9 (NUmeros reales extendidos). Definimos el conjunto de los nimeros
reales extendidos R como R U {—oc, oo} en el cual asumimos las operaciones usuales.

Dadosa € R yb € R se define:

a a+oco=00+a=0oc

b.a—0c0o=—-00+a=—00
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C. 00+ 00 =00

d. —o00—00=—00
e.b-co=00-b=0c0sib>0
fh-oo=c0-b=—-008ib<0

- =0

a
©. 9] —0o0

9. 0-00=00-0=0;

o0 , ..
h. oo — 0o, — no estan definidos.
0

Definicidon A.1.10 (Conjunto de medida cero). Dado un espacio de medida (X, A, i),

decimos que un conjunto B € A tiene medida nula o cero si u(B) = 0.

Definicion A.1.11 (Propiedad de casi en todas partes). Decimos que una propiedad
se cumple casi en todas partes respecto de una medida 1., si el unico conjunto C' de

puntos donde no se verifica la propiedad esta en un medible, C C B € A con u(B) = 0.

El conjunto C' no es necesariamente medible, pero si lo es cuando el espacio (X, A, i)

es completo. En cualquier caso, si C' es medible, x(C) = 0.

Proposicion A.1.3 (Oliveira y Vianal (2014) pag 449). Si i y v son probabilidades en

[ odn= [ ov

para toda funcion ¢ : X — R Lipschitz limitada, entonces . = v.

un espacio metrico X tales que
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