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RESUMEN

Este escrito monográfico tiene como objetivo presentar las aplicaciones teóricas de

la teorı́a ergódica en sistemas dinámicos discretos y combinatoria aditiva, en especı́fico,

en la demostración del lema de Kac en sistemas dinámicos discretos y la prueba desde

la perspectiva ergódica del teorema de Szemerédi en combinatoria aditiva, para ello,

previamente se reúne toda una base teórica haciendo uso de una metodologı́a con

enfoque cualitativo de carácter descriptivo−documental mediante la cual se introducen

las nociones y algunas propiedades importantes de espacio topológicos, espacios

métricos, espacios normados, topologı́as débiles en espacios normados, álgebras, me-

dida, integración, recurrencia, transformaciones preservadoras de medida y ergodicidad

con lo cual se establece la relación de la teorı́a ergódica con los sistemas dinámicos

discretos y la combinatoria aditiva obteniendo como resultados la demostración del

lema de Kac en la cual están involucrados el teorema de recurrencia de Poincaré y

el teorema ergódico de Birkhoff, y la prueba del teorema de Szemerédi mediante la

construcción de un sistema dinámico medible e invariante al cual es posible aplicar el

teorema de recurrencia múltiple de Furstenberg lo cual permite probar la veracidad del

teorema.

Palabras claves: Ergódica, Recurrencia, Sistema dinámico, Lema de Kac, Teorema

de Szemerédi.
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4.1.1. Sistemas dinámicos discretos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4.1.2. Combinatoria aditiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

5. CONCLUSIONES 123

6. RECOMENDACIONES 125

BIBLIOGRAFÍA 126
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− nA Función de primer retorno de tiempo.

− L1(µ) Conjunto de funciones integrables.

− L1
R(µ) Conjunto de funciones integrables de valor real.

− dB(A) Densidad superior de Banach del conjunto A.

VIII



CAPÍTULO 1

ASPECTOS INTRODUCTORIOS

1.1. Contenido de los capı́tulos

Este trabajo monográfico está inspirado en la belleza y sinigual abstracción de las

matemáticas. La investigación está dividida en 8 capı́tulo. A continuación se presenta

una breve descripción sobre el contenido de cada uno de ellos.

El capı́tulo 1 está formado por tres secciones, en la primera sección se presenta el

contenido de los capı́tulos de la investigación. En la segunda sección se encuentra

la introducción en la cual se exponen los antecedentes históricos sobre los orı́genes

de la teorı́a ergódica y cómo la búsqueda de las condiciones para la validez de la

llamada hipótesis ergódica formalizó matemáticamente esta rama, además se presenta

el problema de investigación junto a algunas investigaciones previas a este trabajo las

cuales abordan las aplicaciones de la teorı́a ergódica en sistemas dinámicos discre-

tos y combinatoria aditiva. En la sección final se presentan los objetivos de investigación.

El capı́tulo 2 está dividido en tres secciones, elementos de topologı́a y análisis funcional,

teorı́a de la medida e integración y teorı́a ergódica. En la primera sección se introducen

los fundamentos sobre espacio topológicos, espacios métricos y espacios normados,

ası́ como algunas de sus propiedades a partir de las cuales se pueden definir las

topologı́as débiles en un espacio normado y su dual junto a las ideas de convergencia

de sucesiones en estos espacios dotados con dichas topologı́as. En la segunda sección
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1.1 Contenido de los capı́tulos Capı́tulo 1. ASPECTOS INTRODUCTORIOS

se exponen enunciados claves como σ−álgebra, medida, funciones medibles e integral

de una función simple y medible. En la tercera sección se plantean conceptos como

la invarianza de una transformación, se enuncia el teorema de caracterización para

transformaciones invariantes, se definen la recurrencia, las transformaciones inducidas

y ergodicidad, y se demuesta el teorema de recurrecia de Poincaré, teorema ergódico

maximal y el teorema ergódico de Birkhoff. Finalmente, se define la topologı́a débil

estrella del espacio M1(Ω) de medidas de probabilidad de Borel, se presentan algunos

teoremas sobre la convergencia de sucesiones de medidas en M1(Ω) asumiendo que

posee la topologı́a débil estrella, se define la aplicación T∗ : M1(Ω) → M1(Ω) y se

prueba que todo punto lı́mite de una sucesión de medidas de probabilidad en M1(Ω) es

invariante en la topologı́a débil estrella.

El capı́tulo 3 está dedicado al diseño metodológico, donde se describe el tipo de es-

tudio, las fuentes de información, el procedimiento de recolección de la información y

finalmente el plan de análisis sobre la información recolectada.

En el capı́tulo 4, titulado resultados y discusiones, se exponen las aplicaciones de

la teorı́a ergódica donde con apoyo de los fundamentos previamente expuestos en

el capı́tulo dos y junto a una breve teorı́a sobre los sistemas dinámicos discretos se

demuestra el lema de Kac. Seguidamente, se introducen las definiciones de densidad

superior de Banach de un subconjunto de enteros, la transformación shift, la variación

de una medida compleja, variación total de una medida compleja, el teorema de re-

presentación de Riesz y el teorema de recurrencia múltiple de Furstenberg con los

cuales finalmente se demuestra el teorema de Szemerédi desde la perspectiva ergódica.

El capı́tulo 5 contiene las conclusiones obtenidas al finalizar la investigación. En el

capı́tulo 6 se realizan algunas recomendaciones a los estudiantes sobre otras apli-

caciones teóricas de la teorı́a ergódica que pueden abordarse en futuros trabajos de

finalización de estudios.
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Capı́tulo 1. ASPECTOS INTRODUCTORIOS 1.2 Introducción

El capı́tulos 7 corresponde a las referencias bibliográficas en las cuales se sustenta

este estudio y el último capı́tulo contiene los anexos donde se muestran los enunciados

complementarios del marco teórico.

1.2. Introducción

Según (Viana y Oliveira, 2016), en 1971 el fı́sico australiano L. Boltzmann (1844−

1906) introduce la palabra Ergódica la cual es una concatenación de dos palabras

griegas ϵργov (ergon) que significa trabajo y oδoσ (odos) que se interpreta como camino;

los sistemas que interesaban a Boltzmann y demás fundadores de la teorı́a cinética de

los gases, son los que pueden ser descritos por un flujo Hamiltoniano, representado

por la ecuación diferencial(
dq1
dt

, . . . ,
dqn
dt

,
dp1
dt

, . . . ,
dpn
dt

)
=

(
∂q1
∂t

, . . . ,
∂qn
∂t

,
∂p1
∂t

, . . . ,
∂pn
∂t

)
Boltzmann creı́a que las órbitas tı́picas de tal flujo cubrı́an la superficie de energı́a

H−1(c) que las contiene, esta es la hipótesis ergódica1, la cual era crucial para su

formulación de la teorı́a cinética de gases. La búsqueda por entender si la mayorı́a de

los sistemas Hamiltonianos, especialmente aquellos que aparecen en conexión con

la teorı́a cinética de los gases, son ergódicos o no, fueron los primeros pasos de la

teorı́a ergódica, la cual es el estudio de los sistemas dinámicos dotados de medidas

invariantes Viana y Oliveira (2016).

Por otra parte, de acuerdo con (Lacomba, 2000), Henrry Poincaré (1854− 1912) a fina-

les del siglo XIX con sus trabajos al fusionar el análisis matemático con la geometrı́a,

y desarrollar un nuevo punto de vista cualitativo para el estudio de las ecuaciones

diferenciales contribuyó también en los inicios de la teorı́a ergódica.

1La hipótesis ergódica planteaba que los promedios de tiempo de cantidades observables a lo largo
de órbitas tı́picas coincidı́an con sus respectivos promedios de espacio en la superficie de energı́a.
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1.2 Introducción Capı́tulo 1. ASPECTOS INTRODUCTORIOS

Sin embargo, desde las perspectiva formal, se considera que el comienzo matemático

de la teorı́a ergódica se dió en los años 1931 y 1932 cuando George David Birkhoff

(1884 − 1944) y John Von Newmann (1903 − 1957) publicaron documentos de forma

individual que contenı́an versiones ligeramente diferentes de lo que en la actualidad se

conoce como el teorema ergódico de Birkhoff y el teorema ergódico de Von Newmann,

respectivamente; a pesar que las técnicas utilizadas por Birkhoff y Von Newmann fueron

diferentes, ambos llegaron a conclusiones similares (Moore, 2015).

Las pruebas contenidas en estos dos documentos concluyeron notables resultados en

mecánica celeste y una visión clave a un problema de 60 años en mecánica estadı́stica,

es decir la razón para la cual la hipótesis ergodica es válida; a partir de los documentos

publicados por Birkhoff y Von Newmann la teorı́a ergódica ha prosperado por más de

80 años y cuyas investigaciones subsecuentes en esta rama desde 1932 han ampliado

su conexión con la hipótesis central de la mecánica estadı́stica (Moore, 2015).

Cabe mencionar que de acuerdo a (Cárcamo y cols., 1996), otros contribuyentes a la

teorı́a ergódica fueron los matemáticos Frigyes Riesz (1880− 1956) de origen húngaro

quien presentó un prueba del teorema de Birkhoff más sencilla, el estadounidense

Joseph Leo Doob (1910− 2004) el cual aplicó el teorema ergódico de Birkhoff a las ca-

denas de Markov, el matemático ruso Andréi Kolmogórov (1903− 1987) quien introdujo

el concepto de entropı́a.

En la actualidad la teorı́a ergódica ha ampliado su campo de aplicación haciendo

conexión con áreas como los sistemas dinámicos los cuales estudian la dinámica de

los sistemas en evolución a largo plazo (Brin y Stuck, 2002), este campo tiene sus

orı́genes en el siglo XIX, un caso interesante son los sistemas a tiempo discreto que

en la actualidad son de gran interés ya que mediante ellos es posible modelar muchos

fenómenos en diversas áreas (Lacomba, 2000), sin embargo aunque muchos proble-

mas pueden ser estudiados sin complicaciones mediante estos sistemas a tiempo
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Capı́tulo 1. ASPECTOS INTRODUCTORIOS 1.2 Introducción

discreto, en algunos casos no sucede lo mismo pues no es posible predecir el com-

portamiento del sistema cuando las órbitas tienden a ser caóticas por lo cual surge

la necesidad de obtener herramientas matemáticas que ayuden a facilitar el estudio

de diversos sistemas aún si sus órbitas son caóticas, una de esas herramientas es el

Lema de Kac el cual permite conocer el primer tiempo de retorno de un punto de un

conjunto A al propio conjunto A con A bajo ciertas condiciones.

También la teorı́a ergódica tiene relación con la combinatoria aditiva, la cual estudia los

subconjuntos de enteros o de otros grupos abelianos de los cuales interesan las pro-

piedades y patrones que pueden expresarse mediante suma y multiplicación (Trevisan,

2009). Un enigmático problema conocido inicialmente como conjetura de Erdös−Turan

el cual fué propuesto en 1936, garantiza la existencia de progresiones aritméticas de

longitud arbitaria en un subconjunto de los enteros si este posee densidad superior

positiva de Banach. En 1975, Endre Szemerédi brindó la demostración de la conjetura

de Erdös−Turan hoy conocida como teorema de Szemerédi (Lugosi y Serra, 2012),

sin embargo dicha prueba utiliza métodos puramente pertenecientes a la combinatoria

aditiva lo cual hace la prueba en extremo compleja y de gran extensión.

Los casos anteriores son estudiados en la presente monografı́a mediante el uso de la

teorı́a ergódica a través de la cual se brinda una prueba del lema de Kac ası́ como una

demostración más sencilla del teorema de Szemerédi.

A continuación se presentan algunos trabajos sobre la aplicabilidad de la teorı́a ergódica

en la dinámica de sistemas y combinatoria aditiva.

Andrés Vicente Chulluncuy Centeno, de la Universidad Nacional de Ingenierı́a, Perú,

en su tesis de fin de máster El teorema de Szemerédi, consecuencias en la distribución

de números primos y perspectivas, (Chulluncuy Centeno, 2014), aborda el teorema de

Szemerédi (Teorema 4.1.3) desde distintas perspectivas teóricas, como el análisis de
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1.2 Introducción Capı́tulo 1. ASPECTOS INTRODUCTORIOS

Fourier para probar el teorema para progresiones aritméticas de longitud tres; usa las

normas de Gowers con el objetivo de probar el teorema para progresiones de longitud

cuatro y en el caso general hace uso de la teorı́a ergódica.

Van Amstel de la University of Pretoria, Pretoria, con ayuda del Ph.D. Van Der Walt y

Ph.D. M. Messerschmidt, en su tesis de fin de master An ergodic theoretic approach

to Szemerédi’s theorem, (Van Amstel y cols., 2018), estudia el teorema de Szemerédi

mediante argumentos teóricos ergódicos, con los cuales muestra que el teorema de

recurrencia múltiple de Furstenberg (Teorema 4.1.2) implica el teorema de Szemerédi y

seguidamente prueba el recı́proco para concluir que los teoremas son equivalentes.

Marina Lizeth Rojas Salazar de la Universidad Autónoma de Ciudad Juárez , México, en

su proyecto de investigación Introducción a la Teorı́a Ergódica, (Rojas Salazar, 2018),

estudia la dinámica de sistemas y aspectos de la teorı́a ergódica como la invarianza de

una transformación, ergodicidad, recurrencia, además prueba el teorema de recurrencia

de Poincaré y el teorema ergódico de Birkhoff con el objetivo de estimar el tiempo de

recurrencia de un sistema dinámico discreto.

Mateus Ribeiro de Souza Marra de la Universidade Federal de Uberlândia, junto al

Ph.D. Thiago Catalan, en su artı́culo Sistemas Dinâmicos: Alguns teoremas clássicos

da Teoria Ergódica, (Marra y cols., 2019), enfoca su trabajo en la demostración de

algunos teoremas relevantes de la teorı́a ergódica y muestra cómo estos junto a los

sistemas dinámicos ayudan a resolver problemas en teorı́a de números.
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Capı́tulo 1. ASPECTOS INTRODUCTORIOS 1.3 Objetivos

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Mostrar las aplicaciones de la teorı́a ergódica en sistemas dinámicos discretos y

combinatoria aditiva.

1.3.2. Objetivos especı́ficos

1. Exponer los fundamentos teóricos que respaldan la aplicación de la teorı́a ergódi-

ca en sistemas dinámicos discretos y combinatoria aditiva.

2. Demostrar los principales teoremas ergódicos y algunas propiedades de recurren-

cia.

3. Probar el lema de Kac utilizando el teorema ergódico de Birkhoff y el teorema de

recurrencia de Poincaré.

4. Aplicar el teorema de recurrencia múltiple de Furstenberg en la demostración del

teorema de Szemerédi.

7



CAPÍTULO 2

MARCO TEÓRICO

2.1. Elementos de topologı́a y análisis funcional

2.1.1. Espacios topológicos

Definición 2.1.1 (Topologı́a). Una topologı́a sobre un conjunto X es una colección τ

de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

1. ∅ y X están en τ .

2. La unión de los elementos de cualquier subcolección de τ está en τ .

3. La intersección de los elementos de cualquier subcolección finita de τ está en τ .

Un conjunto X para el que se ha definido una topologı́a τ se llama espacio topológico.

Definición 2.1.2 (Base de una topologı́a). Si X es un conjunto, una base para una

topologı́a sobre X es una colección B de subconjuntos de X (llamados elementos

básicos) tales que:

1. Para cada x ∈ X, hay al menos un elemento básico B que contiene a x.

2. Si x pertenece a la intersección de dos elementos básicos B1 y B2, entonces

existe un elemento básico B3 que contiene a x y tal que B3 ⊂ B1 ∩B2.

Si B satisface estas dos condiciones se define la topologı́a generada por B como sigue:

Un subconjunto U de X se dice que es abierto en X (esto es, es un elemento de τ ), si

8



Capı́tulo 2. MARCO TEÓRICO 2.1 Elementos de topologı́a y análisis funcional

para cada x ∈ U , existe un elemento básico B ∈ B tal que x ∈ B y B ⊂ U . Nótese que

cada elemento básico es ası́ mismo un elemento de τ .

Se debe comprobar que la colección τ generada por la base B es una topologı́a, es

decir verifica las condiciones de la definición 2.1.1. Ası́, defı́nase τ como

τ = GenB = {U ⊂ X : ∀x ∈ U,∃B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ U}

1. Primeramente se debe mostrar que ∅ y X están en τ . Si U = ∅, trivialmente se

satisface que U es abierto, por lo cual ∅ ∈ τ . De la misma manera X ∈ τ , pues

para cada x ∈ X existirá algún B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ X.

2. Sea {Uα}α∈J una familia indexada de elementos de τ . Se mostrará que

U =
⋃
α∈J

Uα está en τ .

Ası́, dado un punto x ∈ U , entonces existe un ı́ndice α ∈ J tal que x ∈ Uα. Puesto

que Uα ∈ τ es abierto, existe un B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ Uα, pero Uα ⊂ U , ası́

x ∈ B ⊂ U , luego de acuerdo a como se ha definido la colección τ , el conjunto

U ∈ τ , ası́ U es abierto.

3. Resta probar que la intersección de cualquier subcolección finita de τ está en τ .

Para ello, primero se exhibira que la intersección de dos elementos cualquiera de

τ está en τ .

Sean U1, U2 elementos de τ . Sea x ∈ U1 ∩ U2, y considerando un B1 ∈ B pa-

ra el cual x ∈ B1 ⊂ U1, y tomando otro conjunto, por ejemplo B2 ∈ B para el

cual x ∈ B2 ⊂ U2, entonces por la segunda condición de la definición 2.1.2 exis-

te un B3 ∈ B tal que x ∈ B3 ⊂ B1∩B2, por lo cual x ∈ B3 ⊂ U1∩U2, ası́ U1∩U2 ∈ τ .

9
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Ahora, mediante inducción matemática se probará que la intersección de cualquier

subcolección finita U1, U2, · · · , Un de elementos de τ está en τ . Para n = 1 es

trivial. Luego, asumiendo como hipótesis inductiva que U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un−1 está

en τ se debe mostrar que U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un está en τ .

Ası́, de la hipótesis inductiva se tiene que U1 ∩U2 ∩ · · · ∩Un−1 está en τ y además

se sabe que Un ∈ τ , luego por el hecho anterior se infiere que la intersección de

dos elementos cualquiera de τ está en τ , ası́ (U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un−1) ∩ Un está en

τ .

Por tanto, se concluye que la colección de conjuntos abiertos generados por B es, en

efecto una topologı́a.

Lema 2.1.1. Sea X un conjunto y B una base para una topologı́a τ sobre X. Entonces

τ es igual a la colección de todas las uniones de elementos de B.

Demostración. Ver Munkres (2002).

Definición 2.1.3 (Subbase de una topologı́a). Una subbase S para una topologı́a

sobre X es una colección de subconjuntos de X cuya unión es igual a X. La topologı́a

generada por la subbase S se define como la colección τ de todas la uniones de

intersecciones finitas de elementos de S.

Sea S = {Si ⊂ X :
∞⋃
i=1

Si = X}, es necesario comprobar que la colección τS definida

como

τS =

{⋃(
n⋂

i=1

Si

)
: Si ∈ S

}

es una topologı́a. Para ellos solo es necesario probar que la colección

B =

{
n⋂

i=1

Si : Si ∈ S

}

10
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es una base. Ası́, dado un punto x ∈ X entonces existe algún Si en S tal que x ∈ Si y

en consecuencia a un elemento de B. Por lo cual se cumple la primera condición de la

definición 2.1.2.

Para comprobar la segunda condición de la definición 2.1.2, sean B1, B2 ∈ B tales que

B1 = S1 ∩ S2 ∩ · · · ∩ Sm y B2 = S
′
1 ∩ S

′
2 ∩ · · · ∩ S

′
n

Luego, la intersección B1 ∩B2 = (S1 ∩ S2 ∩ · · · ∩ Sm) ∩ (S
′
1 ∩ S

′
2 ∩ · · · ∩ S

′
n) es también

una intersección finita de S, ası́ B1 ∩B2 está en B, por lo cual B es una base, luego por

lema 2.1.1 se concluye que τS es una topologı́a generada por la subbase S.

Si X e Y son espacios topológicos, existe un método natural de definir una topologı́a

sobre el producto cartesiano X × Y . En seguida se dará la definición de topologı́a

producto sobre X × Y y algunas propiedades relacionadas con esta topologı́a.

Definición 2.1.4 (Topologı́a producto). Sean X e Y espacios topológicos. La topologı́a

producto sobre X × Y es la topologı́a que tiene como base la colección B de todos

los conjuntos de la forma U × V , donde U es un subconjunto abierto de X y V es

subconjunto abierto de Y .

A como se ha hecho en las definiciones anteriores, se debe verificar que la colección

B = {U × V : U ⊆ X, V ⊆ Y, y U, V son abiertos} es una base.

1. La primera condición de base es trivial puesto que X × Y es un elemento básico.

2. Para verificar la segunda condición se debe mostrar que la intersección de dos

elementos básicos cualquiera es un elemento básico, ası́ sean U1 × V1, U2 × V2

elementos de B y sea (x, y) un elemento en dicha intersección, luego

(x, y) ∈ (U1 × V1) ∩ (U2 × V2) ⇔ (x, y) ∈ U1 × V1 y (x, y) ∈ U2 × V2

⇔ (x ∈ U1 y y ∈ V1) y (x ∈ U2 y y ∈ V2)

11
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⇔ (x ∈ U1 y x ∈ U2) y (y ∈ V1 y y ∈ V2)

⇔ x ∈ U1 ∩ U2 y y ∈ V1 ∩ V2

⇔ (x, y) ∈ (U1 ∩ U2)× (V1 ∩ V2)

Por lo cual

(U1 × V1) ∩ (U2 × V2) = (U1 ∩ U2)× (V1 ∩ V2)

Ahora, puesto que U1 ∩ U2 es abierto en X y V1 ∩ V2 es abierto en Y entonces

(U1 ∩ U2)× (V1 ∩ V2) es un elemento básico.

Ası́ se verifica que B es una base para la topologı́a producto sobre X × Y .

Observación 2.1.1. Es importante aclarar que la colección B no es una topologı́a sobre

X × Y , pues por ejemplo la unión de dos rectángulos ilustrados en la figura 2.1 no es

un producto cartesiano de dos conjuntos, por lo que no puede estar en B; sin embargo

es abierto en X × Y .

Figura 2.1: Unión de dos rectángulos.

Fuente: Tomada de “Espacios topológicos y funciones continuas”, Topologı́a, J.
Munkres, 2 Ed. (p. 99), 2002, Prentice Hall.
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Capı́tulo 2. MARCO TEÓRICO 2.1 Elementos de topologı́a y análisis funcional

Si las topologı́as para los conjuntos X e Y están dadas por medio de bases, entonces

interesa saber cómo está definida la base de la topologı́a producto sobre X × Y , por lo

cual se presenta el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1. Si B es una base para la topologı́a de X y C es una base para la

topologı́a de Y , entonces la colección

D = {B × C |B ∈ B, C ∈ C}

es una base para la topologı́a sobre X × Y .

Demostración. Véase Munkres (2002).

En ciertos casos también es útil definir la topologı́a producto en términos de la subbase.

Definición 2.1.5. Sean π1 : X × Y → X definida por

π1(x, y) = x

y π2 : X × Y → Y definida por

π2(x, y) = y

Las aplicaciones π1 y π2 se denominan proyecciones de X × Y sobre su primer y

segundo factor, respectivamente.

Observación 2.1.2. Es importante destacar que:

1. Las aplicaciones π1 y π2 son sobreyectivas.

2. Si U es un subconjunto abierto de X, el conjunto π−1
1 (U) es, precisamente, el

conjunto U × Y , que es abierto en X × Y . De modo similar, si V es abierto en Y ,

ocurre que π−1
2 (V ) = X × V que también es abierto en X × Y .

3. π−1
1 (U) ∩ π−1

2 (V ) = U × V .

La idea ilustrativa de lo expuesto en la observación 2.1.2 puede apreciarse en la figura

2.2.
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Figura 2.2: Intersección de π−1
1 (U) ∩ π−1

2 (V ).

Fuente: Tomada de “Espacios topológicos y funciones continuas”, Topologı́a, J.
Munkres, 2 Ed. (p. 100), 2002, Prentice Hall.

Teorema 2.1.2. La colección

S = {π−1
1 (U) |U es abierto en X} ∪ {π−1

2 (V ) |V es abierto en Y }

es una subbase para la topologı́a producto sobre X × Y .

Demostración. Sea τ la topologı́a producto sobre X × Y y τ ′ la topologı́a generada

por S. Se desea mostrar que τ = τ ′. Ası́, dado que cada elemento de la subbase

S pertenece a τ , entonces de acuerdo a como se define la topologı́a generada por

la subbase también pertenecen las uniones arbitrarias de intersecciones finitas de

elementos de S, por lo cual τ ′ ⊂ τ .

Ahora, cada elemento básico U × V para la topologı́a τ es la intersección finita de

elementos de S pues se sabe que U × V = π−1
1 (U) ∩ π−1

2 (V ), por tanto U × V ∈ τ ′, de

donde se infiere que τ ⊂τ ′, ası́ se concluye que τ = τ ′.

Más adelante se definirá la topologı́a producto con respecto a la subbase para un

producto arbitrario de conjuntos.

Definición 2.1.6 (Topologı́a relativa). Sea X un espacio topológico con topologı́a τ . Si

Y es un subconjunto de X, la colección
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τY = {Y ∩ U |U ∈ τ }

Es una topologı́a sobre Y , denomida topologı́a del subespacio o topologı́a relativa. Con

esta topologı́a, Y se denomina subespacio de X; sus conjuntos abiertos son todas las

intersecciones de conjunto abiertos de X con Y .

Es necesario comprobar que la colección τY es una topologı́a sobre el subconjunto Y .

1. La primera condición es inmediata pues los conjuntos ∅ y X son abiertos por estar

en τ , por lo cual ∅ = ∅ ∩ Y y Y = Y ∩X, ası́ ∅ y Y están en τY .

2. Sea {Ui ∩ Y }ni=1 una colección finita de τY donde Ui es abierto en X para todo

i = 1, · · · , n, se desea mostrar que

n⋂
i=1

(Ui ∩ Y ) está en τY .

Para ello, vea que

n⋂
i=1

(Ui ∩ Y ) = (U1 ∩ Y ) ∩ (U2 ∩ Y ) ∩ · · · ∩ (Un ∩ Y )

= (U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un) ∩ Y

=

(
n⋂

i=1

Ui

)
∩ Y

Por lo cual

n⋂
i=1

(Ui ∩ Y ) =

(
n⋂

i=1

Ui

)
∩ Y

Ahora, dado que los Ui son abiertos en X para i = 1, · · · , n, es decir Ui ∈ τ

para cada i = 1, · · · , n, entonces su intersección también está en τ por lo cual(
n⋂

i=1

Ui

)
∩ Y es un elementos de τY , ası́

n⋂
i=1

(Ui ∩ Y ) está en τY .
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3. Sean {Uα}α∈J una familia indexada de subconjuntos abiertos de X y {Uα ∩ Y }α∈J
una colección arbitraria de elementos de τY . Se desea probar que

⋃
α∈J

(Uα ∩ Y ) está en τY .

Ası́, observe que

⋃
α∈J

(Uα ∩ Y ) = (U1 ∩ Y ) ∪ (U2 ∩ Y ) ∪ · · · ∪ (Uα−1 ∩ Y ) ∪ · · ·

= (U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uα−1 ∪ · · · ) ∩ Y

=

(⋃
α∈J

Uα

)
∩ Y

Ahora, dado que Uα ∈ τ para cada α ∈ J , entonces
⋃
α∈J

Uα está en τ , por lo cual(⋃
α∈J

Uα

)
∩ Y es un elemento de τY , por tanto

⋃
α∈J

(Uα ∩ Y ) ∈ τY .

Ası́ se comprueba que τY es una topologı́a.

Lema 2.1.2. Si B es una base para la topologı́a de X. Entonces la colección

BY = {B ∩ Y |B ∈ B}

es una base para la topologı́a de subespacio sobre Y .

Demostración. La prueba es sencilla, puede encontrarse en Munkres (2002).

Para el producto cartesiano arbitrario de conjuntos se pueden definir dos topologı́as,

es decir, la topologı́a producto y la topologı́a por cajas, si el producto es finito ambas

topologı́as coinciden, en este trabajo solo se abordará la topologı́a producto. Por otra

parte, existe una relación entre la topologı́a de subespacio y las topologı́as del producto,

esta relación se enuncia en el siguiente teorema.
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Teorema 2.1.3. Si A es un subespacio de X y B es un subespacio de Y , entonces

la topologı́a producto sobre A×B coincide con la topologı́a que A×B hereda como

subespacio de X × Y .

Demostración. Sea τX la topologı́a del conjunto X y τY la topologı́a del conjunto Y .

Dado que A y B son subespacios de X e Y respectivamente, entonces por definición

2.1.6, las colecciones τA = {M ∩ A : M ∈ τX } y τB = {N ∩ B : N ∈ τY } son las

topologı́as de A y B respectivamente.

Por otra parte, sea B = {U × V : U ∈ τX y V ∈ τY } una base para la topologı́a

producto sobre X × Y . Luego, por lema 2.1.2, el conjunto (U × V ) ∩ (A × B) es un

elemento básico genérico para la topologı́a del subespacio sobre A×B. Ahora, dado

que

(U × V ) ∩ (A×B) = (U ∩ A)× (V ∩B)

y además U ∩ A ∈ τA y V ∩B ∈ τB, entonces por definición 2.1.6, (U ∩ A)× (V ∩B)

es el elemento básico genérico para la topologı́a producto sobre A×B, por tanto, las

bases para la topologı́a de subespacio sobre A×B y para la topologı́a producto sobre

A×B son idénticas, ası́ ambas topologı́as son iguales.

De la definición 2.1.1 se sabe que la topologı́a para un conjunto X está definida respecto

a los abiertos de X, sin embargo la colección de subconjuntos cerrados de un espacio

topológico X satisfacen propiedades similares a aquellas satisfechas por la colección

de subconjuntos abiertos de X, el siguiente teorema pone de manifiesto este hecho.

Teorema 2.1.4. Sea X un espacio topológico. Se cumplen las siguientes condiciones:

1. ∅ y X son cerrados.

2. Las intersecciones arbitrarias de conjuntos cerrados son cerradas.

3. Las uniones finitas de conjuntos cerrados son cerradas.

Demostración. Sea X un conjunto y τ una topologı́a para X, entonces:
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1. La primera condición es inmediata, es decir, X y ∅ son cerrados pues Xc = ∅ y

∅c = X son abiertos por estar en τ .

2. Sea {Aα}α∈J una familia indexada de conjuntos cerrados. Se debe mostrar que

⋂
α∈J

Aα es cerrada.

Ası́, por definición de conjunto cerrado se debe probar que el complemento de⋂
α∈J

Aα dado por

X −
⋂
α∈J

Aα es abierto.

Luego, usando las leyes de De Morgan se tiene que

X −
⋂
α∈J

Aα = X − (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Aα−1 ∩ · · · )

= X ∩ (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Aα−1 ∩ · · · )c

= X ∩ (Ac
1 ∪ Ac

2 ∪ · · · ∪ Ac
α−1 ∪ · · · )

= (X ∩ Ac
1) ∪ (X ∩ Ac

2) ∪ · · · ∪ (X ∩ Ac
α−1) ∪ · · ·

= (X − A1) ∪ (X − A2) ∪ · · · ∪ (X − Aα−1) ∪ · · ·

=
⋃
α∈J

(X − Aα)

Por lo cual

X −
⋂
α∈J

Aα =
⋃
α∈J

(X − Aα)
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Ahora, puesto que X − Aα es abierto por definición, luego
⋃
α∈J

(X − Aα) es la

unión arbitraria de conjuntos abiertos, por lo cual es abierto, por tanto
⋂
α∈J

Aα es

cerrado.

3. Sea {Ai}ni=1 una colección de conjuntos cerrados. Se debe mostrar que

n⋃
i=1

Ai es cerrado.

Asi, nuevamente por definición de conjunto cerrado se debe probar que

X −
n⋃

i=1

Ai es abierto.

Ahora, por las leyes de De Morgan sabe que

X −
n⋃

i=1

Ai = X − (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An)

= X ∩ (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An)
c

= X ∩ (Ac
1 ∩ Ac

2 ∩ · · · ∩ Ac
n)

= (X ∩ Ac
1) ∩ (X ∩ Ac

2) ∩ · · · ∩ (X ∩ Ac
n)

=
n⋂

i=1

(X ∩ Ac
n)

=
n⋂

i=1

(X − An)

Ası́ se tiene que

X −
n⋃

i=1

Ai =
n⋂

i=1

(X − An)
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Dado que X − Ai es abierto para cada i = 1, · · · , n, entonces
n⋂

i=1

(X − An) es la

intersección de una colección finita de conjuntos abiertos, por lo cual es abierto,

lo cual implica que
n⋃

i=1

Ai es cerrado.

El teorema 2.1.4 sugiere que, en lugar de usar conjuntos abiertos, se podrı́a especificar

perfectamente una topologı́a sobre un espacio dando una colección de conjuntos

cerrados que satisfagan las tres propiedades del teorema 2.1.4. En este caso se puede

definir a los conjuntos abiertos como los complementos de los conjuntos cerrados y

proceder exactamente como antes.

Definición 2.1.7 (Homeomorfismo). Sean X e Y espacios topológicos; sea f : X → Y

una biyección. Si la función f y la función inversa f−1 : Y → X son ambas continuas,

entonces f se dice que es un homeomorfismo.

Definición 2.1.8. Sea J un conjunto de ı́ndices. Dado un conjunto cualquiera X, se

define una J−upla de elementos de X como una función x : J −→ X. Si α es un

elemento de J , se denotará el valor de x en α mediante xα en lugar de x(α); la cual se

llama la α−ésima coordenada de x. Y se denotará a la función x mediante el sı́mbolo

(xα)α∈J

la cual es su notación upla para un conjunto arbitrario de ı́ndices J . Se denota al

conjunto de todas las J−uplas de elementos de X por XJ .

Definición 2.1.9. Sea {Aα}α∈J una familia de conjuntos indexada y sea X = ∪α∈JAα.

El producto cartesiano de esta familia indexada, denotado por

∏
α∈J

Aα

se define como el conjunto de todas las J−uplas (xα)α∈J de elementos de X tales que

xα ∈ Aα para cada α ∈ J . Esto es, el conjunto de todas las funciones
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x : J →
⋃
α∈J

Aα

tales que x(α) ∈ Aα para cada α ∈ J .

Definición 2.1.10 (Proyecciones). Sea

πβ :
∏
α∈J

Xα → Xβ

la función que asigna a cada elemento del espacio producto su coordenada β−ésima,

πβ((xα)α∈J) = xβ;

Se denomina aplicación proyección asociada con el ı́ndice β.

Definición 2.1.11. Se define por Sβ a la colección

Sβ = {π−1
β (Uβ) |Uβ es abierto en Xβ}

y se denota por S a la unión de esas colecciones

S =
⋃
β∈J

Sβ

La topologı́a generada por la subbase S se denomina topologı́a producto. En esta

topologı́a
∏
α∈J

Xα se denomina espacio producto.

Teorema 2.1.5. Sea {Xi}i∈I una familia de espacio topológicos y sea {Yi}i∈I una familia

de conjuntos, de modo que cada Yi ⊂ Xi. Entonces Y =
∏
i∈I

Yi es un subconjunto de

X =
∏
i∈I

Xi. Si se considera a cada Yi como un espacio topológico con la topologı́a

relativa, entonces la topologı́a producto en Y es la misma que la topologı́a relativa con

respecto de X.

Demostración. Ver Ivorra Castillo (s.f.).
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Definición 2.1.12 (Espacio de Hausdorff). Un espacio topológico X se denomina

espacio de Hausdorff si para cada par x1, x2 de puntos distintos de X, existen entornos

U1 y U2 de x1 y x2, respectivamente, que son disjuntos.

Teorema 2.1.6. Todo conjunto finito con la topologı́a discreta es un espacio de Haus-

dorff.

Demostración. Sea X un conjunto finito y sea τ la topologı́a discreta en X. Sean x, y

elementos de X tal que x ̸= y. suponga que {Un} es una colección de subconjunto

abiertos de X que contienen al punto x y {Vn} una colección de subconjuntos abiertos

de X que contienen a y. Ahora, dado que X es finito, entonces las colecciones {Un} y

{Vn} son finitas. Luego, por la condición dos de la definición 2.1.1, las intersecciones⋂
Ui y

⋂
Vi están en τ y puesto que

⋂
Ui = {x} y

⋂
Vi = {y}, entonces se tiene que(⋂

Ui

)⋂(⋂
Vi

)
= {x} ∩ {y} = ∅

Por tanto, se concluye que X es un espacio de Hausdorff.

Teorema 2.1.7. a. Un subespacio de un espacio de Hausdorff es de Hausdorff.

b. El producto cartesiano de espacios de Hausdorff es de Hausdorff.

Demostración. a. Sea X un espacio topológico de Hausdorff y sea Y un subespa-

cio topológico de X. Considerando punto x e y distintos en Y y suponiendo que

U y V son entornos disjuntos en X de x e y, respectivamente; ahora puesto que

U y V son abiertos entonces U ∩ Y y V ∩ Y son entornos abiertos de x e y en Y ,

respectivamente, por tanto Y es de Hausdorff.

b. Sea {Xα} una familia indexada de espacios de Hausdorff y definiendo los puntos

x = (x1, x2, · · · , xα) y y = (y1, y2, · · · , yα) distintos en el espacio producto
∏

Xα.

Dado que x ̸= y, entonces existe algún ı́ndice β tal que xβ ̸= yβ. Ahora, suponien-

do que U y V son conjuntos abiertos disjuntos en Xβ que contienen a xβ e yβ,

respectivamente, entonces los conjuntos π−1
β (U) y π−1

β (V ) son abiertos disjuntos
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en
∏

Xα que contienen a x e y, respectivamente, por lo cual se concluye que∏
Xα es un espacio de Hausdorff.

Definición 2.1.13. Un espacio X se dice que es localmente compacto en x si existe

un subespacio compacto C de X que contiene un entorno de x. Si X es localmente

compacto en cada uno de sus puntos, diremos que X es localmente compacto.

Definición 2.1.14. Un subconjunto A de X se dice que es denso en X si A = X.

Teorema 2.1.8 (Teorema de Tychonoff). El producto de espacios compactos es com-

pacto en la topologı́a producto.

Demostración. Ver Munkres (2002).

2.1.2. Espacios métricos

Definición 2.1.15 (Distancia). Dado un conjunto X, una distancia sobre X, es una

aplicación d : X ×X → R que a cada par de puntos x, y ∈ X le asocia un número real

d(x, y), que cumple las siguientes condiciones:

1. d(x, y) ≥ 0

2. d(x, y) = 0 sı́, y solo si , x = y (Separación)

3. d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ X (Simetrı́a)

4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) para todo x, y, z ∈ X (Desigualdad triangular)

Definición 2.1.16 (Espacio métrico). Un espacio métrico es un par (X, d) donde X es

un conjunto y d es una distancia definida en X.

Definición 2.1.17 (Subespacio métrico). Sea (X, d) un espacio métrico y A ⊂ X un

subconjunto de X. Sea la función dA : A× A → R definida por dA(x, y) = d(x, y), para

cada x, y ∈ A. Entonces dA es una distancia sobre A, llamada distancia inducida por d.

El par (A, dA) se dice que es un subespacio métrico de X.
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Definición 2.1.18 (Recubrimiento de un conjunto). Sea X un conjunto y sea A ⊂ X.

1. Un cubrimiento o recubrimiento de A es una familia A = {Ai}i∈I de subconjuntos

de X de manera que A ⊂
⋃

i∈I Ai.

2. Un subcubrimiento o subrecubrimiento es una subfamilia B ⊂ A que es también

un recubrimiento de A.

3. Un recubrimiento es finito si está formado por una cantidad finita de conjuntos.

Cuando (X, d) es un espacio métrico y cada Ai es un abierto de X, se dice que A es

un recubrimiento abierto de A.

Definición 2.1.19 (Espacio métrico compacto). Un espacio métrico (X, d) es compacto

si todo recubrimiento abierto de X admite un subrecubrimiento finito.

Definición 2.1.20 (Subespacio compacto). Sea (X, d) un espacio métrico y K ⊂ X

un subconjunto. Decimos que K es un conjunto compacto en (X, d) si (K, dK), con la

topologı́a relativa, es un espacio compacto. En este caso se dice que (K, dK) es un

subespacio compacto.

Proposición 2.1.1. Sea K un subespacio de un espacio métrico (X, d). Entonces K es

compacto sı́, y solo si para cada familia {Ai}i∈I de abiertos en X tal que K ⊂
⋃

i∈I Ai,

existe una subfamilia finita {Ai}ni=1 tal que K ⊂
⋃n

i=1Ai.

Demostración. Para la primera implicación, suponga que K es compacto y sea

K ⊂
⋃

i∈I Ai donde {Ai}i∈I es una familia de abiertos del espacio (X, d). Entonces

por definición de topologı́a relativa (definición 2.1.6), la familia {Ai ∩K}i∈I es un recu-

brimiento de K por abiertos de (K, dK). Dado que este subespacio es compacto, se

puede extraer un subrecubrimiento finito de modo que

K ⊂ (A1 ∩K) ∪ (A2 ∩K) ∪ · · · ∪ (An ∩K)

⊆ A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An

=
n⋃

i=1

Ai
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Por tanto, K ⊂
⋃n

i=1Ai.

Para la segunda implicación, se mostrará que (K, dK) es compacto. Sea {Ai}i∈I una

familia de abiertos en (K, dK) que cubre a K, luego cada abierto Ai se puede escribir

de la forma Ai = Bi ∩K donde Bi es un abierto en (X, d), ahora dado que Bi ∩K ⊂ Bi

para todo i ∈ I, entonces se tiene que K ⊂
⋃

i∈I Bi. Ası́, por hipótesis, existe una

familia {Bi} tal que

K ⊆
n⋃

i=1

Bi

de donde se infiere que

K = (
⋃n

i=1Bi) ∩K = ∪n
i=1(Bi ∩K) =

n⋃
i=1

Ai

Por tanto, K es compacto.

Definición 2.1.21 (Compacidad secuencial). Sea (X, d) un espacio métrico y K ⊂ X

un subconjunto. Se dice que K es secuencialmente compacto si cada sucesión (xn)
∞
n=1

en K posee una subsucesión (xnk
)∞k=1 convergente a un punto de K.

Definición 2.1.22 (Propiedad de Bolzano-Weierstrass). Sea (X, d) un espacio métrico;

se dice que X tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass o que es compacto por punto

lı́mite o por punto de acumulación si cada subconjunto infinito de X tiene un punto de

acumulación.

Teorema 2.1.9 (Heine - Borel - Lebesgue). Sea (X, d) un espacio métrico y K un

subconjunto de X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a. K es compacto.

b. K tiene la propiedad de Bolzano-Weierstrass.

c. K es secuencialmente compacto.

Demostración. Consulte Herrero Piñeyro (2010) para la demostración.
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Definición 2.1.23 (Sucesión de Cauchy). Sea (X, d) un espacio métrico y una sucesión

(xn)
∞
n=1 ⊂ X. Se dice que (xn)

∞
n=1 es una sucesión de Cauchy si dado ε > 0 existe

n0 ∈ N tal que, si m, n ≥ n0, entonces d(xn, xm) < ε

El enunciado de la definición 2.1.23 afirma que, a partir de un término todos los demás

están tan cerca uno del otro como se desee.

Proposición 2.1.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Si (xn)
∞
n=1 es una sucesión de

Cauchy que contiene una subsucesión (xnk
)∞k=1 que converge a x, entonces la sucesión

(xn)
∞
n=1 converge a x.

Demostración. Sea (xn)
∞
n=1 una sucesión de Cauchy en X y (xnk

)∞k=1 una subsucesión

de (xn)
∞
n=1 que converge a un punto x en X. Dado que (xn)

∞
n=1 es de Cauchy, entonces

para cada ε > 0 existirá un número natural n1 tal que para todo m,n ≥ n1 se cumple

que

d(xn, xm) <
ε

2

Por otra parte, puesto que (xn)
∞
n=1 converge a x, entonces existe k0 tal que si nk > nk0

se tiene que

d(xnk
, x) <

ε

2

Ahora, considerando n0 = máx{n1, nk0} y tomando n > n0 y k tal que nk > n0 resulta

que

d(xn, x) ≤ d(xn, xnk
) + d(xnk

, x) <
ε

2
+

ε

2
= ε

Por tanto, (xn)
∞
n=1 converge a un punto x.

Definición 2.1.24 (Espacio métrico completo). Un espacio métrico (X, d) es completo

si toda sucesión de Cauchy en X es convergente.

Una consecuencia de la proposición 2.1.2 es el siguiente corolario.

Corolario 2.1.1. Un espacio métrico es completo si toda sucesión de Cauchy tiene una

subsucesión convergente.
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Proposición 2.1.3. Todo espacio métrico compacto es completo.

Demostración. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea (xn)
∞
n=1 una sucesión

de Cauchy en X. Dado que X es un espacio compacto, por teorema 2.1.9, también es

secuencialmente compacto, por lo cual existe una subsucesión (xnk
)∞k=1 de (xn)

∞
n=1 que

es convergente, luego por proposición 2.1.2, la sucesión (xn)
∞
n=1 es convergente y por

tanto X es completo.

Definición 2.1.25 (Embebimiento). Supongamos que f : (X, d) −→ (Y, d′) es una

aplicación continua e inyectiva. La función f : X → f(X), donde f(X) ⊂ Y tiene la

topologı́a inducida obtenida al restringir el rango de f , es biyectiva. Si ocurre que f

es un homeomorfismo de X en f(X), se dice que la aplicación f : X −→ Y es un

embebimiento topológico, o simplemente un embebimiento, de X en Y .

Definición 2.1.26. Sea X un espacio topológico, se dice que X es metrizable si existe

una distancia d en el conjunto X que induce la topologı́a de X.

Definición 2.1.27 (Isometrı́a). Dados dos espacios métricos (X, d) e (Y, d′), se dice

que una aplicación biyectiva f : X → Y es una isometrı́a si conserva la distancia, es

decir, d(x1, x2) = d′(f(x1), f(x2)) para todo x1, x2 ∈ X. En este caso decimos que X e

Y son espacios isométrico.

2.1.3. Espacios normados

Definición 2.1.28 (Norma de un espacio vectorial). Una norma en un espacio vectorial

(real o complejo ) X es una función de valor real, para la cual el valor de cada x ∈ X se

denota por ∥ x ∥ y cumple las siguientes propiedades:

1. ∥ x ∥≥ 0 para todo x ∈ X

2. ∥ x ∥= 0 sı́, y solo si x = 0

3. ∥ αx ∥=| α |∥ x ∥; (α ∈ K, x ∈ X)

4. ∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ (x, y ∈ X)
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Definición 2.1.29 (Espacio normado). Un espacio normado es un espacio vectorial X

con una norma ∥ x ∥ definida en él.

Naturalmente sobre un mismo espacio vectorial pueden considerarse distintas normas,

cada una de ella da lugar a un espacio normado diferente, por lo cual se dice que

un espacio normado es un par (X, ∥ · ∥) formado por un espacio vectorial X y una

norma, sin embargo por simplicidad casi siempre se dice que X es un espacio normado

entendiendo que X es un espacio vectorial en el que está definida una norma concreta.

Definición 2.1.30 (Distancia asociada a la norma). Dado un espacio normado (X, ∥ ∥),

la aplicación d : X ×X → R+ ∪ {0} dada por

d(x, y) = ∥x− y∥ para todo x, y ∈ X

es una distancia en X llamada distancia asociada a la norma.

Todo espacio normado se considera siempre como espacio métrico con la distancia

asociada a su norma.

Definición 2.1.31 (Espacio normado completo). Un espacio normado es completo si

la métrica definida por su norma es completa, es decir si toda sucesión de Cauchy es

convergente en la métrica definida por dicha norma.

Definición 2.1.32 (Espacio de Banach). Un espacio de Banach es un espacio normado

que es completo.

En el estudio de los espacios normados son de gran importancia los operadores y

funcionales lineales, por lo que en seguida se enuncian estas definiciones ası́ como las

de sus normas.

Definición 2.1.33 (Operador). Un operador es una aplicación definida en espacios

vectoriales, en particular en espacios vectoriales normados.

Definición 2.1.34 (Operador lineal). Un operador lineal T es un operador tal que:

28
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1. El dominio D(T ) es un espacio vectorial y el rango R(T ) se encuentra en un

espacio vectorial sobre el mismo cuerpo.

2. Para todo x, y ∈ D(T ) y escalares α,

T (x+ y) = Tx+ Ty

T (αx) = αTx

Definición 2.1.35 ( Operador lineal acotado). Sean X e Y espacios normados y

T : D(T ) → Y , donde D(T ) ⊂ X. El operador T se dice acotado si existe un número

real c tal que para todo x ∈ D(T )

∥Tx∥ ≤ c∥x∥ (2.1)

De la definción anterior, interesa conocer cuál es el valor más pequeño posible de c tal

que (2.1) se conserve para todos los x ∈ D(T ) diferentes de cero.

Observese que si c = ∥T∥ entonces la relación en (2.1) se puede escribir como

∥Tx∥ ≤ ∥T∥∥x∥

Por lo cual, el valor más pequeño de c está dado por ∥T∥, llamado norma de T .

Lema 2.1.3 (Norma de un operador). Sea T el operador lineal acotado dado en la

definición 2.1.35, entonces:

a. ∥T∥ = sup

{
∥Tx∥
∥x∥

: x ∈ D(T ) y x ̸= 0

}
es la norma de T .

b. ∥T∥ = sup {∥Tx∥ : x ∈ D(T ) y ∥x∥ = 1} es una alternativa para la norma de T .

Demostración. La demostración de este resultado puede encontrarse en Kreyszig

(1978).

Existen otras normas, aunque con diferentes estructuras también son alternativas para

lo norma de T y además son todas iguales. Esto se exhibe a continuación.
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Proposición 2.1.4. Sean X e Y espacios normados y T el operador lineal acotado

dado en la definición 2.1.35. Entonces las normas para el operador T dadas por

a. ∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ = 1}

b. ∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ < 1}

c. ∥T∥ = sup

{
∥Tx∥
∥x∥

: x ∈ D(T ), x ̸= 0

}
d. ∥T∥ = mı́n{M ≥ 0 : ∥Tx∥ ≤ M∥x∥ ∀x ∈ D(T )}

son todas iguales.

Demostración. Ver González (2010).

Definición 2.1.36 (Isomorfismo topológico). Sean X e Y espacios normados y sea

T : X → Y un operador lineal continuo. Si T es biyectiva y su inversa es continua se

dice que T es un isomorfismo topológico. Si tal aplicación existe, se dirá que X e Y son

topológicamente isomorfos.

Definición 2.1.37 (Isomorfismo isométrico). Sean X e Y espacios normados, un

operador lineal continuo T : X → Y se llama isomorfismo isométrico si T es biyectivo y

conserva la norma, esto es, ∥Tx∥ = ∥x∥ para todo x ∈ X. Cuando tal aplicación existe,

se dice que X e Y son isométricamente isomorfos.

Definición 2.1.38 (Funcional). Un funcional es un operador cuyo rango se encuentra

en el cuerpo R o en el plano complejo C.

Definición 2.1.39 (Funcional lineal). Un funcional lineal f es un operador lineal con

dominio en un espacio vectorial X y rango en el cuerpo escalar K de X; por tanto,

f : D(f) → K

con K = R si X es real o K = C si X es complejo.
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Definición 2.1.40 (Funcional lineal acotado). Un funcional lineal acotado f es un

operador lineal acotado con rango en el cuerpo escalar del espacio normado X donde

se encuentra el dominio de f , D(f), por lo tanto existe un número real c tal que para

todo x ∈ D(f),

|f(x)| ≤ c∥x∥ (2.2)

En la definición anterior, tomando c = ∥f∥ en 2.2 implica que

|f(x)| ≤ ∥f∥∥x∥

por lo cual, la norma del funcional f es

∥f∥ = sup {|f(x)| : x ∈ D(f) y ∥x∥ = 1}

o bien

∥f∥ = sup

{
|f(x)|
∥x∥

: x ∈ D(f) y x ̸= 0

}
Observación 2.1.3. La proposición 2.1.4 también es válida para los funcionales lineales

acotados.

Para un espacio normado X puede definirse su dual algebraico y topológico, en este

trabajo se estudiará solamente el dual topológico del espacio X.

Definición 2.1.41 (Espacio dual). Sea X un espacio normado. El conjunto de todos los

funcionales lineales acotados en X constituye un espacio normado cuya norma es la

dada en la definición 2.1.40, este espacio es llamado espacio dual de X y es denotado

por X∗.

Observación 2.1.4. La definición anterior es válida si los funciones lineales acotados f

poseen cualquiera de sus normas alternativas.

Teorema 2.1.10. El espacio dual X∗ de un espacio normado X es un espacio de

Banach (sin importar si X lo es).
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Demostración. Consulte Kreyszig (1978).

El teorema de Hahn-Banach es una herramienta importante en el campo de las ma-

temáticas, en especı́fico en análisis funcional, pues permite extender cualquier funcional

lineal acotado definido en un subespacio vectorial al espacio vectorial que lo contiene,

a pesar de su relevancia en este trabajo no será enunciardo pero se da a conocer

el teorema 2.1.11 que se obtiene particularizando la versión analı́tica del teorema de

Hahn-Banach en espacios normados; para un estudio más a fondo sobre la versión

analı́tica y geométrica del teorema de Hahn-Banach puede consultar González (2010)

y Kreyszig (1978).

Teorema 2.1.11 (Teorema de extensión equinórmica). Sea X un espacio normado,

Y un subespacio de X y g ∈ Y ∗, entonces existe f ∈ X∗ con ∥f∥ = ∥g∥ y tal que

f(y) = g(y) para todo y ∈ Y .

Un funcional como f dado en el teorema 2.1.11 se dice que es una extensión de

Hahn-Banach o una extensión equinórmica de g en Y .

Corolario 2.1.2. Si X es un espacio normado, para cada x ∈ X con x ̸= 0, existe

f ∈ X∗ con ∥f∥ = 1 y f(x) = ∥x∥. En consecuencia, se tiene la siguiente expresión

para la norma de X

∥x∥ = máx{|f(x)| : f ∈ SX∗} para x ∈ X (2.3)

donde SX∗ es la esfera unidad cerrada en X∗.

Demostración. La demostración de este resultado puede verse en González (2010).

Usando los enunciados y resultados anteriores, se pone de manifiesto la relación

entre un espacio normado y su bidual. Se sabe del corolario 2.1.2 que el dual X∗ de

un espacio normado determina la norma de X, por lo cual la norma en X se puede

comparar con la norma dual de X, ası́
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∥x∥ = máx{|f(x)| : ∥f∥ ≤ 1} para x ∈ X (2.4)

∥f∥ = sup{|f(x)| : ∥x∥ ≤ 1} para f ∈ X∗ (2.5)

De las ecuaciones 2.4 y 2.5 se observa que existe simetrı́a entre ambas, para resaltar

esta simetrı́a, suele usarse la notación x∗ para representar los elementos de X∗,

viendolos más como vectores de X∗ que como funcionales de X.

Definición 2.1.42 (Bidual). Si X es un espacio normado, el segundo dual de X es el

espacio de Banach X∗∗ = (X∗)∗, que se llama bidual de X, cuyos elementos sulen

representarse de forma genérica por x∗∗ y cuya norma está dada por

∥x∗∗∥ = sup{|x∗∗(x∗)| : ∥x∗∥ ≤ 1} = mı́n{m ≥ 0 : |x∗∗(x∗)| ≤ m∥x∗∥}

De forma análoga se define el tercer dual X∗∗∗ = (X∗∗)∗, y duales sucesivos.

A como se mencionó, el espacio normado X está relacionado con su bidual, ası́ pues,

para cada x ∈ X fijo, se puede considerar el funcional de evolución, que se representa

por J(x) o también JX(x) cuando se quiere especificar el espacio X y es el funcional

que a cada x∗ ∈ X∗ hace corresponder su evolución en x, esto es

J(x) : X∗ → K, (J(x))(x∗) = x∗(x) ∀x∗ ∈ X∗

La desigualdad

|(J(x))(x∗)| = |x∗(x)| ≤ ∥x∥∥x∗∥

dice que J(x) ∈ X∗∗ y ∥J(x)∥ ≤ ∥x∥. De hecho, se tiene la igualdad, pues por las

normas en 2.4 y 2.5 se tiene

∥J(x)∥ = sup{|(J(x))(x∗)| : ∥x∗∥ ≤ 1} = sup{|x∗(x)| : ∥x∗∥ ≤ 1} = ∥x∥

Por tanto, la aplicación J : X → X∗∗ que evidentemente es lineal, también es isométrica.
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Definición 2.1.43 (Inyección canónica). La inyección canónica de X en su bidual es la

aplicación J : X → X∗∗ dada por

(J(x))(x∗) = x∗(x), ∀x∗ ∈ X∗, ∀x ∈ X

La inyección canónica J identifica totalmente a X con un subespacio de X∗∗, simbólo-

camente se escribe X ≡ J(X). En el caso que X no sea completo se tiene que X no

se identifica con J(X).

Definición 2.1.44 (Espacio de Banach reflexivo). Un espacio de Banach X es reflexivo

cuando la inyección canónica de X en X∗∗ es sobreyectiva, es decir J(X) = X∗∗. En

tal caso, J es un isomorfismo isométrico de X sobre X∗∗.

2.1.4. Topologı́as débiles en espacios normados

En esta subsección se introducen dos topologı́as, la topologı́a débil para cualquier

espacio normado y la topologı́a débil estrella para espacios duales, para una estudio

más detallado consulte González (2010). Dado que, si X es un espacio normado y

x ∈ X se verifica que

∥x∥ = máx{|x∗(x)| : ∥x∗∥ ≤ 1} = máx{|[J(x)](x∗)| : ∥x∗∥ ≤ 1}

igualdad que asegura que el funcional J(x) ∈ X∗∗ alcanza su norma en la bola cerrada

unidad de X∗.

Ahora, si x∗ ∈ X∗, entonces existe f ∈ X∗∗ tal que ∥f∥ = 1, y f(x∗) = ∥x∗∥. Si el

espacio X es reflexivo, dicho funcional será de la forma f = J(x) para algún x ∈ X con

∥x∥ = 1 y se deduce que

∥x∥ = máx{|x∗(x)| : ∥x∥ ≤ 1} (x∗ ∈ X, X es reflexivo)

De la igualdad anterior se puede decir que x∗ alcanza su norma en la bola cerrada

unidad de X.
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Una justificación, aunque no la única, para introducir las topologı́as débiles es que

si dimX = ∞ entonces las propiedades anteriores no pueden ser probadas usando

la propiedad de compacidad. Antes de introducir las topologı́as débiles es necesario

enunciar la definición de topologı́a inicial para una colección de funciones.

Definición 2.1.45 (Topologı́a inicial). Sea X un conjunto no vacı́o, (Y, τ ) un espacio

topológico y F una familia de funciones de X en Y , la topologı́a inicial en X para la

familia F es la topologı́a más pequeña, es decir, con menos abiertos, para la cual todas

las funciones de F son continuas. Dicha topologı́a se denotará por τF .

Para todo abierto B ∈ τ y para toda f ∈ F , el conjunto f−1(B) ha de estar en τF y

también deben estar en τF los conjuntos de la forma

q⋂
i=1

f−1
i (Bi), donde fi ∈ F Bi ∈ τ para todo 1 ≤ i ≤ q (2.6)

Es fácil comprobar que las uniones de conjuntos que tienen la forma de 2.6 son ya

una topologı́a en X que es, precisamente, la topologı́a τF . Por tanto, dichos conjuntos,

intersecciones finitas de imágenes inversas de abiertos en Y por funciones de F ,

forman una base de abiertos de la topologı́a τF . Una base de entornos de un punto

x ∈ X para dicha topologı́a se obtiene cuando los Bi son entornos de fi(x) en Y .

Definición 2.1.46 (Topologı́a débil). Sea X un espacio normado y X∗ su dual. La

topologı́a débil en X es la topologı́a inicial para la familia de funciones en X∗, es decir,

es la menor topologı́a en X para la cual todos las formas lineales en X∗ son continuas.

Se denotará la topologı́a débil por σ(X,X∗), los conceptos referentes a esta topologı́a

suelen indicase con la letra w. Los conceptos referentes a la topologı́a de la norma por

∥ · ∥.

Definición 2.1.47 (Base de entornos). Una base de entornos de x0 ∈ X en la topologı́a

σ(X,X∗) está formada por los conjuntos de la forma

V (x0, f1, f2, · · · , fn, ε) = {x ∈ X : |fi(x)− fi(x0)| < ε, 1 ≤ i ≤ n}
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=
n⋂

i=1

{x ∈ X : |fi(x− x0)| < ε}

= x0 +
n⋂

i=1

{x ∈ X : |fi(x)| < ε}

= x0 + V (0, f1, f2, · · · , fn, ε)

donde ε > 0, n ∈ N, f1, · · · , fn ∈ X∗.

Definición 2.1.48 (Subbase de abiertos). Una subbsase de abiertos para la topologı́a

σ(X,X∗) está formada por todos los semiespacios abiertos {x ∈ X : Re f(x) < α}

para f ∈ X∗ y α ∈ R.

En el siguiente resultado se establecen algunas propiedades de la convergencia de

sucesiones en la topologı́a débil.

Proposición 2.1.5. Sea {xn} una sucesión de puntos de X y x ∈ X. Se verifica que

1. {xn}
w→ x sı́, y solo si {f(xn)} → f(x) para todo f ∈ X∗.

2. {xn}
∥·∥→ x entonces {xn}

w→ x.

3. Si {xn}
w→ x entonces {xn} está acotada y ∥x∥ ≤ ĺım ı́nf{∥xn∥}.

4. Si {xn}
w→ x y {fn}

∥·∥→ f(x) en X∗, entonces {fn(xn)} → f(x).

Demostración. Ver González (2010).

Ahora, de la misma manera que el espacio normado X, el espacio X∗ tiene su topologı́a

débil.

Definición 2.1.49 (Topologı́a débil en X∗). La topologı́a débil de X∗, denotada por

σ(X∗, X∗∗), es la topologı́a inicial en X∗ para las formas lineales en su dual X∗∗.

Si ahora se considera en X∗ una topologı́a más pequeña, que es la topologı́a inicial

en X∗, para las formas lineales del subespacio JX(X) ⊂ X∗∗, entonces se define la

topologı́a débil estrella de X∗ a como sigue.
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Definición 2.1.50 (Topologı́a débil estrella). La topologı́a débil estrella de X∗ represen-

tada por σ(X∗, X) es la topologı́a más pequeña en X∗ para la cual las aplicaciones de

evolución x∗ → x∗(x) (x∗ ∈ X∗), es decir las formas lineales que los elementos de X

definen en X∗∗, son continuas.

Los conceptos referentes a la topologı́a débil estrella se indicarán con la expresión w∗.

Definición 2.1.51 (Base de entornos). Una base de entornos de x∗ ∈ X∗ en la topologı́a

σ(X∗, X) está formada por los conjuntos de la forma

V (x∗
0, x1, x2, · · · , xn, ε) = {x∗ ∈ X∗ : |x∗(xi)− x∗

0(xi)| < ε, 1 ≤ i ≤ n}

=
n⋂

i=1

{x∗ ∈ X∗ : |(x∗ − x∗
0)(xi)| < ε}

= x∗
0 +

n⋂
i=1

{x∗ ∈ X∗ : |x∗(xi)| < ε}

donde ε > 0, n ∈ N, x1, x2, · · · , xn ∈ X.

Definición 2.1.52 (Subbase). Una subbase de abiertos para la topologı́a σ(X∗, X) está

formada por los semiespacios abiertos {x∗ ∈ X∗ : Rex∗ < α} donde x ∈ X y α ∈ R.

La siguiente proposición pone de manifiesto la convergencia de sucesiones en la

topologı́a débil estrella.

Proposición 2.1.6. Sea {xn} una sucesión de punto en el dual X∗ de un espacio

normado X y x∗ ∈ X∗. Se verifica que

1. {x∗
n}

w→ x∗ sı́, y solo si {x∗
n(x)} → x∗(x) para todo x ∈ X.

2. Si el espacio X es de Banach y {x∗
n}

w→ {x∗} entonces {x∗
n} está acotada en

norma y ∥x∗∥ ≤ ĺım ı́nf{∥x∗
n∥}.

Demostración. Puede encontrarse en González (2010).
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El siguiente teorema es uno de los más útiles en el análisis funcional, se conoce como

teorema de Banach-Alaoglu en honor a los matemáticos Stefan Banach (1892− 1945) y

Leonidas Alaoglu (1914− 1981).

Teorema 2.1.12 (Banach-Alaoglu). La bola cerrada unidad del dual de un espacio

normado es w∗−compacta. Como consecuencia, todo subconjunto del dual que sea

w∗−cerrado y acotado en norma es compacto.

Demostración. Véase González (2010).

2.2. Teorı́a de la medida e integración

Cotidianamente se miden objetos, desde los más simples, por ejemplo la anchura de

una calle, el área de un estadio, el volúmen de agua de una fuente, hasta aquellos que

poseen naturaleza abstracta, sin importar su naturaleza, surgen las preguntas ¿qué es

medir? ¿qué cosas pueden medirse?, si un objeto puede medirse ¿qué condiciones o

caracterı́sticas debe tener dicho objeto para ser medible?, las preguntas anteriores son

bastan interesante y a menudo se da por hecho que todo objeto es medible, en la teorı́a

siguiente se encuentran las respuestas a las interrogantes planteadas anteoriormente,

sin embargo desde ya puede decirse que no todo objeto se puede medir.

La teorı́a de la medida e integración es indispensable para el estudio y comprensión

de la teorı́a ergódica y otras áreas de las matemáticas que son de gran relevancia. En

esta sección se exponen algunos conceptos y enunciados elementales, para un estudio

más a fondo puede consultarse “Apuntes de Teorı́a de la Medida” (2018) o Ambrosio y

cols. (2011).

2.2.1. Anillo, álgebra y σ− álgebra

Definición 2.2.1 (Anillo). Dado un conjunto arbitrario Ω, se llama anillo en Ω a una

colección no vacı́a A ⊂ P(Ω) la cual cumple las siguientes propiedades:
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a. Si A,B ∈ A entonces A ∪B ∈ A

b. Si A,B ∈ A entonces A−B ∈ A

Definición 2.2.2 (Álgebra). Llamaremos álgebra a un anillo A para el que Ω ∈ A y por

tanto cerrado por paso al complemento y por uniones e intersecciones finitas.

Definición 2.2.3 (σ−álgebra). Se llama σ−álgebra a un álgebra A cerrada para uniones

numerables, por tanto con las siguientes propiedades:

a. Ω ∈ A.

b. Si A ∈ A, entonces Ac ∈ A.

c. Si A1, A2, · · · , An, · · · ∈ A, entonces
⋃∞

n=1An ∈ A.

Algunos ejemplos sobre colecciones que forman una σ−álgebra sobre Ω son presenta-

dos en seguida, los ejemplos 2.2.1 y 2.2.2 son bastante evidentes:

Ejemplo 2.2.1. El conjunto potencia P(Ω) de Ω es la mayor σ−álgebra de Ω.

Ejemplo 2.2.2. La colección
{
∅, Ω

}
es la menor σ−álgebra de Ω.

Ejemplo 2.2.3. Sea Ω con infinitos elementos (numerables o no) y sea la colección

A = {A ⊂ Ω : A ó Ac es numerable}

Entonces A es σ−álgebra de Ω.

Solución: Se debe verificar que A cumple las condiciones de la definición 2.2.3.

1. La primera condición es bastante evidente pues el conjunto vacı́o ∅ es finito y

dado que Xc = ∅ entonces X ∈ A.

2. Para la segunda condición, suponga que A ∈ A, entonces se tienen los siguientes

casos:

• A es numerable ó Ac es numerable.
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• Ac es numerable ó A es numerable.

• Ac es numerable ó (Ac)c es numerable.

Por lo cual Ac ∈ A.

3. Considerando la colección {An}∞n=1 de subconjunto de A y asumiendo que A =⋃∞
n=1An, entonces puede ocurrir que:

• A es numerable, entonces A ∈ A.

• A no es numerable, por lo cual para que A esté en A se debe probar que Ac

es numerable. Puesto que A es no numerable, entonces existe algún número

natural k para el cual Ak es no numerable, pero Ac
k es numerable dado que

Ak está en A, y puesto que

Ac =

(
∞⋃
n=1

An

)c

=
∞⋂
n=1

Ac
n ⊆ Ak

Ası́, Ac ⊆ Ak y dado que todo subconjunto de un conjunto numerable es numera-

ble, entonces resulta que Ac es numerable y por tanto A está en A.

Por lo cual se concluye que la colección A es una σ−álgebra de Ω.

Definición 2.2.4 (Espacio medible). Llamamos espacio medible al par (Ω,A) donde Ω

es un conjunto y A es una σ−álgebra de Ω y conjuntos medibles a los elementos de A.

Es bastante evidente que la intersección arbitraria de σ−álgebras en Ω es una σ−álge-

bra, lo cual justifica la siguiente definición.

Definición 2.2.5. Si C es una familia de subconjunto de Ω, denotaremos por σ(C) la

mı́nima σ−álgebra que contienen a C, que por la nota anterior existe y es la intersección

de todas las σ−álgebras que la contiene (observemos que al menos hay una, P(Ω)).

Del mismo modo se tiene la existencia de la mı́nima álgebra que contiene a la familia,

que denotamos por α(C).

Un caso particularmente importante de espacio medible se obtiene cuando (Ω, τ ) es

un espacio topológico.
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Definición 2.2.6 (σ−álgebra de Borel). Dado un espacio topológico (Ω, τ ). Llamaremos

σ−álgebra de Borel a la generada por sus abiertos, que denotaremos por σ(τ ) = β(Ω),

y a sus elementos los llamaremos borelianos.

Observación 2.2.1. Los conjuntos abiertos y cerrados son borelianos y si el espacio

es de Hausdorff también los compactos pues son cerrados.

Lema 2.2.1. Para cada A ⊂ Ω se tiene que

σ(C) ∩ A = σA(C ∩ A).

Demostración. La prueba puede verse en“Apuntes de Teorı́a de la Medida” (2018).

Proposición 2.2.1. Si X es un espacio topológico e Y ⊂ X es un subespacio de X,

entonces

B(Y ) = B(X) ∩ Y .

Demostración. Sea τ la topologı́a del espacio X y τY la topologı́a del espacio Y ; por

definición 2.1.6 se tiene que τY es la colección de todas las intersecciones de abierto

en X con Y , por lo cual

τY = τ ∩ Y

Ahora, por definición 2.2.6 se sabe que σ(τY ) = B(Y ) y σ(τ ) = B(X) son las σ−álge-

bras de Borel generadas por las topologı́as τY y τ , respectivamente. Ası́ por lema

2.2.1 se tiene que

B(Y ) = σ(τY ) = σY (τX ∩ Y ) = σ(τX) ∩ Y = B(X) ∩ Y

Por tanto se prueba que B(Y ) = B(X) ∩ Y .

Proposición 2.2.2. Si el espacio topológico Ω tiene una base numerable de abiertos

N , entonces B(Ω) = σ(N ).

Demostración. Dado que τ está contenido en la σ−álgebra σ(N ), entonces se tiene

que B(Ω) = σ(N ).
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Ejemplo 2.2.4. Considerando el conjunto Ω = R dotado con la topologı́a usual τR,

de todas las uniones arbitrarias de intervalos abiertos (a, b), puede tomarse N =

{(a, b) : a, b ∈ Q} para el que B(R) = σ(N ). Como consecuencia, tomando la colección

C = {(a, b] : a, b ∈ R} resulta que B(R) = σ(C).

Observación 2.2.2. Existen otras familias generadoras, véase “Apuntes de Teorı́a de

la Medida” (2018).

Ejemplo 2.2.5. En Ω = R definiendo la topologı́a τ , formada por la uniones arbitrarias

de intervalos del tipo

[−∞, a), (a, b), (a,∞]

con a,∈ R y a ≤ b, para la cual τR = τ ∩ R. Esta topologı́a tiene una base numerable

NR formada por los mismos intervalos con la diferencia que a, b ∈ Q. Vea que por la

proposición 2.2.1 se tiene que B(R) = B(R)∩R, por lo tanto, dado que R, {∞}, {−∞} ∈

B(R) se tiene que

B(R) = {E, E ∪ {∞}, E ∪ {−∞}, E ∪ {∞,−∞} : E ∈ B(R)}.

Definición 2.2.7. Llamaremos lı́mite superior y lı́mite inferior de una sucesión de

conjuntos An respectivamente a los conjuntos

ĺım supAn =
∞⋂

m=1

∞⋃
n=m

An, ĺım inf An =
∞⋃

m=1

∞⋂
n=m

An

y denotamos con

An ↑ A ⇔ An ⊂ An+1, para cada n ∈ N y ∪An = A.

An ↓ A ⇔ An ⊃ An+1 para cada n ∈ N y ∩An = A.

Definición 2.2.8 (Clase monótona). Una clase monótona C de Ω es una familia de

subconjuntos de Ω satisfaciendo las condiciones:

a. Si An ∈ C y An ↑ A, entonces A ∈ C.
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b. Si An ∈ C y An ↓ A, entonces A ∈ C.

Proposición 2.2.3. Una familia A de Ω es una σ−álgebra sı́, y solo si es álgebra y

clase monótona.

Demostración. Ver “Apuntes de Teorı́a de la Medida” (2018).

Observación 2.2.3. La intersección arbitraria de clases monótonas es clase monótona,

y por tanto dada una clase C de subconjuntos de Ω existe la mı́nima clase monótona

que la contiene, que se denotará por M(C). Para la que se tiene que si C ⊂ D ⊂ P(Ω)

entonces

α(C) ⊂ α(C); σ(C) ⊂ σ(D); M(C) ⊂ M(D)

Lema 2.2.2. Si A es álgebra, entonces M(A) es álgebra.

Demostración. Se puede encontrar en “Apuntes de Teorı́a de la Medida” (2018).

Teorema 2.2.1 (Teorema de la clase monótona). Si A es álgebra entonces

σ(A) = M(A)

Demostración. Consulte “Apuntes de Teorı́a de la Medida” (2018).

2.2.2. Medida

Definición 2.2.9 (Medida). Por una medida, en un espacio medible (Ω,A), con A

álgebra o anillo, entendemos una función no negativa

µ : A → [0,∞]

que satisface:

a. µ(∅) = 0

b. Es numerablemente aditiva, es decir, si dados A1, A2, · · · , An, · · · ∈ A disjuntos,

esto es, tales que Ai ∩ Aj = ∅, para i ̸= j y cuya unión esta en A (esto es

automáticamente si A es una σ−álgebra), entonces
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µ
( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
i=1

µ(An)

Observación 2.2.4. 1. Si la condición (b) sólo es válida para colecciones finitas de

conjuntos disjuntos, A1, A2, · · · , An, diremos que la medida es aditiva.

2. Diremos que la medida µ es σ−finita si existe una sucesión de conjuntos medibles y

disjuntos An ∈ A, tal que
⋃

An = Ω y cada µ(An) < ∞.

3. Llamaremos probabilidad a toda medida verificando µ(Ω) = 1.

Definición 2.2.10 (Espacio de medida). Llamaremos espacio de medida a toda terna

(Ω,A, µ), donde µ es una medida sobre la σ−álgebra A de Ω.

Algunos ejemplos sobre medidas se muestran en seguida.

Ejemplo 2.2.6. Considerando el espacio de medida (Ω,A, µ), sea x ∈ Ω y E un conjunto

medible en A, se define

δx(E) =


1 si x ∈ E

0 si x /∈ E

como la medida delta de Dirac en x ó probabilidad concentrada en el punto x.

Ejemplo 2.2.7. Sea (Ω,A, µ) un espacio de medida con los puntos x medibles, {x} ∈ A

y µ(∅) = 0, se define

µ(A) =


µ(A) = n si |A| = n

µ(A) = ∞ En otro caso

como la medida de contar.

Ejemplo 2.2.8. Sean Ω = N y una sucesión de números reales no negativos pn ≥ 0.

Para cada A ∈ N la suma definida por
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∑
n∈A

pn,

es una medida en (N,P(N)), para la que µ({n}) = pn. Si
∑

pn = 1 entonces es una

probabilidad y si pn = 1 para cada n, µ es la medida de contar en los naturales.

Definición 2.2.11 (Espacio de medida completo). Diremos que un espacio de medida

(Ω,A, µ) es completo si para cada B ⊂ A con A ∈ A y µ(A) = 0, también B ∈ A.

2.2.3. Integración

Definición 2.2.12 (Función medible). Diremos que una aplicación entre espacios

medibles,

F : (Ω1,A1) → (Ω2,A2)

es una aplicación medible, si F−1(B) ∈ A1 para todo B ∈ A2, es decir F−1(A2) ⊆ A1.

Lo anterior quiere decir que la función F es medible si la antiimagen de conjuntos

medibles en A2 a través de F es un conjunto medible en A1.

Definición 2.2.13. Dada una función f : Ω → R definimos las funciones

f+ = máx{f, 0} y f− = máx{−f, 0}

para las que f = f+ − f−, se llaman parte positiva y parte negativa de f respectiva-

mente.

Observación 2.2.5. Dado que la inclusión i : R → R es continua y por tanto medible,

entonces si f : (Ω,A) → (R,B(R)) es medible, también lo es extendida a R. Por lo que

todo función real se puede entender en R.

Lema 2.2.3. Sea (Ω1,A) un espacio medible y f : Ω1 → Ω2 una función. Entonces la

colección

Af = {E ⊆ Ω2 : f−1(E) ∈ A}
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es una σ−álgebra de subconjuntos de Ω2.

Demostración. La prueba se reduce a la comprobación de las condiciones de la

definición 2.2.3.

a. Puesto que f : Ω1 → Ω2, entonces para cada x ∈ Ω1 se tiene que f(x) ∈ Ω2, ası́

f−1(Ω2) = Ω1 y dado que Ω1 ∈ A resulta que f−1(Ω2) ∈ A, lo cual implica que

Ω2 ∈ Af .

b. Primeramente observe que f−1(Ec) = (f−1(E))c, pues dado un punto x para el

cual

x ∈ f−1(Ec) ⇔ f(x) ∈ Ec

⇔ f(x) /∈ E

⇔ x /∈ f−1(E)

⇔ x ∈ (f−1(E))c

lo cual verifica que f−1(Ec) = (f−1(E))c.

Ahora se puede comprobar la condición b) de la definición 2.2.3. Suponga que E ∈

Af , entonces f−1(E) ∈ A. Dado que A es σ−álgebra, entonces Ω1 − f−1(E) ∈ A.

Solo es necesario probar que f−1(Ω2 − E) = Ω1 − f−1(E). Para ello note que si

x ∈ f−1(Ω2 − E) = f−1(Ω2 ∩ Ec)

= f−1(Ω2) ∩ f−1(Ec)

= Ω1 ∩ (f−1(E))c

= Ω1 − f−1(E)
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Por lo tanto, f−1(Ω2 − E) = Ω1 − f−1(E), ası́ f−1(Ω2 − E) ∈ A, en consecuencia

Ω2 − E ∈ Af .

c. Sea {En}∞n=1 una colección numerable de elementos de Af , ası́ para cada n =

1, 2, · · · , se cumple que f−1(En) ∈ A. Luego

f−1

(
∞⋃
n=1

En

)
= f−1(E1) ∪ f−1(E2) ∪ · · · ∪ · · · =

∞⋃
n=1

(f−1(En))

Pero,
⋃∞

n=1 f
−1(En) ∈ A, por lo cual

⋃∞
n=1En ∈ Af .

Por tanto, Af es una σ−álgebra de Ω2.

Proposición 2.2.4. a. La composición de aplicaciones medibles es medible.

b. Si (Ω1,A1) y (Ω2,A2) son espacios medibles y C ⊆ A2 es tal que σ(C) = A2

entonces F : Ω1 → Ω2 es medible sı́, y solo si para cada B ∈ C, F (B) ∈ A1.

c. Las aplicaciones continuas entre espacios topológicos son medibles para las

σ−álgebras de Borel.

Demostración. Sean (Ωi,Ai) espacios medibles para i = 1, 2, 3.

a. Sean f : Ω1 → Ω2 y g : Ω2 → Ω3 funciones medibles. Se probará que f ◦ g : Ω1 →

Ω3 es medible. Sea C ∈ A3, luego dado que g es medible, entonces g−1(C) ∈ A2

y dado que f es medible resulta que (g ◦ f)−1(C) = f−1(g−1(C)) ∈ A1, por tanto

f ◦ g es medible.

b. De izquierda a derecha. Dado que F : Ω1 → Ω2 es medible, y puesto que por

hipótesis C ⊆ σ(C) = A2 entonces resulta que f−1(B) ∈ A1 para todo B ∈ C.

Recı́procamente. Considere la colección

AF = {E ⊆ Ω2 : F−1(E) ∈ A1}
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que por lema 2.2.3 es una σ−álgebra de Ω. Ahora, por hipótesis, para cada B ∈ C

se cumple que F−1(B) ∈ A1, por lo cual C ⊆ AF , pero además C ⊆ σ(C) ⊆ AF y

dado que σ(C) = A2 entonces A2 ⊆ AF . Por tanto, para cada E ∈ A2 se cumple

que F−1(E) ∈ A1, ası́ F es medible.

c. Es consecuencia de b).

Proposición 2.2.5. Una función f : (Ω,A) → (R,B(R)), es medible sı́, y solo si para

cada c ∈ R, {x ∈ Ω : f(x) > c} ∈ A.

Demostración. De izquierda a derecha. Dados que los intervalos de la forma (c,+∞]

generan la σ−álgebra de Borel, entonces (c,+∞] ∈ R es medible y dado que

f−1((c,+∞]) = {x ∈ Ω : f(x) ∈ (c,+∞]} = {x ∈ Ω : f(x) > c}

y puesto que f es medible, entonces f−1((c,+∞]) es medible.

De derecha a izquierda. Se sabe que f−1((c,+∞]) está en A para cualquier c ∈ R,

entonces por la parte b) de la proposición 2.2.4 la aplicación f es medible.

Teorema 2.2.2. Sea f : (Ω,A) → (R,B(R)) una función real extendida con dominio

medible, entonces para cada c ∈ R son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. f−1((c,+∞]) = {x ∈ Ω : f(x) > c} ∈ A.

2. f−1([−∞, c]) = {x ∈ Ω : f(x) ≤ c} ∈ A.

3. f−1([c,+∞]) = {x ∈ Ω : f(x) ≥ c} ∈ A.

4. f−1([−∞, c)) = {x ∈ Ω : f(x) < c} ∈ A.

Demostración. Sea f : (Ω,A) → (R,B(R)) una función real extendida con dominio

medible, entonces para todo c ∈ R:

1 ⇒ 2. Observe que la antiimagen f−1([−∞, c]) se puede escribir como
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f−1([−∞, c]) = {x ∈ Ω : f(x) ≤ c}

= {x ∈ Ω : f(x) ∈ [−∞, c]}

= {x ∈ Ω : f(x) ∈ (c,+∞]c}

= f−1((c,+∞]c)

= (f−1((c,+∞]))c

Por lo cual, f−1([−∞, c]) = (f−1((c,+∞]))c, y dado que f−1((c,+∞]) ∈ A, enton-

ces f−1([−∞, c]) ∈ A.

2 ⇒ 1. Puesto que

f−1((c,+∞]) = {x ∈ Ω : f(x) > c}

= {x ∈ Ω : f(x) ∈ (c,+∞]}

= {x ∈ Ω : f(x) ∈ [−∞, c]c}

= f−1([−∞, c]c)

= (f−1([−∞, c]))c

Ası́, f−1((c,+∞]) = (f−1([−∞, c]))c, y puesto que f−1([−∞, c]) ∈ A entonces se

concluye que f−1((c,+∞]) ∈ A.

Las implicaciones 3 ⇒ 4 y 4 ⇒ 3 se prueban de forma análoga a los caso anteriores.

1 ⇒ 3. Dado que {x ∈ Ω : f(x) ≥ c} = f−1([c,+∞]) y puesto que es posible escribir

[c,+∞] =
⋂
n∈N

(
c− 1

n
,+∞

]
entonces
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{x ∈ Ω : f(x) ≥ c} = f−1([c,+∞])

= f−1

(⋂
n∈N

(
c− 1

n
,+∞

])

=
⋂
n∈N

f−1

((
c− 1

n
,+∞

])

=
⋂
n∈N

{
x ∈ Ω : f(x) > c− 1

n

}

Ahora, dado que para cada n ∈ N, f−1((c− 1
n
,+∞]) ∈ A entonces

⋂
n∈N

{
x ∈ Ω : f(x) > c− 1

n

}
está en A.

Por tanto, f−1([c,+∞]) ∈ A.

3 ⇒ 1. Dado que {x ∈ Ω : f(x) > c} = f−1((c,+∞]) y además se sabe que

(c,+∞] =
⋃
n∈N

[
c+

1

n
,+∞

]

Por lo cual

{x ∈ Ω : f(x) > c} = f−1((c,+∞])

= f−1

(⋃
n∈N

[
c+

1

n
,+∞

])

=
⋃
n∈N

f−1

([
c+

1

n
,+∞

])

=
⋃
n∈N

{
x ∈ Ω : f(x) ≥ c+

1

n

}

Ahora, como {x ∈ Ω : f(x) ≥ c+ 1
n
} está en A, entonces
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⋃
n∈N

{
x ∈ Ω : f(x) ≥ c+

1

n

}
está en A.

Por tanto, f−1((c,+∞]) ∈ A.

Proposición 2.2.6. a. Si f es una función medible, entonces, −f y |f | son medibles.

b. Si f y g son funciones medibles, entonces máx(f, g) es una función medible.

c. Si f es medible, entonces f+ y f− son medibles.

Demostración. a. Para probar que −f es medible, usando la proposición 2.2.5, es

necesario mostrar que para cualquier c ∈ R el conjunto {x ∈ Ω : −f(x) > c} ∈ A.

Para ellos observe que

{x ∈ Ω : −f(x) > c} = {x ∈ Ω : f(x) < −c} = {x ∈ Ω : f(x) ≥ −c}c

Ahora, dado que f es medible, por proposición 2.2.5, el conjunto {x ∈ Ω : f(x) >

c} está A, y por teorema 2.2.2 (1 ⇒ 3) el conjunto {x ∈ Ω : f(x) ≥ c} ∈ A, por lo

cual {x ∈ Ω : f(x) ≥ −c}c está en A pues c ∈ R es arbitrario, ası́ −f es medible.

Para mostrar que |f | es medible, es necesario verificar que el conjunto {x ∈ Ω :

|f(x)| > c} ∈ A.

Si c < 0, entonces {x ∈ Ω : |f(x)| > c} = Ω y dado que Ω ∈ A, entonces

{x ∈ Ω : |f(x)| > c} ∈ A.

Si c ≥ 0 se tiene que

{x ∈ Ω : |f(x)| > c} = {x ∈ Ω : f(x) > c} ∪ {x ∈ Ω : f(x) < −c}
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Ahora, dado que f es medible, entonces {x ∈ Ω : f(x) > c} ∈ A, y por teorema

2.2.2 el conjunto {x ∈ Ω : f(x) < −c} también es medible, por tanto {x ∈ Ω :

|f(x)| > c} ∈ A, ası́ f es medible.

b. Asumiendo que h(x) = máx{f(x), g(x)}. Para cada c ∈ R se debe probar que

{x ∈ Ω : h(x) > c} está en A. Ası́, observe que

{x ∈ Ω : h(x) > c} = {x ∈ Ω : f(x) > c} ∪ {x ∈ Ω : g(x) > c}

y dado que por hipótesis las funciones f y g son medibles, entonces por pro-

posición 2.2.5, {x ∈ Ω : h(x) > c} es medible por ser unión de dos conjuntos

medibles, por tanto máx{f(x), g(x)} es medible.

c. Es consecuencia de los incisos anteriores.

Definición 2.2.14 (Conjunto de funciones reales medibles). Dado un espacio medible

(Ω,A) y un conjunto A ∈ A, denotamos el conjunto de todas las funciones reales

medibles como

LR(A) = {f : A → R | f es real medible}

Observación 2.2.6. Es importante notar que en la definición 2.2.14 la función f toma

valores en R y no en R.

Ahora se introducen un tipo particular de funciones f : (Ω,A) → (R,B(R)) denomina-

das funciones simples y se mostraran algunas de sus propiedades; dichas funciones

forman un espacio vectorial real, para su estudio es necesaria la definición de función

caracterı́stica.

Definición 2.2.15 (Función caracterı́stica). Sea (Ω,A) un espacio medible y A ∈ A,

llamamos función caracterı́stica de A a la función medible XA : Ω → R mediante

XA(x) =


1 si x ∈ A

0 si x /∈ A
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Definición 2.2.16 (Función simple). Diremos que una función f : Ω → R es simple si

es medible y toma un número finito de valores. Denotamos el conjunto de las funciones

simples con

S = {s : Ω → R | s es simple}

Si f(Ω) = {a1, a2, · · · , an} con ak ̸= aj para k ̸= j y puesto que Ai = f−1({ai}) para

i = 1, 2, · · · , n. Entonces la representación canónica de f es única y está dada por

f =
n∑

i=1

ai XAi

cuando los Ak ∩ Aj ̸= ∅ y forman una partición finita de Ω. Sin embargo, la función f

tiene muchas representaciones de la forma

f =
n∑

i=1

ai XAi

si los A1, A2, · · · , An no son necesariamente disjuntos uno a uno y no necesariamente

los ai con i = 1, n están en la imagen de f . A raı́z de lo anterior se enuncia la siguiente

proposición.

Proposición 2.2.7. f : Ω → R es simple sı́, y solo si existe n ∈ N, Ai ∈ A disjuntos y

ai ∈ R, para i = 1, 2, . . . , n, tales que

f =
n∑

i=1

ai XAi
,

n⋃
i=1

Ai = Ω

Demostración. (⇒) Si f : Ω → R es una función simple, entonces por definición

2.2.16, f toma un número finito de valores a1, a2, · · · , an y se puede representar

como

f =
n∑

i=1

aiXAi

la cual es su representación canónica. Ahora, dado que imf = {a1, a2, · · · , an}

y dado que los ai para i = 1, n son todos distintos y puesto que f es medible,

entonces resulta que los conjuntos

53



2.2 Teorı́a de la medida e integración Capı́tulo 2. MARCO TEÓRICO

Ai = f−1({ai}) = {x ∈ Ω : f(x) = ai}

son medibles, disjuntos dos a dos para i = 1, n y además
n⋃

i=1

Ai = Ω.

(⇐) Sean a1, a2, · · · , an elementos de R y A1, A2, · · · , An conjuntos medibles de A

para los cuales

f =
n∑

i=1

aiXAi
y

n⋃
i=1

Ai = Ω.

Ahora, de acuerdo a como se ha definido f es claro que f toma una cantidad

finita de valores.

Resta probar que f es medible. Sea c cualquier número real, entonces

{x ∈ Ω | f(x) > c} =


∅ si ai ≤ c, ∀ i = 1, n

n⋃
i=1

{Ai : ai > c} En otro caso

Puesto que ∅ ∈ A y las uniones finitas de elementos de A están en A, entonces

en cualquiera de los dos caso, f es medible. Por tanto, se concluye que f es

simple.

Proposición 2.2.8. Si f, g ∈ S, entonces f + g, fg están en S y si g es no nula, también
f

g
∈ S.

Demostración. Dado que f y g son funciones simples, entonces por proposición 2.2.7

existen ai, bj ∈ R con i = 1, n y j = 1, m tal que

f =
n∑

i=1

ai XAi
y g =

m∑
i=1

bj XBj
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donde los conjuntos Ai son medibles y disjuntos, y los Bj también son medibles y

disjuntos y además
n⋃

i=1

Ai = Ω =
m⋃
j=1

Bj.

Ahora, para i = 1, n se sabe que

Ai = Ai ∩ Ω = Ai

⋂(
m⋃
j=1

Bj

)
=

m⋃
j=1

(Ai ∩Bj) (2.7)

De la misma manera, para j = 1, m se tiene

Bj = Bj ∩ Ω = Bj

⋂(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n⋃
i=1

(Ai ∩Bj) (2.8)

Ası́, de las representaciones canónicas de f y g, y de las igualdades 2.7 y 2.8 resulta

que

f =
n∑

i=1

aiX∪m
j=1(Ai∩Bj) =

n∑
i=1

ai

m∑
j=1

XAi∩Bj
=
∑
i, j

ai XAi∩Bj

y

g =
m∑
j=1

bj X∪n
i=1(Ai∩Bj) =

m∑
j=1

bj

n∑
i=1

XAi∩Bj
=
∑
i, j

bj XAi∩Bj

Por lo cual

f + g =

(∑
i, j

ai XAi∩Bj

)
+

(∑
i, j

bj XAi∩Bj

)
=
∑
i, j

(ai + bj)XAi∩Bj

fg =

(∑
i, j

ai XAi∩Bj

)
·

(∑
i, j

bj XAi∩Bj

)
=
∑
i, j

(ai · bj)XAi∩Bj

y en el caso que g es no nula, entonces los bj ̸= 0 para j = 1, m, de lo cual resulta que

f

g
=

∑
i, j ai XAi∩Bj∑
i, j bj XAi∩Bj

=
∑
i, j

(
ai
bj

)
XAi∩Bj

está bien definida.

Ası́, de lo anterior y del hecho que los Ai ∩Bj ∈ A son disjuntos dos a dos, se concluye

que f + g, fg y
f

g
son funciones medibles.
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Definición 2.2.17 (Integral de una función simple). Sea (Ω,A, µ) un espacio de medida

y h ∈ S no negativa, es decir

h =
n∑

i=1

ai XAi
: Ω → [0,∞)

con los 0 ≤ ai < ∞ y los Ai ∈ A disjuntos y
⋃
Ai = Ω. Se define la integral de h con

respecto a µ como el valor de [0,∞]∫
Ω

fdµ =
∑

aiµ(Ai)

Dado que 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0, hay que comprobar que la integral de la función simple

no negativa h es independiente de sus representaciones. Es decir, si existen dos

representaciones para h ∈ S dadas por

h =
n∑

i=1

aiXAi
y h =

m∑
j=1

bjXBj

estas llevan al mismo valor de la integral de h. Para su comprobación recuerde que

para cada i = 1, n y j = 1, m se tiene que

Ai =
m⋃
j=1

(Ai ∩Bj) y Bj =
n⋃

i=1

(Ai ∩Bj)

donde la colección de los Ai ∩Bj son disjuntos y
n⋃

i=1

Ai = Ω =
m⋃
j=1

Bj.

Por lo cual

µ(Ai) = µ

(
m⋃
j=1

(Ai ∩Bj)

)
=

m∑
j=1

µ(Ai ∩Bj)

Ası́
n∑

i=1

aiµ(Ai) =
n∑

i=1

ai

m∑
j=1

µ(Ai ∩Bj) =
n∑

i=1

m∑
j=1

aiµ(Ai ∩Bj)

Haciendo un proceso análogo para Bj se obtiene que

µ(Bj) =
n∑

i=1

µ(Ai ∩Bj)
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y además

m∑
j=1

bjµ(Bj) =
m∑
j=1

bj

n∑
i=1

µ(Ai ∩Bj) =
n∑

i=1

m∑
j=1

bjµ(Ai ∩Bj)

Ahora, dado que Ai ∩Bj ̸= ∅, entonces ai = bj y de la definición 2.2.17 se cumple que∫
h dµ =

n∑
i=1

ai µ(Ai) =
m∑
j=1

bj µ(Bj)

Observación 2.2.7. Cuando no exista confusión con el dominio Ω de f , se escribe∫
f dµ en lugar de

∫
Ω
f dµ.

La linealidad y monotonı́a de la integral sobre las funciones simples no negativas se

exhibe en la proposición 2.2.9 lo cual permite extender la noción de integración a las

funciones medibles no negativas.

Proposición 2.2.9. Sean f, g ∈ S no negativas y c ∈ [0,+∞), entonces:

a.
∫

cf dµ = c

∫
f dµ

b.
∫

(f + g) dµ =

∫
f dµ+

∫
g dµ

c. f ≤ g entonces
∫

f dµ ≤
∫

g dµ

Demostración. Sean f y g funciones simples no negativas, entonces por proposición

2.2.7 sus representaciones canónicas están dadas por

f =
n∑

i=1

aiXAi
y g =

m∑
j=1

bj XBj

donde los Ai y Bj son disjuntos y cumplen que
n⋃

i=1

Ai = Ω =
m⋃
j=1

Bj.

Por otra parte, se sabe que

Ai =
m⋃
j=1

(Ai ∩Bj) y Bj =
n⋃

i=1

(Ai ∩Bj)
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a. Puesto que c ∈ [0,+∞), entonces se tiene que:

Si c = 0, entonces trivialmente se cumple que
∫

cf dµ = c

∫
f dµ.

Si c > 0, entonces cf =
n∑

i=1

caiXAi
, ası́ por definición 2.2.17 se tiene

∫
cf dµ =

n∑
i=1

cai µ(Ai) = c

n∑
i=1

ai µ(Ai) = c

∫
f dµ

Por tanto,
∫

cf dµ = c

∫
f dµ.

b. De acuerdo a como se han expresado los conjuntos Ai y Bj en la demostración

de la proposición 2.2.8, entonces resulta que

XAi
= X⋃m

j=1(Ai∩Bj) =
m∑
j=1

XAi∩Bj
y XBj

= X⋃n
i=1(Ai∩Bj) =

n∑
i=1

XAi∩Bj

Por lo cual

f =
n∑

i=1

aiXAi
=

n∑
i=1

ai

m∑
j=1

XAi∩Bj
=

n∑
i=1

m∑
j=1

aiXAi∩Bj

y

g =
m∑
j=1

bj XBj
=

m∑
j=1

bj

n∑
i=1

XAi∩Bj
=

m∑
j=1

n∑
i=1

bjXAi∩Bj

Por tanto

f + g =
n∑

i=1

m∑
j=1

(ai + bj)XAi∩Bj

Ası́, por definición 2.2.17 se tiene que
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∫
(f + g) dµ =

n∑
i=1

m∑
j=1

(ai + bj)µ(Ai ∩Bj)

=
n∑

i=1

m∑
j=1

aiµ(Ai ∩Bj) +
n∑

i=1

m∑
j=1

bjµ(Ai ∩Bj)

=
n∑

i=1

aiµ(Ai) +
m∑
j=1

bjµ(Bj)

=

∫
f dµ+

∫
g dµ

Por lo cual ∫
(f + g) dµ =

∫
f dµ+

∫
g dµ.

c. Dado que f ≤ g entonces 0 ≤ g − f , ası́ de los incisos a) y b) se tiene que∫
g dµ−

∫
f dµ =

∫
g dµ+

∫
(−f) dµ =

∫
(g − f) dµ

Ahora, por definición 2.2.17
∫

(g − f) dµ ∈ [0,+∞) por lo cual

∫
g dµ−

∫
f dµ =

∫
(g − f) dµ ≥ 0

de donde se cumple que ∫
f dµ ≤

∫
g dµ

Definición 2.2.18 (Integral de una función medible). Si h ≥ 0 es medible, la integral de

h respecto de µ en Ω se define de la forma∫
Ω

h dµ = sup

{∫
Ω

s dµ : s ∈ S, 0 ≤ s ≤ h

}
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Para h : Ω → R, descomponiendo h = h+ − h− y si uno de los términos,
∫
Ω
h+dµ ó∫

Ω
h−dµ son finitos, se define su integral respecto de µ como la diferencia∫

Ω

h dµ =

∫
Ω

h+dµ−
∫
Ω

h−dµ

en caso contrario se dirá que la integral de h no existe. Se dice que h es integrable si

ambos términos son finitos.

Definición 2.2.19. Para h = h1 + ih2 : Ω → K medible (entendiendo que en C se

considera la σ− álgebra de Borel, y que h1 y h2 son medibles), se dirá que es integrable

si lo son su parte real h1 y su parte imaginaria h2, en cuyo caso se define∫
h dµ =

∫
h1 dµ+ i

∫
h2 dµ.

Definición 2.2.20 (Espacio de funciones integrables). Para K = R ó C se denota por

L1(Ω,A, µ,K), L1(µ,K) ó L1(µ), ó simplemente L1 si no hay confunsión, el espacio de

las funciones integrables

f : Ω → K.

Observación 2.2.8. Si h : Ω → R es una función medible y B ∈ A, la restricción de h a

(B,AB, µ) también es medible y si su integral existe en este espacio se denotará por∫
B
h dµ. Para el caso en que B = ∅ para h ≥ 0 se tiene que∫

∅
h dµ = sup

{∫
∅
s dµ : s ∈ S, 0 ≤ s ≤ h|∅

}
= sup ∅

y se define sup ∅ = 0, lo cual es congruente pues si A ⊂ B ⊂ [0,∞] entonces sup(A) ≤

sup(B). Para una función medible arbitraria h se define
∫
∅ h dµ =

∫
∅ h

+ dµ−
∫
∅ h

− dµ.

Proposición 2.2.10. Sean f, g : (Ω,A, µ) → R medible, entonces:

a. Si existe la integral de f y c ∈ R, entonces existe la integral de cf y
∫
cf dµ =

c
∫
f dµ.

b. Si f ≤ g y existen sus integrales, entonces
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f dµ ≤

∫
g dµ.

c. Si f ≤ g, existe
∫

f dµ y −∞ <

∫
f dµ, entonces existe

∫
g dµ y si existe

∫
g dµ

y
∫

g dµ < ∞, entonces existe
∫

f dµ y en ambos casos

∫
f dµ ≤

∫
g dµ.

d. Si existe la integral de f , entonces
∣∣∣∣∫ f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f | dµ.

Demostración. Véase “Apuntes de Teorı́a de la Medida” (2018).

Proposición 2.2.11. e. Si f ≥ 0 es medible y B ∈ A, entonces∫
B

f dµ =

∫
XB f dµ

Demostración. La prueba puede verse en “Apuntes de Teorı́a de la Medida” (2018).

Teorema 2.2.3 (Teorema de convergencia monótona). Suponga que f1 ≤ f2 ≤ f3 ≤

· · · es una sucesión creciente de funciones integrables de valor real en (Ω,A, µ). Si

{
∫
fn dµ} es una sucesión acotada de números reales, entonces ĺım

n→∞
fn existe casi

en todas partes, y es integrable y
∫
( ĺım
n→∞

fn) dµ = ĺım
n→∞

∫
fn dµ. Si {

∫
fn dµ} es una

sucesión acotada, entonces ĺım
n→∞

fn es infinito en un conjunto de medida positiva ó

ĺım
n→∞

fn es no integrable.

Lema 2.2.4 (Lema de Fatou). Sea {fn} una sucesión de funciones reales medibles

en (Ω,A, µ) acotada inferiormente por una función integrable. Si ĺım
n→∞

ı́nf

∫
fn dµ < ∞

entonces ĺım
n→∞

ı́nf fn es integrable y∫
ĺım
n→∞

ı́nf fn dµ ≤ ĺım
n→∞

ı́nf

∫
fn dµ

Teorema 2.2.4 (Teorema de convergencia dominada). Si g : Ω → R es integrable y {fn}

es una sucesión de funciones reales medibles con |fn| ≤ g casi en todas partes (n ≥ 1)

y ĺım
n→∞

fn = f casi en todas partes, entonces f es integrable y ĺım
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.
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2.3. Teorı́a ergódica

2.3.1. Aplicaciones que preservan medidas

Definición 2.3.1. Suponga que (Ω1,A1, µ1) y (Ω2,A2, µ2) son espacios de probabilidad.

Una transformación T : Ω1 → Ω2 es preservadora de medida si T es medible y

µ1(T
−1(A2)) = µ2(A2) para todo A2 ∈ A2.

Definición 2.3.2. Suponga que (Ω1,A1, µ1) y (Ω2,A2, µ2) son espacios de probabilidad.

Decimos que T : Ω1 → Ω2 es una transformación invertible que preserva medida si T

preserva medida, es biyectiva, y T−1 preserva medida.

En la práctica, es difı́cil comprobar utilizando la definición 2.3.1, si una transformación

dada es preservadora de medida o no, ya que normalmente no se tiene conocimiento

explı́cito de todos los miembros de A2. Sin embargo, a menudo se tienen conocimientos

explı́citos de una semi-álgebra que genera a A. El resultado siguiente es por lo tanto

deseable para comprobar si las transformaciones son preservadoras de medida o no.

Teorema 2.3.1. Sean (Ω1,A1, µ1) y (Ω2,A2, µ2) espacios de probabilidad y T : Ω1 → Ω2

una transformación. Sea S2 una semi-álgebra que genera a A2. Si para cada A2 ∈ S2

tenemos que

1. T−1A2 ∈ A1

2. µ1(T
−1A2) = µ2(A2)

Entonces, T es medible y preserva medida.

Demostración. Sea

C2 = {B ∈ A2 |T−1(B) ∈ A1, µ1(T
−1(B)) = µ2(B)}.

Se quiere probar que C2 = A2. Ası́ observe que, de acuerdo a como se ha definido C2
se tiene que S2 ⊆ C2 ⊆ A2. Ahora, sea α(S2) el álgebra generado por S2 y dado que

cada miembro de α(S2) es una unión finita de miembros disjuntos de S2 por lo cual se
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tiene que α(S2) ⊆ S2, ası́ α(S2) ⊆ C2.

Ahora, note que C2 es una clase monótona ya que

a. Si F1, F2, · · · , Fn, · · · ∈ C2 con F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fn ⊆ · · · y
∞⋃
n=1

Fn = F , entonces

T−1(F ) = T−1

(
∞⋃
n=1

Fn

)
=

∞⋃
n=1

T−1(Fn).

y puesto que los Fn ∈ C2 entonces T−1(F ) ∈ A1. Ahora, para que F ∈ C2 se debe

probar que µ1(T
−1(F )) = µ2(F ), pero esto es sencillo pues

µ1(T
−1(F )) = µ1

(
∞⋃
n=1

T−1(Fn)

)

= ĺım
n→∞

µ1(T
−1(Fn))

= ĺım
n→∞

µ2(Fn)

= µ2

(
∞⋃
n=1

Fn

)

= µ2(F )

por lo cual F ∈ C2.

b. De forma similar que en a), sean G1, G2, · · · , Gn, · · · ∈ C2 con G1 ⊇ G2 ⊇ · · · ⊇

Gn ⊇ · · · y
∞⋂
n=1

Gn = G, entonces resulta que

T−1(G) = T−1

(
∞⋂
n=1

Gn

)
=

∞⋂
n=1

T−1(Gn).

y puesto que los Gn ∈ C2 entonces T−1(G) ∈ A1. Ahora, de la misma manera que

en el caso de F , para que G ∈ C2 se debe probar que µ1(T
−1(G)) = µ2(G), ası́
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µ1(T
−1(G)) = µ1

(
∞⋂
n=1

T−1(Gn)

)

= ĺım
n→∞

µ1(T
−1(Gn))

= ĺım
n→∞

µ2(Gn)

= µ2

(
∞⋂
n=1

Gn

)

= µ2(G)

por tanto G ∈ C2.

Ası́, por definición 2.2.8, la colección C2 es una clase monótona que contiene a α(S2).

Ahora, dado el álgebra α(S2), entonces la mı́nima σ−álgebra generada por α(S2) es

A2, ası́ por teorema 2.2.1 A2 es la mı́nima clase monótona que contiene a α(S2), ası́

α(S2) ⊆ A2 ⊆ C2, por lo cual C2 = A2, por tanto, de la definición 2.3.1 la transformación

T es preservadora de medida.

2.3.2. Recurrencia y transformaciones inducidas

El teorema de recurrencia de Poincaré afirma que, dada cualquier medida finita

invariante, casi todo punto de cualquier conjunto A de medida positiva vuelve a A un

número infinito de veces (Viana y Oliveira, 2016). La teorı́a que se presenta en seguida

requiere de algunos enunciados expuestos en la subseción 4.1.1 y la sección A.1.

Teorema 2.3.2 (Teorema de recurrencia de Poincaré). Sea (Ω,A, µ) un espacio de

medida. Sea T : Ω → Ω una transformación medible y sea µ una medida finita invariante
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bajo T . Sea A ⊂ Ω cualquier conjunto medible con µ(A) > 0 . Entonces casi para todo

x ∈ A existen infinitos valores n para los cuales T n(x) también está en A.

Demostración. Sea (Ω,A, µ) un espacio de medida y sea A ⊂ Ω un subconjunto con

µ(A) > 0. Se probará que casi todo punto x ∈ A vuelve infinitas veces a A, es decir

T n(x) ∈ A para infinitos n ∈ N, excepto en un conjunto de medida cero. Sea E el

conjunto de todos los puntos x ∈ A que nunca regresan a A, esto es

E = {x ∈ A : T n(x) /∈ A, ∀n ∈ N}

Interesa probar que µ(E) = 0, para ello observe que las antiimagenes T−n(E) son

disjuntas dos a dos, para probar este hecho, por contradicción, suponga que existen

m > n ≥ 1 tal que

T−m(E) ∩ T−n(E) ̸= ∅

Sea x ∈ T−m(E) ∩ T−n(E) y definiendo el punto y = T n(x), luego se tiene que x ∈

T−n(E) y por definición de imagen de un conjunto bajo T se tiene que T n(x) ∈ E,

por lo cual y ∈ E y además se obtiene que Tm−n(y) = Tm−n(T n(x)) = T (m−n)+n(x) =

Tm+(−n+n)(x) = Tm+0(x) = Tm(x) ∈ E, pero se sabe que E ⊂ A, lo cual quiere decir

que y vuelve al menos una vez a A, esto contradice la definición de E. Por lo cual, los

conjuntos T−n(E) son disjuntos dos a dos, es decir

T−m(E) ∩ T−n(E) = ∅ (2.9)

Ahora, dado que µ es invariante y por la ecuación 2.9 se tiene que

µ(
∞⋃
n=1

T−n(E)) =
∞∑
n=1

µ(T−n(E)) =
∞∑
n=1

µ(E)

Luego, como µ es finita entonces µ(
∞⋃
n=1

T−n(E)) es finita, sin embargo
∞∑
n=1

µ(E) una

suma infinita de términos que son todos iguales, por lo cual la única manera que tal

suma puede ser finita es si los términos son iguales a cero, es decir
∞∑
n=1

µ(E) = 0
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Ası́ se verifica que µ(E) = 0, esto es, E tiene medida cero.

Ahora, sea F el conjunto de todos los puntos x ∈ A que regresan a A un número finito

de veces, es decir

F = {x ∈ A : T n(x) ∈ A para un número finito n ∈ N}

Luego, de acuerdo a como se ha definido el conjunto F , existe un k ∈ N para el cual

x ∈ F verifica que T n(x) /∈ A, ası́ T k(x) estará en E, es decir

F ⊂
∞⋃
k=0

T−k(E)

Pero dado que µ(E) = 0 y µ es invariante, se tiene que

µ(F ) ≤ µ

(
∞⋃
k=0

T−k(E)

)
≤

∞∑
k=0

µ(T−k(E)) =
∞∑
k=0

µ(E) = 0.

Por tanto µ(F ) = 0, esto es, F tiene medida cero. Por lo cual se concluye que todo

punto x ∈ A vuelve infinitas veces a A, excepto en un conjunto de medida cero.

Ejemplo 2.3.1 (Paradoja de Zermelo). Para el experimento considere un gas ideal

contenido en una caja paralelepipédica V subdividida en dos partes cúbicas V1 y V2

con una longitud de lado de 10 cm. Ahora, suponga que en el tiempo t = 0, todas las

moléculas están en V1 y que en V2 se ha creado un vacı́o a como se muestra en la

figura 2.3, bajo las condiciones anteriores, suponga ahora que se elimina la partición

entre V1 y V2.

Al liberar la separación entre V1 y V2 el gas procederá a recorrer V , lo interesante es

que la teorı́a y en especı́fico el teorema de recurrencia de Poincaré predice que para

casi todas estas posiciones iniciales de energı́a dada, el gas debe volver a la parte

V1, sin embargo esto parece paradójico, porque este suceso nunca se ha observado.

Por lo cual surge la siguiente interrogante: ¿cómo se podrı́a resolver esta aparente

contradicción entre lo que se observa cotidianamente y el resultado del teorema de

recurrencia de Poincaré?
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Figura 2.3: Paradoja de Zermelo.

Fuente: Tomada de “Récurrence”, Systèmes dynamiques élémentaires (p. 23), 2002,
Cours de Magistère ENS.

Más adelante, en la subsección 4.1.1 se retomará esta aparente paradoja y se dará una

repuesta que no conduce a contradicciones, para ello se necesita la siguiente teorı́a.

Definición 2.3.3 (Primer tiempo de retorno). Sea T : Ω → Ω una transformación medible

y sea µ una medida finita invariante bajo T en un espacio medible (Ω,A). Sea A ⊂ Ω

con µ(A) > 0. Definimos la función de primer tiempo de retorno nA : A → N ∪ {∞}

como

nA(x) = mı́n{n ≥ 1 : T nx ∈ A}.

Siempre que {n ≥ 1 : T nx ∈ A} ≠ ∅, en caso contrario nA(x) = ∞.

De acuerdo al teorema 2.3.2, nA(x) es finito en A, excepto en un conjunto de medida

cero. Por otra parte, para propósitos posteriores se definen los siguientes conjuntos.

E0 = {x ∈ A : T n(x) /∈ A para todo n ≥ 1}

E∗
0 = {x ∈ Ω : T n(x) /∈ A para todo n ≥ 0}

donde E0 es el conjunto de todos los x ∈ A que no regresan a A, y E∗
0 el conjunto de

todos los x ∈ Ω que no entran a A. Por el Teorema 2.3.2 se tienen que µ(E0) = 0.

Ahora, dado un espacio de probabilidades, es posible construir otros sistema ı́ntima-

mente relacionado con el original, el cual es llamado sistema inducido (Viana y Oliveira,
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2.3 Teorı́a ergódica Capı́tulo 2. MARCO TEÓRICO

2016), para ello considere el espacio de probabilidad (Ω,A, µ), con µ una medida finita.

Sea A ⊂ Ω y A ∩ A la σ−álgebra sobre A la cual es la restricción de A a A. Ahora,

definiendo la medida µA para todo B ∈ A ∩ A como

µA(B) =
µ(B)

µ(A)

Por lo cual µA es una probabilidad, ası́ se obtiene un nuevo espacio de probabilidad

(A,A ∩ A, µ).

Definición 2.3.4 (Transformación de primer retorno). Sea (Ω,A, µ) un espacio de

probabilidad y T una transformación preservadora de medida. Sea A ⊂ Ω un subcon-

junto medible con µ(A) > 0, y sea nA(x) el tiempo de primer retorno de x a A. La

transformación de primer retorno de tiempo al dominio A está definida por

TA(x) = T nA(x)(x)

cuando nA(x) es finito, esto es, para todo subconjunto medible de A.

Proposición 2.3.1. La transformación TA es medible respecto a la σ−álgebra A ∩ A.

Proposición 2.3.2. La transformación TA : A → A preserva la medida µA.

Demostración. Sea C un conjunto en la σ−álgebra A ∩ A y puesto que T es una

transformación preservadora de medida con respecto a µ, entonces por definición

2.3.1, µ(C) = µ(T−1(C)). Para mostrar que TA es invariante respecto a µA es necesario

probar que

µ(C)

µ(A)
=

µ(T−1
A (C))

µ(A)

por lo cual solo es necesario demostrar que µ(C) = µ(T−1
A (C)). Ası́ para k ≥ 1 sean

los conjuntos

Ek = {x ∈ A |nA(x) = k}

E∗
k = {x ∈ Ω− A |T (x), · · · , T k−1(x) /∈ A, T k(x) ∈ A}
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Observe que, de acuerdo a como se han definido los conjunto Ek y E∗
k , entonces A

puede expresarse como

A =
∞⋃
k=1

Ek

donde los E1, E2, · · · , Ek, · · · son disjuntos dos a dos y además es evidente que

T−1(A) = E1 ∪ E∗
1 (2.10)

De modo similar, se tiene que

T−1(E∗
n) = En+1 ∪ E∗

n+1 (2.11)

Para probar la veracidad de la igualdad en 2.11 suponga que y ∈ T−1(E∗
n), luego por

definición de imagen T (y) ∈ E∗
n, ası́ por definición de E∗

n, la primera iteración de T (y)

que está en A es T n(T (y)) = T n+1(y), pero esto ocurre sı́, y solo si y pertenece a

cualquiera de los conjuntos

E∗
n+1 = {x ∈ Ω− A : x /∈ A, T (x) /∈ A, . . . , T n−1(x) /∈ A, T n(x) /∈ A, T n+1(x) ∈ A}

En+1 = {x ∈ A : T (x) /∈ A, . . . , T n−1(x) /∈ A, T n(x) /∈ A, T n+1(x) ∈ A}

lo cual prueba la igualdad en 2.11.

Ahora, por definición 2.3.4 para cualquier x ∈ Ek se tiene que TA(x) = T k(x), ası́ para

C ∈ A ∩ A se tiene

T−1
A (C) =

∞⋃
k=1

T−k(C) =
∞⋃
k=1

(Ek ∩ T−k(C))

donde los Ek ∩ T−k(C) son disjuntos dos a dos, entonces por la σ−aditividad de µ

resulta que

µ(T−1
A (C)) = µ

(
∞⋃
k=1

(Ek ∩ T−k(C))

)
=

∞∑
k=1

µ
(
Ek ∩ T−k(C)

)
(2.12)

luego, dado que T−1(C) = A ∩ T−1(C) entonces
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µ(T−1(C)) = µ(A ∩ T−1(C)). (2.13)

Ahora, aplicando sucesivamente las relaciones 2.10 y 2.11 en la ecuación 2.13, a como

sigue

µ(T−1(C)) = µ(A ∩ T−1(C))

= µ((E1 ∪ E∗
1) ∩ T−1(C))

= µ((E1 ∩ T−1(C)) ∪ (E∗
1 ∩ T−1(C)))

= µ(E1 ∩ T−1(C)) + µ(E∗
1 ∩ T−1(C))

= µ(E1 ∩ T−1(C)) + µ(T−1(E∗
1 ∩ T−1(C)))

= µ(E1 ∩ T−1(C)) + µ(T−1(E∗
1) ∩ T−2(C))

= µ(E1 ∩ T−1(C)) + µ((E2 ∩ E∗
2) ∩ T−2(C))

= µ(E1 ∩ T−1(C)) + µ(E2 ∩ T−2(C)) + µ(E∗
2 ∩ T−2(C))

...
...

=
n∑

k=1

µ(Ek ∩ T−k(C)) + µ(E∗
n ∩ T−n(C))

entonces se tiene que

µ(T−1(C)) =
n∑

k=1

µ(Ek ∩ T−k(C)) + µ(E∗
n ∩ T−n(C)) (2.14)

Observe que los conjuntos E∗
n ∩ T−n(C) son disjuntos dos a dos. Por otro lado, dado
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que
∞⋃
n=1

(E∗
n ∩ T−n(C)) ⊆ Ω y puesto que el espacio es de probabilidad, entonces

1 = µ(Ω) ≥ µ

(
∞⋃
n=1

(E∗
n ∩ T−n(C))

)
=

∞∑
n=1

µ(E∗
n ∩ T−n(C))

por lo cual
∞∑
n=1

µ(E∗
n ∩ T−n(C)) está acotada, ası́

ĺım
n→∞

µ(E∗
n ∩ T−n(C)) = 0

de donde se infiere que, si n → ∞, entonces en 2.14 se tiene que

µ(T−1(C)) =
∞∑
k=1

µ(Ek ∩ T−k(C)) (2.15)

Ahora, de las ecuaciones 2.12 y 2.15 se obtiene que

µ(T−1(C)) =
∞∑
k=1

µ(Ek ∩ T−k(C)) = µ(T−1
A (C))

y puesto que µ(C) = µ(T−1(C)), entonces resulta que

µ(C) = µ(T−1
A (C))

Por tanto se concluye que TA es invariante para la medida µA.

2.3.3. Ergodicidad y teoremas ergódicos importantes

Definición 2.3.5 (Transformación ergódica). Sea (Ω,A, µ) un espacio de probabilidad.

Una transformación T : Ω → Ω que preserva la medida µ en (Ω,A, µ) es llamada

ergódica si los únicos miembros A de A con T−1A = A satisfacen µ(A) = 0 ó µ(A) = 1.

Existen varias maneras de indicar la condición de la ergodicidad a como se muestra en

el teorema siguiente.

Teorema 2.3.3. Si T : Ω → Ω es una transformación que preserva medida en el espacio

de probabilidad (Ω,A, µ), entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es ergódica.
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2. Los únicos miembros A de A con µ(T−1A ∆ A) = 0 son aquellos con µ(A) = 0 ó

µ(A) = 1.

3. Para todo A ∈ A con µ(A) > 0 tenemos que µ(
∞⋃
n=1

T−nA) = 1.

4. Para todo A,B ∈ A con µ(A) > 0 y µ(B) > 0 existe n > 0 con µ(T−nA ∩B) > 0.

Demostración. Ver Walters (2000) para la demostración.

El primer resultado importante de la teorı́a ergódica fue demostrado en 1931 por G.

D. Birkhoff, a decir, el teorema ergódico de Birkhoff también conocido como teorema

ergódico puntual. Será enunciado para una transformación preservadora de la medida

en un espacio σ−finito. Para su demostración se hace uso de los siguientes enunciados.

Definición 2.3.6. Sea T una transformación preservadora de medida en un espacio de

probabilidad (Ω,A, µ) y sea f ∈ L1(µ), se define:

1. El promedio temporal de f en x como

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

f(T i(x))

si el lı́mite exite.

2. La fase media o promedio espacial se define como∫
Ω

f(x) dµ

Como se verá más adelante, el teorema ergódico (teorema 2.3.5) implica que estos

promedios son iguales casi en todas partes para toda f ∈ L1(µ) sı́, y solo si T es

ergódica.

Definición 2.3.7 (Operador inducido). Sea (Xi,Ai, µi) un espacio de probabilidad con

i = 1, 2. Si T : Ω1 −→ Ω2 es una transformación que preserva medida, el operador

inducido UT : L1
R(Ω1,A1, µ1) → L1

R(Ω2,A2, µ2) está definido como (UTf)(x) = f(T (x))

para todo f ∈ L1
R(Ω1,A1, µ1), x ∈ Ω, y ∥ UTf ∥1=∥ f ∥1; ∀f ∈ L1

R(Ω1,A1, µ1).
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Teorema 2.3.4 (Teorema ergódico maximal). Sea U : L1
R(µ) → L1

R(µ) un operador

lineal positivo con ∥ U ∥≤ 1. Sea N > 0 un número entero y sea f ∈ L1
R(µ). Definamos

f0 = 0; fn = f + Uf + U2f + · · · + Un−1f para todo n ≥ 1, y FN = máx0≤n≤N fn ≥ 0,

entonces
∫
{x : FN (x)>0}

f dµ ≥ 0.

Demostración. La prueba se realizó en base a las ideas de Vergaray Albujar (2016).

Es claro que FN ∈ L1
R(µ) pues el máximo de funciones integrables es integrable. Por

otra parte, para cada 0 ≤ n ≤ N se tiene que FN ≥ fn y dado que U es positivo resulta

que UFN ≥ Ufn, ası́

UFN + f ≥ Ufn + f

= U(f + Uf + U2f + · · ·+ Un−1f) + f

= f + Uf + U2f + · · ·+ Unf

Ası́, UFN + f ≥ fn+1. En consecuencia

UFN(x) + f(x) ≥ máx
0≤n≤N

fn+1(x)

= máx
1≤n≤N+1

fn(x)

≥ máx
1≤n≤N

fn(x)

Ahora, por hipótesis se tiene que FN(x) máx
0≤n≤N

fn(x) ≥ 0 por lo cual, si FN(x) > 0

entonces existe n0 que toma valores en el conjunto {0, 1, · · · , N} tal que fn0(x) > 0 =

f0(x), por lo cual

máx
1≤n≤N

fn(x) = máx
0≤n≤N

fn(x) = FN(x)

Ası́,

UFN(x) + f(x) ≥ máx
0≤n≤N

fn(x) = FN(x) cuando FN(x) > 0

De la relación anterior se tiene que
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f ≥ FN − UFN en A = {x : FN(x) > 0}

Ası́, dado que f , FN y UFN son integrables entonces

∫
A

f dµ ≥
∫
A

FN dµ−
∫
A

UFN dµ (2.16)

Ahora, dado que FN = máx0≤n≤N fn ≥ 0 y FN > 0 en A, entonces FN = 0 en Ω− A por

lo que ∫
A

FN dµ−
∫
A

UFN dµ =

∫
Ω

FN dµ+ 0−
∫
A

UFN dµ

=

∫
Ω

FN dµ+

∫
Ω−A

FN dµ−
∫
Ω

UFN dµ

=

∫
Ω

FN dµ−
∫
A

UFN dµ

de donde se tiene que

∫
A

f dµ ≥
∫
Ω

FN dµ−
∫
A

UFN dµ (2.17)

Por otra parte, dado que FN ≥ 0 en Ω y tomando el hecho que U es un operador lineal

positivo, entonces UFN ≥ 0, de donde se puede afirmar que

∫
Ω

UFN dµ ≥
∫
A

UFN dµ (2.18)

Luego, relacionando la desigualdad 2.18 con la desigualdad 2.17 se tiene que∫
A

f dµ ≥
∫
Ω

FN dµ−
∫
A

UFN dµ

≥
∫
Ω

FN dµ−
∫
Ω

UFN dµ

≥
∫
Ω

∥FN∥ dµ−
∫
Ω

∥UFN∥ dµ

≥
∫
Ω

∥FN∥ dµ−
∫
Ω

∥U∥∥FN∥ dµ
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≥
∫
Ω

∥FN∥(1− ∥U∥) dµ

Ahora, dado que ∥U∥ ≤ 1 entonces 0 ≤ 1− ∥U∥ y puesto que ∥FN∥ ≥ 0 entonces∫
Ω

∥FN∥(1− ∥U∥) dµ ≥ 0

Por tanto, ∫
{x : FN (x)>0}

f dµ ≥ 0.

Corolario 2.3.1. Sea T : Ω → Ω una transformación que preserva medida. Si g ∈ L1
R(µ)

y Bα =
{
x ∈ Ω : sup

n≥1

1

n

n−1∑
i=1

g(T i(x)) > α
}

entonces

∫
Bα∩A

gdµ ≥ αµ(Bα ∩ A)

si T−1A = A y µ(A) < ∞.

Demostración. La demostración se realizará bajo el supuesto que µ(Ω) < ∞ y A = Ω.

Sea g = f − α. Entonces

Bα =
∞⋃
n=1

{
x :

n−1∑
i=0

g(T ix) > nα

}

=
∞⋃
n=1

{
x :

(
n−1∑
i=0

g(T ix)

)
− nα > 0

}

=
∞⋃
n=1

{
x :

(
n−1∑
i=0

g(T ix)− α

)
> 0

}
Ahora, dado que f(T ix) = g(T ix)− α resulta que

∞⋃
n=1

{
x :

(
n−1∑
i=0

g(T ix)− α

)
> 0

}
=

∞⋃
n=1

{
x :

n−1∑
i=0

f(T ix) > 0

}
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Por otra parte, dado que para cualquier f ∈ L1
R(Ω) se cumple que U(f) = f(T ) y dado

que fn = f + U(f) + U2(f) + · · ·+ Un−1(f) entonces

fn = f + f(T ) + f(T 2) + · · ·+ f(T n−1) (2.19)

Ası́, resulta que

∞⋃
n=1

{
x :

n−1∑
i=0

f(T ix) > 0

}
=

∞⋃
n=1

{x : fn(x) > 0}

pero
∞⋃
n=1

{x : fn(x) > 0} =
∞⋃

N=1

{x : FN(x) > 0}

Ahora, sea CN = {x |FN(x) > 0} y observe que CN ⊆ CN+1. Por lo cual

ĺım
N→∞

XCN
= XBα

Ası́

ĺım
N→∞

f XCN
= f XBα

y puesto que |f XCn| ≤ |f | donde |f | evidentemente es integrable, entonces por teorema

de convergencia dominada (teorema 2.2.4)∫
CN

f dµ =

∫
Ω

fXCN
dµ →

∫
Ω

fXBαdµ =

∫
Bα

f dµ cuando N → ∞.

Ahora, por teorema 2.3.4 resulta que para todo N ≥ 1∫
CN

f dµ ≥ 0

Ası́ ∫
Bα

f dµ ≥ 0

y dado que f = g − α, entonces∫
Bα

(g − α) dµ ≥ 0 ⇔
∫
Bα

g dµ ≥
∫
Bα

α dµ

por tanto,
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Bα

g dµ ≥ αµ(Bα).

Para el caso general se trabaja la restricción de T a A y se aplica el teorema 2.3.4 para

obtener ∫
Bα∩A

g dµ ≥ αµ(Bα ∩ A).

Teorema 2.3.5 (Teorema ergódico de Birkhoff). Sea T : (Ω,A, µ) → (Ω,A, µ) una

transformación preservadora de medida y f ∈ L1(µ), entonces
1

n

n−1∑
i=0

f(T i(x)) converge

casi en todas partes a una función f ∗ ∈ L1(µ). Además f ∗ ◦T = f ∗ casi en todas partes,

y si µ(Ω) < ∞, entonces
∫

f ∗dµ =

∫
fdµ.

Observación 2.3.1. 1. Si T es ergódica, entonces f ∗ es constante casi en todas

partes, entonces si µ(Ω) < ∞, f ∗ =
1

µ(Ω)

∫
fdµ casi en todas partes.

2. Si (Ω,A, µ) es un espacio de probabilidad y T es ergódica, se tiene que ∀f ∈ L1(µ),

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

f(T i(x)) =

∫
fdµ casi en todas partes.

Demostración. Asumiendo primeramente que µ(Ω) < ∞. Para la demostración del

teorema basta considerar el caso en que f ∈ L1
R(µ). Ası́, para f sean

f ∗(x) = ĺım
n→∞

sup
1

n

n−1∑
i=0

f(T ix)

y

f∗(x) = ĺım
n→∞

ı́nf
1

n

n−1∑
i=0

f(T ix)

Ahora, sea

an(x) =
1

n

n−1∑
i=0

f(T ix).

Observe que f ∗ ◦ T = f ∗ y f∗ ◦ T = f∗ ya que si
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2.3 Teorı́a ergódica Capı́tulo 2. MARCO TEÓRICO

an(T (x)) =
1

n

n−1∑
i=0

f(T i(T (x))) =
1

n

n−1∑
i=0

f(T i+1(x)) =
1

n

n∑
i=1

f(T i(x))

y puesto que

n+ 1

n
an+1(x) =

(
n+ 1

n

)
1

n+ 1

(n+1)−1∑
i=0

f(T i(x)) =
1

n

n∑
i=0

f(T i(x))

resulta que

n+ 1

n
an+1(x)− an(T (x)) =

1

n

n∑
i=0

f(T i(x))− 1

n

n∑
i=1

f(T i(x))

=
1

n
f(x) +

1

n

n∑
i=1

f(T i(x))− 1

n

n∑
i=1

f(T i(x))

=
1

n
f(x)

por lo cual

n+ 1

n
an+1(x)− an(T (x)) =

1

n
f(x) (2.20)

Ahora, tomando el lı́mite superior de la igualdad 2.20, es decir

ĺım sup
n→∞

[
n+ 1

n
an+1(x)− an(T (x))

]
= ĺım sup

n→∞

1

n
f(x) = 0

pero

ĺım sup
n→∞

n+ 1

n
an+1(x) = ĺım sup

n→∞
an+1(x) + ĺım sup

n→∞

1

n
an+1(x) = ĺım sup

n→∞
an+1(x)

por lo cual

ĺım sup
n→∞

an+1(x)− ĺım sup
n→∞

an(T (x)) = 0

lo cual es equivalente a decir que

ĺım sup
n→∞

ĺım sup
n→∞

an+1(x) = ĺım sup
n→∞

an(T (x))

pero
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ĺım sup
n→∞

an(x) = ĺım sup
n→∞

an+1(x)

Ası́,

ĺım sup
n→∞

an(x) = ĺım sup
n→∞

an(T (x))

de donde se concluye que f ∗ = f ∗ ◦ T .

Para probar quef∗ = f∗ ◦ T se toma el lı́mite inferior y se realiza un proceso análogo.

1. Ahora, se debe probar que f ∗ = f∗ casi en todas partes y que pertenecen a L1(µ).

Sean α, β números reales para los cuales se define el conjunto

Eα,β = {x ∈ Ω | f∗(x) < β y f ∗(x) > α}

Observe que

{x | f∗(x) < f ∗(x)} =
⋃

α,β∈Q

{Eα,β | β < α} (2.21)

Ası́, para probar que f ∗ = f∗ casi en todas partes, es suficiente mostrar que

µ(Eα,β) = 0 siempre que α < β. Dado que f ∗ ◦ T = f ∗ y f∗ ◦ T = f∗, es decir, T

es invariante entonces es claro que T−1(Eα,β) = Eα,β y definiendo

Bα =

{
x ∈ Ω | sup 1

n

n−1∑
i=0

f(T ix) > α

}

entonces

Eα,β ∩Bα = Eα,β (2.22)

Luego, del corolario 2.3.1 se sigue que
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Eα,β

f dµ =

∫
Eα,β∩Bα

f dµ

≥ αµ(Eα,β ∩Bα)

= αµ(Eα,β)

Ası́,

∫
Eα,β

f dµ ≥ αµ(Eα,β) (2.23)

Ahora, reemplazando f , α y β por −f , −β y −α respectivamente y usando el

hecho que

(−f)∗ = −f∗ y (−f)∗ = −f ∗

se obtiene que

∫
Eα,β

f dµ ≤ βµ(Eα,β) (2.24)

Por tanto, de 2.23 y 2.24 se tiene que

αµ(Eα,β) ≤ βµ(Eα,β) (2.25)

Ahora, dado que β < α, entonces para que la relación en 2.25 tenga sentido debe

ocurrir que µ(Eα,β) = 0. Ası́

µ

 ⋃
α,β∈Q
β<α

Eα,β

 = 0

Entonces de la igualdad 2.21, se tiene que µ({x : f∗(x) < f ∗(x)}) = 0, es decir

f∗(x) = f ∗(x) casi en todas partes, y por consiguiente
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ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

f(T ix) = f ∗(x)

existe casi en todas partes.

2. Sea g(x) dada por

g(x) =

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

f(T ix)

∣∣∣∣∣
entonces

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

f ◦ T i

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n

n−1∑
i=0

|f | ◦ T i (2.26)

Luego, tomando el lı́mite en 2.26 resulta que

|f ∗| = ĺım
n→∞

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
i=0

f ◦ T i

∣∣∣∣∣ ≤ ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

|f | ◦ T i = |f |∗

por lo cual

|f ∗| ≤ |f |∗ (2.27)

Ası́, por lema de Fatou (lema 2.2.4) se tiene que∫
( ĺım
n→∞

gn) dµ =

∫
|f ∗| dµ

≤
∫

|f |∗ dµ

≤ ĺım
n→∞

ı́nf

∫
1

n

n−1∑
i=0

|f ◦ T i| dµ

= ĺım
n→∞

ı́nf
1

n

∫ n−1∑
i=0

|f ◦ T i| dµ
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= ĺım
n→∞

ı́nf
1

n

∫ n−1∑
i=0

|f | dµ Por la invarianza de T

= ĺım
n→∞

ı́nf

∫
|f | dµ

=

∫
|f | dµ < ∞

Por lo cual,
∫

( ĺım
n→∞

gn) dµ =

∫
|f ∗| dµ, es decir f ∗ ∈ L1(µ).

3. Resta probar que
∫

f dµ =

∫
f ∗ dµ si µ(Ω) < ∞. Sean k ∈ Z y n ≥ 1 para los

cuales se define el conjunto

Dn
k =

{
x ∈ Ω | k

n
≤ f ∗(x) <

k + 1

n

}

Ası́, para cualquier ε > 0 se tiene

Dn
k ∩B k

n
−ε = Dn

k

Ahora, dado que T−1(Dn
k ) = Dn

k entonces por corolario 2.3.1∫
Dn

k

f dµ =

∫
Dn

k∩B k
n−ε

f dµ

≥
(
k

n
− ε

)
µ(Dn

k ∩B k
n
− ε)

=

(
k

n
− ε

)
µ(Dn

k )

por lo que

∫
Dn

k

f dµ ≥
(
k

n
− ε

)
µ(Dn

k )
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y dado que ε es arbitrario se tiene que

∫
Dn

k

f dµ ≥ k

n
µ(Dn

k ) (2.28)

Luego, de acuerdo a como se ha definido Dn
k y de la desigualdad 2.28 resulta que

∫
Dn

k

f ∗ dµ ≤ k + 1

n
µ(Dn

k ) =
k

n
µ(Dn

k ) +
1

n
µ(Dn

k ) ≤
1

n
µ(Dn

k ) +

∫
Dn

k

f dµ

Ahora, dado que Ω pues expresarse como

Ω =
⋃
k∈Z

Dn
k

donde los Dn
k son disjuntos entre si. Entonces tomando la suma sobre k ∈ Z, es

decir

∑
k∈Z

∫
Dn

k

f ∗ dµ ≤
∑
k∈Z

1

n
µ(Dn

k ) +
∑
k∈Z

∫
Dn

k

f dµ

se tiene que

∫
Ω

f ∗ dµ ≤ µ(Ω)

n
+

∫
Ω

f dµ.

Dado que esto es para todo n ≥ 1 y puesto que µ(Ω) < ∞ resulta que

∫
Ω

f ∗ dµ ≤
∫
Ω

f dµ. (2.29)

Ahora, aplicando el mismo argumento a −f se tiene que

∫
Ω

(−f)∗ dµ ≤
∫
Ω

−f dµ
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por lo cual

∫
Ω

f∗ dµ ≥
∫
Ω

f dµ (2.30)

pero se sabe que f ∗ = f∗, ası́

∫
Ω

f ∗ dµ ≥
∫
Ω

f dµ (2.31)

Por tanto, de las desigualdades 2.29 y 2.31 se tiene que∫
Ω

f ∗ dµ =

∫
Ω

f dµ

con lo cual finaliza la prueba para µ(Ω) < ∞.

Para µ(Ω) = ∞ la prueba anterior es válida si se muestra que µ(Eα,β) < ∞ para β < α,

pues esto permite aplicar el corolario 2.3.1.

1. Asumiendo que α > 0. Sea C ∈ A cualquier conjunto con C ⊂ Eα,β y µ(C) < ∞

el cual existe pues Ω es σ−finito. Entonces la aplicación h = f − αXC ∈ L1(µ),

ası́ por el teorema ergódico maximal (teorema 2.3.4)∫
{x : HN (x)>0}

(f − αXC) dµ ≥ 0 Para todo N ≥ 1

pero se sabe que C ⊂ Eα,β ⊂
⋃∞

N=0{x : HN(x) > 0} por lo cual∫
Ω

|f | dµ ≥ αµ(C)

Ası́, µ(C) ≤ 1

α

∫
Ω

|f | dµ para cada C ∈ A con C ⊂ Eα,β y µ(C) < ∞. Dado que Ω

es σ−finito se tiene que µ(Eα,β) < ∞.

2. Si α ≤ 0 entonces β < 0. Aplicando el proceso anterior con −f y −β en lugar de

f y α se tiene que µ(Eα,β) < ∞.

De esta forma finaliza la prueba del teorema.
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2.3.4. Topologı́a débil estrella en M1(Ω) y medidas invariantes

En esta subsección Ω será un espacio métrico. El objetivo es definir la topologı́a

débil estrella en el conjunto M1(Ω) de medidas borelianas de probabilidad en Ω y

enunciar algunos resultados importantes cuando se asume la topologı́a débil estrella

en M1(Ω).

Dada una medida µ ∈ M1(Ω) y un conjunto finito Φ = {ϕ1, ϕ2, · · · , ϕN} de funciones

continuas acotadas ϕ : Ω → R y un número ε > 0, se define el siguiente conjunto:

V (µ,Φ, ε) =

{
v ∈ M1(Ω) :

∣∣∣∣∫ ϕidv −
∫

ϕidµ

∣∣∣∣ < ε, para todo i

}
Observe que la intersección de dos conjuntos arbitrarios que tengan la estructura

anterior contiene algún conjunto de la misma forma. Esto asegura que la colección

{V (µ,Φ, ε) : Φ, ε} puede ser tomada como una base de vecindades de cada µ ∈ M1(Ω).

Definición 2.3.8 (Topologı́a débil estrella de M1(Ω)). La topologı́a débil estrella de

M1(Ω) es la topologı́a definida por las bases de vecindades {V (µ,Φ, ε) : Φ, ε}.

Es decir, los abiertos de la topologı́a débil estrella son los conjunto A ⊂ M1(Ω) tal que

para todo elemento µ ∈ A existe algún V (µ,Φ, ε) contenido en A.

Observación 2.3.2. La topologı́a débil estrella definida en M1(Ω) apenas depende de

la topologı́a de Ω y no de su distancia. La topologı́a es de Hausdorff ya que dadas dos

medidas de probabilidad µ y v distintas, entonces por proposición A.1.3, existe un ε > 0

y alguna función continua acotada ϕ : Ω → R tal que V (µ, {ϕ}, ε) ∩ V (v, {ϕ}, ε) = ∅.

Lema 2.3.1. Una sucesión (µn)n∈N converge para una medida µ ∈ M1(Ω) sı́, y solo si

ĺım
n→∞

∫
ϕ dµn =

∫
ϕ dµ para toda función continua acotada ϕ : Ω → R.

Demostración. Sea ϕ una función continua acotada y sea el conjunto Φ = {ϕ}. Por

hipótesis (µn)n → µ, ası́ para cualquier ε > 0 existe un n tal que µn ∈ V (µ,Φ, ε) para

todo n ≥ n. Pero esto significa que
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∫

ϕ dµ

∣∣∣∣ < ε para todo n ≥ n.

Por lo cual, la sucesión (
∫
ϕ dµn)n converge a

∫
ϕ dµ.

Recı́procamente, sea ϕ un función continua acotada para la cual la sucesión (
∫
ϕ dµn)n

converge a
∫
ϕ dµ. Se quiere probar que, dado cualquier conjunto Φ y ε > 0 existe

un n tal que para todo n ≥ n se cumple que µn ∈ V (µ,Φ, ε). Para verificar esto, sea

Φ = {ϕ1, · · · , ϕN}. La hipótesis garantiza que para cada i existe un ni tal que∣∣∣∣∫ ϕi dµn −
∫

ϕi dµ

∣∣∣∣ < ε para todo n ≥ ni.

Tomando n = máx{n1, · · · , nN}, entonces µn ∈ V (µ,Φ, ε) para todo n ≥ ni.

Proposición 2.3.3. Sea Ω un espacio métrico compacto. Entonces, toda sucesión

(µk)k∈N en M1(Ω) admite alguna subsucesión que es convergente en la topologı́a débil

estrella.

Demostración. Consulte Oliveira y Viana (2014) para la demostración.

Ahora, dada el espacio compacto Ω. Sea T : Ω → Ω una función continua y µ cualquier

mediada en Ω, la aplicación T induce una aplicación T∗ : M1(Ω) → M1(Ω) definida por

T∗(µ)(B) = µ(T−1B) para cualquier conjunto medible B ⊂ Ω

La medida T∗µ es llamada iteración o imagen de µ mediante T . Observe que la medida

µ es invariante por T sı́, y solo si T∗µ = µ.

Lema 2.3.2. Sea µ una medida y ϕ una función medible acotada. Entonces∫
ϕ dT∗µ =

∫
ϕ ◦ T dµ

Demostración. La demostración es sencilla, véase en Oliveira y Viana (2014).

Proposición 2.3.4. La aplicación T∗ : M1(Ω) → M1(Ω) es continua sobre la topologı́a

débil estrella de M1(Ω).
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Demostración. Sea ε > 0 y sea Φ = {ϕ1, · · · , ϕn} cualquier familia de funciones

continuas acotadas. Puesto que T es continua, y dado que la composición de funciones

continuas es continua, entonces la familia de funciones Ψ = {ϕ1◦T, · · · , ϕn◦T} consiste

de funciones continuas acotadas, ası́ por lema 2.3.2 se tiene que

∣∣∣∣∫ ϕi d(T∗µ)−
∫

ϕi d(T∗v)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ (ϕi ◦ T ) dµ−
∫
(ϕi ◦ T ) dv

∣∣∣∣ (2.32)

y por tanto el miembro izquierdo de la igualdad en 2.32 es menor que ε siempre que el

lado derecho sea menor que ε. Esto significa que

T∗(V (µ,Ψ, ε)) ⊂ V (T∗µ,Φ, ε) para todo µ, Φ y ε

ası́, de la contención anterior se infiere que T∗ es continua.

Ahora, dado que cualquier punto x ∈ Ω define la medida delta de Dirac δx, entonces

se tiene que T∗δx = δT (x) para todo x ∈ Ω. Para ver esto, sea B ⊂ Ω cualquier conjunto

medible, y de acuerdo a como se ha definido T∗ se tiene que

(T∗δx)(B) = δx(T
−1B) = δT (x)(B)

Por lo cual, la imagen de la medida δx mediante T n están dadas por

T nδx = T n
∗ δx = δTn(x)

Sea v cualquier medida de probabilidad en Ω, por ejemplo la medida de Dirac en

cualquier punto x ∈ Ω. Entonces se define la sucesión de probabilidades

µn =
1

n

n−1∑
j=0

T j
∗ v (2.33)

Por proposición 2.3.3, la medida 2.33 posee algún punto de acumulación, es decir,

existe una subsucesión (nk)k∈N y alguna probabilidad µ ∈ M1(Ω) tal que

ĺım
k→∞

1

nk

nk−1∑
j=0

T j
∗ v = µ

en la topologı́a débil estrella de M1(Ω). Ası́ tiene lugar el siguiente lema.
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Lema 2.3.3. Todo punto de acumulación de un sucesión (µn)n∈N del tipo 2.33 es una

probabilidad invariante para T .

Demostración. Dada una la sucesión de medidas de probabilidad (µn)n∈N que tiene la

forma de 2.33 en M1(Ω), por proposición 2.3.3 existe una subsucesión (nk)k∈N y alguna

probabilidad µ ∈ M1(Ω) para la cual

ĺım
k

1

nk

nk−1∑
j=0

T j
∗ v = µ

Ahora, dada la aplicación T∗, entonces por proposición 2.3.4 se cumple que

T∗µ = T∗

(
ĺım
k

1

nk

nk−1∑
j=0

T j
∗ v

)

= ĺım
k

T∗

(
1

nk

nk−1∑
j=0

T j
∗ v

)

= ĺım
k

1

nk

nk−1∑
j=0

T j+1
∗ v

= ĺım
k

1

nk

nk∑
j=1

T j
∗ v

Ası́,

T∗µ = ĺım
k

1

nk

nk∑
j=1

T j
∗ v (2.34)

Luego, para probar el lema basta demostrar que T∗µ = µ. Puesto que la subsucesión

(µnk
)k∈N converge en la topologı́a débil estrella a µ, entonces por lema 2.3.1 existe una

familia Φ = {ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn} de funciones continuas acotadas y ε > 0 tal que∣∣∣∣∫ ϕi dµnk
−
∫

ϕ dµ

∣∣∣∣ < ε

2

Pero
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∣∣∣∣∫ ϕi dµnk
−
∫

ϕ dµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1nk

nk−1∑
j=0

∫
ϕi dT

j
∗ v −

∫
ϕ dµ

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1nk

nk−1∑
j=0

∫
(ϕi ◦ T j) dv −

∫
ϕ dµ

∣∣∣∣∣
por lo que

∣∣∣∣∣ 1nk

∫ nk−1∑
j=0

(ϕi ◦ T j) dv −
∫

ϕ dµ

∣∣∣∣∣ < ε

2
(2.35)

Por otra parte, observe que∣∣∣∣∣ 1nk

nk−1∑
j=0

∫
(ϕi ◦ T j) dv − 1

nk

nk∑
j=1

∫
(ϕi ◦ T j) dv

∣∣∣∣∣
es igual a

1

nk

∣∣∣∣∣
(∫

(ϕi ◦ T 0) dv +

nk−1∑
j=1

∫
(ϕi ◦ T j) dv

)
−

(
nk−1∑
j=1

∫
(ϕi ◦ T j) dv +

∫
(ϕi ◦ T nk) dv

)∣∣∣∣∣
por lo que

∣∣∣∣∣ 1nk

nk−1∑
j=0

∫
(ϕi ◦ T j) dv − 1

nk

nk∑
j=0

∫
(ϕi ◦ T j) dv

∣∣∣∣∣ =
1

nk

∣∣∣∣∫ ϕi dv −
∫
(ϕi ◦ T nk) dv

∣∣∣∣
≤ 1

nk

∣∣∣∣∫ ϕi dv

∣∣∣∣+ 1

nk

∣∣∣∣∫ (ϕi ◦ T nk) dv

∣∣∣∣
≤ 1

nk

sup |ϕi|+
1

nk

sup |ϕi|

=
2

nk

sup |ϕi|

Ahora, puesto que ĺım
k

2

nk

sup |ϕi| → 0, entonces
2

nk

sup |ϕi| <
ε

2
para todo i y para todo

k suficientemente grande. Ası́
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∣∣∣∣∣ 1nk

nk−1∑
j=0

∫
(ϕi ◦ T j) dv − 1

nk

nk∑
j=1

∫
(ϕi ◦ T j) dv

∣∣∣∣∣ < ε

2
(2.36)

Luego,de las relaciones en 2.35 y 2.36 y de la desigualdad triangular se tiene que∣∣∣∣∣ 1nk

nk∑
j=1

∫
(ϕi ◦ T j) dv −

∫
ϕi dµ

∣∣∣∣∣
es menor o igual que∣∣∣∣∣
(

1

nk

nk∑
j=1

∫
(ϕi ◦ T j) dv − 1

nk

nk−1∑
j=0

∫
(ϕi ◦ T j) dv

)
+

(
1

nk

nk−1∑
j=0

∫
(ϕi ◦ T j) dv −

∫
ϕi dµ

)∣∣∣∣∣
en consecuencia ∣∣∣∣∣ 1nk

nk∑
j=1

∫
(ϕi ◦ T j) dv −

∫
ϕi dµ

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
+

ε

2
= ε

Por lo cual

ĺım
k

1

nk

nk∑
j=1

T j
∗ v = µ (2.37)

Ası́, de los lı́mites en 2.34 y 2.37, y por unicidad de lı́mite se verifica que T∗µ = µ.
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CAPÍTULO 3

DISEÑO METODOLÓGICO

3.1. Tipo de estudio

Esta investigación es de enfoque cualitativo de carácter descriptivo, debido a que

los datos recopilados son no numéricos y tiene como objetivo caracterizar y describir

los conceptos, teoremas, lemas, corolarios y demás teorı́a matemática relacionada

con las demostración del lema de Kac y prueba del teorema de Szemerédi a través de

elementos propios de la teorı́a ergódica, pero también es de carácter documental ya que

la investigación se desarrolla mediante la información obtenida de la documentación.

3.2. Fuente de información

En este estudio, dentro de las fuente de información no existen fuentes primarias

debido a que no se trabajó con los primeros artı́culos y documentos formulados y

publicados originalmente.

3.2.1. Fuentes secundaria

Entre las fuentes secundarias encontradas durante la recopilación de información

están:

1. Pósteres.

2. Artı́culos cientı́ficos.
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3. Monografı́as y tesis.

4. Libros.

3.3. Procedimiento de recolección de información

La recolección de información se llevó acabo en el periodo comprendido de febrero

de 2022 a julio del mismo año de la siguiente manera:

Inicialmente se hizo una exploración global para conocer sobre la bibliografı́a existente

acerca del tema de estudio, por lo cual se consultaron repositorios institucionales (RIUL

y RIUMA), Repositorio del CNU-Nicaragua y el Repositorio regional SIIDCA-CSUCA,

además se consultaron bases de datos, foros de investigación matemática y revistas

de carácter cientı́fico.

Seguidamente se procedió a la depuración y selección de la bibliografı́a, esto con el ob-

jetivo de contar con la información concreta que permitiera desarrollar la investigación.

La información seleccionada se clasificó en los siguientes grupos:

1. Antecedentes históricos y de investigación.

2. Fundamentos de análisis matemático, topologı́a y análisis funcional.

3. Teorı́a de la medida e integración.

4. Teorı́a ergódica.

5. Sistemas dinámicos y combinatoria aditiva.
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3.4. Plan de análisis

Revisada y seleccionada la información, se dispuso a la estructuración del plan de

investigación y seguidamente se elaboró el documento final, en ambos se ordenaron de

manera coherente y adecuada las definiciones, teoremas, corolarios, lemas y demás

enunciados para poder obtener los resultado correspondientes sobre la relación y

aplicación teórica que tiene la teorı́a ergódica en los sistemas dinámicos discretos y la

combinatoria aditiva.

El documento final se diseñó de forma estratégica ordenando los capı́tulos, secciones

y subsección de manera que la relación y complementación entre diferentes teorı́as

queda expuesta sin traslapar información de un área a otra a menos de ser necesario.

El nivel de dificultad del marco teórico es progresivo a medida que se avanza pero cada

sección se complementa con las anteriores y el apartado de anexos.
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CAPÍTULO 4

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

4.1. Aplicaciones de la teorı́a ergódica

4.1.1. Sistemas dinámicos discretos

Los sistemas dinámicos son el estudio del comportamiento a largo plazo de los

sistemas en evolución. La teorı́a moderna de los sistemas dinámicos se originó a

finales del siglo XIX con preguntas fundamentales sobre el estudio de la estabilidad y

la evolución del sistema solar. (Brin y Stuck, 2002)

Sin embargo, los problemas de la dinámica han fascinado a la comunidad cientı́fica

durante cientos de años, los más notables son los de la dinámica celéste los cuales

consisten en el estudio del movimiento de los cuerpos dentro del sistema solar. De esta

forma surgió el planteamiento de modelos de problemas dinámicos como ecuaciones

diferenciales. A pesar que dichas ecuaciones parecı́an muy simples, estas ocuparon

las mentes de los mejores matemáticos de los siglos XVIII y XIX para los cuales la

herramienta indiscutible para el tratamiento de los problemas dinámicos era el análisis,

sin embargo debido a los errores en los trabajos de Poincaré, este fucionó el análisis

con la geometrı́a para desarrollar un nuevo punto de vista cualitativo para el estudio

de las ecuaciones diferenciales ordinarias, de esta forma surgió lo que actualmente se

conoce como sistemas dinámicos. (Lacomba, 2000)
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Por otra parte, desde los trabajos de Poincaré, cuando se toman secciones trans-

versales a ciertas soluciones, generalmente periódicas, de una ecuación diferencial

ordinaria con el objetivo de estudiar el comportamiento de las órbitas vecinas, aparece

otro tipo de sistema dinámico, llamado sistema dinámico discreto que consiste en el

estudio cualitativo de las ecuaciones en diferencias o iteración de aplicaciones. Estas

tienen muchas aplicaciones en áreas como fı́sica, biologı́a, meteorologı́a, astronomı́a,

economı́a, etcétera. (Lacomba, 2000)

Definición 4.1.1 ( Sistema dinámico). Un sistema dinámico es un par (Ω, T ) donde Ω

es un espacio con cierta estructura, denominado tradicionalmente como espacio de

fase y una dinámica (función) T : Ω → Ω.

Por ejemplo, (Ω, T ) podrı́a ser un espacio de medida y una transformación que preser-

varı́a la medida; un espacio topológico y una función continua o un espacio métrico y

una isometrı́a. Brin y Stuck (2002)

Definición 4.1.2 (Sistema dinámico discreto). Un sistema dinámico a tiempo discreto

consiste en un espacio Ω y una transformación T : Ω → Ω para la cual la n−ésima

iteración de T con n ∈ N, está dada por T n = T ◦ T ◦ · · · ◦ T .

Se define T 0 como la función identidad usualmente denotada por Id; si T es invertible

entonces T−n = T−1 ◦T−1 ◦ · · · ◦T−1 n veces. Además T n+m = T n ◦Tm, esta propiedad

algebraica se llama propiedad de grupo, lo cual significa que, si estas iteraciones son

invertibles forman un grupo, y un semigrupo en caso contrario.

Definición 4.1.3 (Sistema dinámico continuo). Un sistema dinámico a tiempo continuo

consiste en un espacio Ω y una familia de mapas de un parámetro de {T n : Ω → Ω},

con n ∈ R ó n ∈ R+
0 , que forma un grupo o semigrupo, es decir T n+m = T n ◦ Tm y

T 0 = Id

Definición 4.1.4 (Semiorbita positiva). Para un elemento x ∈ Ω definimos la semiorbita

positiva de x por O+
T (x) =

⋃
n≥0

T n(x)
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Definición 4.1.5 (Semiorbita negativa). Para x ∈ Ω definimos la semiorbita negativa de

x por O−
T (x) =

⋃
n≤0

T n(x)

Definición 4.1.6 (Órbita). La órbita de un punto x ∈ Ω mediante T se define como

O+
T (x) ∪ O−

T (x) =
⋃
n

T n(x)

Definición 4.1.7 (Punto periódico). Un punto x ∈ Ω es un punto periódico de periodo

R > 0 si TR(x) = x. La órbita de un punto periódico es llamada órbita periódica.

Definición 4.1.8 (Periodo mı́nimo). Si x es un punto periódico, pero no un punto fijo, al

mı́nimo número positivo R tal que TR(x) = x se le llama periodo mı́nimo de x.

Definición 4.1.9 (Punto eventualmente periódico). Si f s(x) es periódico para algún

s > 0, se dice que x es eventualmente periódico.

Definición 4.1.10 (Sistema preservador de medida). Si T es una transformación que

preserva medida en un espacio medible (Ω,A, µ), llamamos sistema preservador de

medida a la cuádrupla (Ω,A, µ, T ).

Proposición 4.1.1. Si T es ergódica en (Ω,A, µ), entonces TA es ergódica en (A,A ∩

A, µA).

Demostración. Sea C un conjunto medible en A ∩ A tal que T−1
A (C) = C. Se debe

probar que µA(C) = 0 ó 1, pero dado que µA(C) = µA(T
−1(C)) es decir

µ(C)

µ(A)
=

µ(T−1
A (C))

µ(A)

entonces, probar lo anterior es equivalente a probar que µ(C) = 0 o que µ(C) = µ(A).

Ası́, sean los conjuntos

Ek = {x ∈ A |nA(x) = k}

E∗
k = {x ∈ Ω− A |T (x), · · · , T k−1(x) /∈ A, T k(x) ∈ A}

Ahora, puesto que A =
∞⋃
k=1

Ek entonces se tiene que
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C = T−1
A (C) =

∞⋃
k=1

(Ek ∩ T−k(C)).

Por otra parte, sean los conjuntos

F =
∞⋃
k=1

(E∗
k ∩ T−k(C)) (4.1)

y

G = F ∪ C (4.2)

Note que la unión de F y C es disjunta. Ahora, puesto que

T−1(A) = E1 ∪ E∗
1 (4.3)

y

T−1(E∗
k) = Ek+1 ∪ E∗

k+1 (4.4)

por lo cual

T−1(G) = T−1(F ) ∪ T−1(C)

=
∞⋃
k=1

((Ek+1 ∪ E∗
k+1) ∩ T−(k+1)(C)) ∪ ((E1 ∪ E∗

1) ∩ T−1(C))

=
∞⋃
k=1

(Ek ∩ T−k(C)) ∪
∞⋃
k=1

(E∗
k ∩ T−k(C))

= C ∪ F

= G

entonces G es un conjunto invariante bajo T . Ahora, dado que T es ergódica entonces

se tienen los siguientes casos:
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1. Si µ(G) = 0, entonces µ(F ∪ C) = 0 por lo cual µ(C) = 0 de lo cual resulta que

µA(C) = 0.

2. Si µ(G) = 1, se tiene que µ(X −G) = 0 y dado que

X −G = (A− C) ∪ ((X − A)− F ) ⊇ A− C

ası́,

0 = µ(X −G) ≥ µ(A− C)

por lo que µ(A− C) = 0, o equivalentemente µ(A) = µ(C) de donde se deduce

que µA(C) = 1.

Por tanto, la transformación TA es ergódica.

En este punto, es importante recordar que en presencia de medidas invariantes el

teorema 2.3.2 es aplicable, es decir, garantiza que la recurrencia ocurre en casi todas

partes lo cual aporta información cualitativa, sin embargo una necesidad natural es

conocer resultados cuantitativos sobre la recurrencia del sistema.

En 1947 el matemático polaco−estadounidense Mark Kac (1914 − 1984) estableció

una expresión para dar respuesta a la necesidad de conocer el tiempo de retorno.

Tal estimación cuantitativa ha sido una herramienta muy útil en el estudio de otras

propiedades de recurrencia. (Varandas, 2016)

El enunciado que permite conocer el tiempo de retorno de un sistema, se enuncia en el

siguiente lema llamado lema de Kac en honor a Mark Kac.

Lema 4.1.1 (Lema de Kac). Sea T una transformación ergódica preservadora de

medida en un espacio de probabilidad (Ω,A, µ). Sea A un subconjunto medible de Ω tal

que µ(A) > 0, y sea n(x) la función de primer tiempo de retorno dada en la definición

2.3.3 y sea TA la transformación inducida de T en A, entonces
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A

nAdµ = 1

de donde se tiene que nA ∈ L1(A,A ∩ A, µA) y que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

nA

(
T i
A(x)

)
=

1

µ(A)

casi en todas partes sobre el conjunto A.

Demostración. Sea (Ω,A, µ) un espacio de probabilidad y sea T un transformación

ergódica y A ⊂ Ω un subconjunto tal que µ(A) > 0.

Para cada n ≥ 1 sean los conjuntos

En = {x ∈ A : T (x) /∈ A, . . . , T n−1(x) /∈ A, T n(x) ∈ A}

E∗
n = {x ∈ Ω : x /∈ A, T (x) /∈ A, . . . , T n−1(x) /∈ A, T n(x) ∈ A}

Ası́, por definición de función de primer retorno, En es el conjunto de todos los puntos

x ∈ A que retornan por primera vez a A exactamente en el momento n, es decir

En = {x ∈ A : nA(x) = n}

De manera similar, E∗
n es el conjunto de todos los puntos x /∈ A que entran por primera

vez a A exactamente en el momento n.

Es claro que estos conjuntos son medibles ya que A es medible y por consecuencia Ac

también es medible. Ahora, dado que T es medible, entonces T−1(Ac) es medible. Ası́,

por definición de antiimagen se tiene que

En = A ∩ T−1(Ac) ∩ T−2(Ac) ∩ · · · ∩ T−(n−1)(Ac) ∩ T−n(A)

Luego, En es la intersección finita de conjunto medibles, por lo cual En es medible y en

consecuencia nA : A → N ∪ {∞} es medible. Un argumento similiar se usa para probar

que E∗
n es medible.
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Por otra parte, de acuerdo a como se han definido los En y E∗
n para n ≥ 0, estos

conjuntos son disjuntos dos a dos y su unión es Ω. Luego

Ω =
⋃
n≥0

(En ∪ E∗
n) ⇔ µ(Ω) =

∞∑
n=0

µ(En ∪ E∗
n)

=
∞∑
n=0

(µ(En) + µ(E∗
n))

= µ(E0) + µ(E∗
0) +

∞∑
n=1

(µ(En) + µ(E∗
n))

Ahora, de acuerdo a como se definió el conjunto E0, por el teorema de recurrencia de

Poincaré (teorema 2.3.2), se tiene que µ(E0) = 0, ası́

µ(Ω) = µ(E∗
0) +

∞∑
n=1

(µ(En) + µ(E∗
n)) (4.5)

Ahora, observe que

T−1(E∗
n) = E∗

n+1 ∪ En+1 para todo n. (4.6)

Para ello, considere un punto y tal que y ∈ T−1(E∗
n), luego por definición de imagen

T (y) ∈ E∗
n, ası́ por definición de E∗

n, la primera iteración de T (y) que está en A es

T n(T (y)) = T n+1(y), pero esto ocurre sı́, y solo si y pertenece a cualquiera de los

siguientes conjuntos

E∗
n+1 = {x /∈ A : x /∈ A, T (x) /∈ A, . . . , T n−1(x) /∈ A, T n(x) /∈ A, T n+1(x) ∈ A}

En+1 = {x ∈ A : T (x) /∈ A, . . . , T n−1(x) /∈ A, T n(x) /∈ A, T n+1(x) ∈ A}

Con lo cual se prueba la igualdad 4.6. Ahora, dada la invarianza de la transformación T

se tiene que

µ(E∗
n) = µ(T−1(E∗

n)) para todo n
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y de la igualdad 4.6 resulta que

µ(E∗
n) = µ(T−1(E∗

n))

= µ(E∗
n+1 + En+1)

= µ(E∗
n+1) + µ(En+1)

Ası́,

µ(E∗
n) = µ(E∗

n+1) + µ(En+1) para todo n (4.7)

Ahora, iterando la relación 4.7 repetidamente, se obtiene que

µ(E∗
n) = µ(E∗

n+1) + µ(En+1)

= µ(T−1(E∗
n+1)) + µ(En+1)

= µ(E∗
n+2) + µ(En+2) + µ(En+1)

= µ(T−1(E∗
n+2)) + µ(En+2) + µ(En+1)

= µ(E∗
n+3) + µ(En+3) + µ(En+2) + µ(En+1)

...
...

= µ(E∗
m−1) + µ(Em−1) + . . .+ µ(En+2) + µ(En+1)

= µ(T−1(E∗
m−1)) + µ(Em−1) + . . .+ µ(En+2) + µ(En+1)

= µ(E∗
m) + µ(Em) + µ(Em−1) + . . .+ µ(En+2) + µ(En+1)
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= µ(E∗
m) +

m∑
i=n+1

µ(Ei) para todo m > n

Es decir,

µ(E∗
n) = µ(E∗

m) +
m∑

i=n+1

µ(Ei) para todo m > n (4.8)

Por otra parte, al sustituir 4.8 en 4.5 se tiene

µ(Ω) = µ(E∗
0) +

∞∑
n=1

(
µ(En) + µ(E∗

m) +
m∑

i=n+1

µ(Ei)

)

= µ(E∗
0) +

∞∑
n=1

µ(E∗
m) +

∞∑
n=1

(
µ(En) +

m∑
i=n+1

µ(Ei)

)
Ahora, se sabe que µ(Ω) es finita, pero

∑∞
n=1 µ(E

∗
m) es una suma infinita de µ(E∗

m), por

lo cual para que la igualdad anterior tenga sentido debe ocurrir que µ(E∗
m) = 0 cuando

m → ∞. Por tanto, tomando el lı́mite cuando m → ∞ en la igualdad 4.8 resulta

ĺım
m→∞

µ(E∗
n) = ĺım

m→∞

(
µ(E∗

m) +
m∑

i=n+1

µ(Ei)

)

= ĺım
m→∞

µ(E∗
m) + ĺım

m→∞

m∑
i=n+1

µ(Ei)

=
∞∑

i=n+1

µ(Ei)

Por lo cual

µ(E∗
n) =

∞∑
i=n+1

µ(Ei) (4.9)

Ası́, de la igualdad 4.9 resulta que

µ(Ω) = µ(E∗
0) +

∞∑
n=1

(
µ(En) +

∞∑
i=n+1

µ(Ei)

)
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= µ(E∗
0) +

∞∑
n=1

(
∞∑
i=n

µ(Ei)

)
Ahora, observe que

∞∑
n=1

(
∞∑
i=n

µ(Ei)

)
=

∞∑
i=1

µ(Ei) +
∞∑
i=2

µ(Ei) +
∞∑
i=3

µ(Ei) + · · ·

= (µ(E1) + µ(E2) + · · · ) + (µ(E2) + µ(E3) + · · · ) + · · ·

= µ(E1) + 2µ(E2) + 3µ(E3) + · · ·

=
∞∑
n=1

nµ(En)

Ası́,

µ(Ω) = µ(E∗
0) +

∞∑
n=1

nµ(En)

Luego, se obtiene que

µ(Ω)− µ(E∗
0) =

∞∑
n=1

nµ(En) =

∫
A

nA dµ

Por lo cual

µ(Ω)− µ(E∗
0) =

∫
A

nA dµ. (4.10)

Ahora se probará que µ(E∗
0) = 0, para ello, considere los conjuntos

E∗
0 = {x ∈ Ω : T n(x) /∈ A,∀n ≥ 0}

(E∗
0)

c = {x ∈ Ω : T n(x) ∈ A,∀n ≥ 1}

Ası́, observe que

E∗
0 = T−1(Ac) ∩ T−2(Ac) ∩ · · · ∩ T−n(Ac) ∩ · · ·

Por lo cual, E∗
0 es la intersección de conjuntos medibles y por tanto es medible, ası́

(E∗
0)

c es medible. Luego,
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(E∗
0)

c =

(
∞⋂
n=1

T−n(Ac)

)c

=
∞⋃
n=1

(T−n(Ac))c =
∞⋃
n=1

T−n(A)

Ahora, dado que T es ergódica, entonces por teorema 2.3.3 (1 ⇒ 3) se tiene que

µ((E∗
0)

c) = µ

(
∞⋃
n=1

T−n(A)

)
= 1

y en consecuencia se debe cumplir que µ(E∗
0) = 0. Ası́, de 4.10 y del hecho que

(Ω,A, µ) es un espacio de probabilidad resulta que

∫
A

nA dµ = 1 (4.11)

Por lo cual nA es integrable, entonces se sigue que nA ∈ L1(A,A ∩ A, µA) y por

proposición 2.3.2, la transformación TA es µA−invariante, entonces por el teorema

ergódico de Birkhoff (teorema 2.3.5) existe una función f̃ en L1(A,A ∩ A, µA) para la

cual

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

n(T i
Ax) = f̃ (4.12)

Ahora, dado que T es ergódica en (Ω,A, µ), por proposición 4.1.1, TA es ergódica en

(A,A ∩ A, µA) y puesto que µ(A) < ∞ entonces de la observación 2.3.1 del teorema

ergódico de Birkhoff (teorema 2.3.5) resulta que

f̃ =
1

µ(A)

∫
A

nA dµ (4.13)

por lo cual, de las igualdades 4.12 y 4.13 se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

n(T i
Ax) = f̃ =

1

µ(A)

∫
A

nA dµ =
1

µ(A)

De donde se concluye que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

n(T i
Ax) =

1

µ(A)
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Ası́, el Lema de Kac establece que, el tiempo medio de retorno de un punto de A, es

inversamente proporcional al tamaño del conjunto A, es decir, es igual a
1

µ(A)
.

Ahora, regresando al ejemplo 2.3.1. Para dar una respuesta a la paradoja, es necesario

recurrir a cálculos aproximados que se realizan con el tiempo de recurrencia, aquı́

entra en juego el lema 4.1.1. De acuerdo a estimaciones sobre el primer tiempo medio

de retorno, este es finito pero excesivamente grande, de hecho se estima en 210
23

años, lo cual es mayor que la edad del universo, de esto hecho se sabe que no existe

contradicción y solo hay que esperar una cantidad de tiempo extremadamenta grande

pero finita.

4.1.2. Combinatoria aditiva

La combinatoria aditiva es una rama de las matemáticas que se encuentra en la

intersección de la combinatoria, teorı́a de números, análisis de Fourier y teorı́a ergódica.

Los objetos de estudio dentro de la combinatoria aditiva son los subconjuntos de los

enteros o de otros grupos abelianos más generales en los cuales interesan las propie-

dades y patrones que pueden expresarse mendiante sumas y múltiplicación. (Trevisan,

2009)

Un resultado bastante interesante dentro de la combinatoria aditiva formulado en 1936

por los matemáticos húngaros Paul Erdös (1913− 1996) y Pál Turán (1910− 1976) fué la

conjetura de Erdös−Turán la cual propone que, la existencia de progresiones aritméti-

cas de una longitud dada k en un subconjunto de los enteros está garantizada por

razones de densidad. Este fué un problema sin solución hasta que en 1953 Klaus Roth

(1925− 2015) obtuvo el primer resultado alentador sobre la conjetura de Erdös−Turán

para el caso en que las progresiones aritméticas tienen longitud k igual a tres y suce-

sivamente en 1969 el matemático húngaro Endre Szemerédi extendió el teorema de

Roth para progresiones de longitud cuatro utilizando métodos combinatorios. (Lugosi y

Serra, 2012)
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A pesar de las demostraciones para progresiones de longitud tres y cuatro, el caso

general seguı́a siendo un problema sin una prueba concreta, hasta que en 1975 nue-

vamente Endre Szemerédi en una sesión abordada en el Collaque de Théorie de

Graphes et Combinatoire en Marseille, Francia presentó la demostración de la conjetura

de Erdös−Turán para progresiones aritméticas de longitud arbitraria. (Lugosi y Serra,

2012)

Figura 4.1: Flujo del teorema de Szemerédi en combinatoria aditiva, donde Kk ≡
Hecho k, Lk ≡ Lema k, T ≡ Teorema, C ≡ Corolario, D ≡ Definiciones B, S, P, α, β,
etc, tm ≡ Definición de tm, vdW ≡ Teorema de Van der Waerden, F0 ≡ Si f : R+ → R+

es subaditiva, entonces existe ĺım
n→∞

f(n)

n
.

Fuente: Tomada de “Endre Szemerédi, Premio Abel 2012”, El Diablo de los Números
(p. 541), 2012, La Gaceta de la RSME Vol. 15 (2012), Núm. 3, Págs. 537–559.

La demostración brindada por Szemerédi utiliza métodos de la combinatoria bastantes

complejos, el flujo de la demostración puede verse en la figura 4.1. Probablemente la

complejidad de la demostración impulsó a muchos matemáticos a buscar una nueva

forma de probar el teorema utilizando métodos diferentes a los de la combinatoria. De

forma extravagante el matemático israelı́ Hillel Furstenberg proporcionó una brillante

demostración utilizando métodos de la teorı́a ergódica, además mediante el principio
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Capı́tulo 4. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 4.1 Aplicaciones de la teorı́a ergódica

de correspondencia el cual lleva su nombre estableció que teorema de Szemerédi es

equivalente al teorema de recurrencia múltiple de Furstenberg.

La demostración del teorema de Szemerédi mediante métodos combinatorios se en-

cuentra en el artı́culo Szemerédi (1975) y la prueba formulada por Furstenberg haciendo

uso de métodos ergódicos puede verse en Furstenberg (1977).

Definición 4.1.11 (Progresión aritmética). Una progresión aritmética finita es una

sucesión de la forma

m+ n,m+ 2n, . . . ,m+ qn con m ∈ Z y n, q ≥ 1

el número q es llamado longitud de la progresión.

Definición 4.1.12 (Densidad superior de Banach). Dado un subconjunto A de Z o N, la

densidad superior de Banach de A, denotada por dB(A), es

dB(A) = ĺım
|I|→∞

sup
|A ∩ I|
|I|

donde I abarca intervalos de Z o N. Es decir, para alguna sucesión de intervalos {Ik}

con Ik = (ak, bk), bk − ak → ∞ se tiene

ĺım
|Ik|→∞

|A ∩ Ik|
|Ik|

= dB(A)

y para cualquier otra sucesión con |Ik| → ∞

ĺım
|Ik|→∞

sup
|A ∩ Ik|
|Ik|

≤ dB(A).

La densidad inferior de Banach se define de forma similar intercambiando el sup por ı́nf

en la definición anterior.

Definición 4.1.13 (Conjunto de funciones continuas). Dado un espacio de Hausdorff X,

denotamos por C(X) al conjunto de todas las funciones continuas f : X → K, esto es:

C(X) = {f : X → K | f es continua}
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Definición 4.1.14. Sea X un espacio de Hausdorff y sea Cb(X) el conjunto de todas

las funciones continuas f : X → K tal que ∥ f ∥= sup{|f(x)| : x ∈ X} < ∞, esto decir,

Cb(X) = {f : X → K | f es continua y ∥ f ∥< ∞}

Observación 4.1.1. El conjunto Cb(X) con

1. (f + g) : X → K mediante

(f + g)(x) = f(x) + g(x) para todo f, g ∈ Cb(X)

2. Para α ∈ K, y x ∈ X, definimos (αf)(x) = αf(x)

es un espacio de Banach.

Definición 4.1.15. Sea X un espacio de Hausdorff, definimos el conjunto de todas las

funciones continuas f : X → K que sea anulan en el infinito por C0(X).

Observación 4.1.2. Si X = R, entonces C0(R) es el conjunto de todas las funciones

f : R → K tal que

C0(R) = {f : R → K | f es continua y ĺım
x→±∞

f(x) = 0}

Observación 4.1.3. Si X es un espacio compacto de Hausdorff, se cumple que

C0(X) = Cb(X) = C(X)

Definición 4.1.16. Llamamos carga en un espacio medible (Ω,A) a toda función

µ : A → (−∞,+∞], numerablemente aditiva y tal que µ(∅) = 0.

Proposición 4.1.2. Sea X un espacio topológico, y XA la función caracterı́stica de

A ⊂ X. Entonces XA es continua sı́, y solo si A es abierto y cerrado.

Demostración. (⇒) Suponga XA una función continua. Observe que XA : A → {0, 1}

es una aplicación continua entre espacios topológicos si se considera cada sub-

conjunto de R con la topologı́a discreta. Luego, X−1
A ({1}) = A y dado que {1} es
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cerrado en {0, 1} entonces A es cerrado en X debido a la continuidad de XA.

De manera similiar, dado que el conjunto {0} es cerrado en {0, 1} entonces por la

continuidad de XA el conjunto X−1
A ({0}) = Ac es cerrado en X, luego (Ac)c = A

es abierto en X.

(⇐) Sea A un subconjunto abierto y cerrado de X. Para mostrar que XA es continua se

debe probar que, para cualquier subconjunto abierto U de R, el conjunto X−1
A (U)

es abierto en X. Ası́

X−1
A (U) =



∅ si 1 /∈ U y 0 /∈ U

A si 1 ∈ U y 0 /∈ U

Ac si 1 /∈ U y 0 ∈ U

X si 1 ∈ U y 0 ∈ U

Ahora, es claro que ∅ y X son abiertos, además por hipótesis el conjunto A es

abierto y dado que además A es cerrado entonces Ac es abierto, por lo cual XA

es una aplicación continua.

Definición 4.1.17 (Medidas reales y complejas). Llamamos medida real en (Ω,A) a

toda carga finita µ : A → R; llamamos medida compleja en (Ω,A) a toda carga finita

µ : A → C

Definición 4.1.18 (Variación de una medida compleja). Dada una medida compleja µ

en un espacio medible (Ω,A) y A ∈ A, llamaremos variación de µ a la medida

| µ | (A) = sup

{
n∑

i=1

| µ(Ai) | : Ai ∈ A, Ai ∩ Aj = ∅ con i ̸= j,∪Ai = A

}
Definición 4.1.19 (Variación total de una medida compleja). Dada una medida compleja

µ en un espacio medible (Ω,A), llamaremos variación total de µ al valor
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∥µ∥ =| µ | (Ω)

Definición 4.1.20. M(Ω) se define como el conjunto de todas las medidas borelianas

complejas en Ω.

Teorema 4.1.1 (Teorema de representación de Riesz). Si Ω es un espacio localmente

compacto de Hausdorff y µ ∈ M(Ω), definimos Fµ : C0(Ω) → R por

Fµ(f) =

∫
fdµ

entonces Fµ ∈ C0(Ω)
∗ y el mapeo µ → Fµ es un isomorfismo isométrico de M(Ω) en

C0(Ω)
∗.

A continuación se enuncia el teorema de recurrencia múltiple de Furstenberg, herra-

mienta central para la prueba del teorema de Szemerédi.

Teorema 4.1.2 (Teorema de recurrencia múltiple de Furstenberg). Si (Ω,A, µ) es un

espacio de medida y T una transformación en (Ω,A, µ) que preservan la medida,

entonces para cualquier E ∈ A con µ(E) > 0 existe un entero n ≥ 1 tal que

µ(E ∩ T−nE ∩ T−2nE ∩ · · · ∩ T−(k−1)nE) > 0

Lema 4.1.2. Dado el conjunto finito {0, 1} y el producto cartesiano de {0, 1} consigo

mismo un número contable de veces denotado por Ω, esto es Ω = {0, 1}Z y definamos

la aplicación d : Ω× Ω → R mediante

d(x, y) =


1
k

si x ̸= y donde k = mı́n{|j|+ 1 : xj ̸= yj}

0 si x = y

entonces Ω es metrizable con la aplicación d.

Demostración. Van Amstel y cols. (2018). Es necesario mostrar que la función d

satisface la condiciones de la definición 2.1.15.

1. Dados dos punto cualquieras x e y distintos en Ω, observe que
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1 ≤ mı́n{|j|+ 1 : xj ̸= yj} < ∞,

entonces

0 <
1

mı́n{|j|+ 1 : xj ̸= yj}
≤ 1

por lo cual la aplicación d toma valores finitos para cualquier par (x, y) en Ω, ası́

d(x, y) ∈
{
1

n
: n ∈ N

}
⊆ R+, entonces d(x, y) ≥ 0.

2. Por la definición de la función d : Ω × Ω → R se tiene que si x = y entonces

d(x, y) = 0.

Recı́procamente, si d(x, y) = 0 entonces x = y pues si x ̸= y resulta que

d(x, y) ∈
{
1

n
: n ∈ N

}
y

1

n
> 0 para cualquier n ∈ N, lo cual contradice el he-

cho que d(x, y) = 0, por tanto x = y.

3. Dados cualquier par de puntos arbitrarios x e y de Ω, entonces

d(x, y) =
1

mı́n{|j|+ 1 : xj ̸= yj}
=

1

mı́n{|j|+ 1 : yj ̸= xj}
= d(y, x)

por lo que se verfica que d(x, y) = d(y, x).

4. Sean x, y y z elementos distintos de Ω. Se mostrará que d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Sean los números A, B y C definidos como

A = mı́n{|j|+ 1 : xj ̸= yj}

B = mı́n{|j|+ 1 : xj ̸= zj}

C = mı́n{|j|+ 1 : zj ̸= yj}

Ası́, se tienen los siguientes casos:

i. Si A = B = C, entonces resulta que
1

A
≤ 2

A
=

1

B
+

1

C
por lo cual d(x, y) ≤

d(x, z) + d(z, y).
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ii. Si B < A < C ó B < C < A.

Asumiendo que B < A < C resulta que
1

B
>

1

A
>

1

C
. Ahora, puesto que

1

C
> 0 entonces

1

C
+

1

A
>

1

A
, ası́

1

B
+

1

C
>

1

A
+

1

C
>

1

A
por tanto d(x, y) ≤

d(x, z) + d(z, y).

De manera similiar, si B < C < A entonces
1

B
>

1

C
>

1

A
, luego dado que

1

C
+

1

A
>

1

A
se infiere que

1

B
+

1

C
>

1

A
, ası́ d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

iii. Si B < A = C ó B = A < C.

Suponiendo que B < A = C, entonces
1

B
>

1

A
y

1

B
>

1

C
por lo cual

1

B
+

1

C
>

1

A
+

1

C
=

2

A
>

1

A

por tanto d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y). La prueba es similar para B = A < C.

iv. Falta probar que las desigualdades A < B < C y A < C < B no son posibles.

Asumiendo que A < B < C, entonces por definición de A, B y C se tiene

que

xk = yk, ∀k ∈ {−A+ 1, · · · , A− 1}

xk = zk, ∀k ∈ {−B + 1, · · · , B − 1}

zk = yk, ∀k ∈ {−C + 1, · · · , C − 1}

mientras alguna de cada una de las siguientes posibilidades es cierta

xA ̸= yA ó x−A ̸= y−A

xB ̸= zB ó x−B ̸= z−B

zC ̸= yC ó z−C ̸= y−C
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Pero, dado que xk = zk para cualquier k ∈ {−B + 1, · · · , B − 1} y zk = yk

para todo k ∈ {−C + 1, · · · , C − 1} y B < C entonces se tiene que xk = yk

por lo menos para todo k ∈ {−B + 1, · · · , B − 1}. Pero dado que A < B, lo

cual contradice el hecho que xA ̸= yA o que x−A ̸= y−A por lo que A < B < C

no es posible. Para el caso en que A < C < B se usa un argumento similar.

Por tanto, se concluye que d : Ω× Ω → R es una métrica en Ω.

Definición 4.1.21. Sea Ω el espacio métrico definido en el lema 4.1.2, la aplicación

T : Ω → Ω definida por

T ((xi)i∈Z) = (xi+1)i∈Z

se denomina función de desplazamiento o Shift.

Lema 4.1.3 (Van Amstel y cols. (2018)). Sea (Ω, d) el espacio métrico definido en el

lema 4.1.2, entonces la función de desplazamiento T es continua en (Ω, d).

Demostración. Se desea mostrar que la aplicación T : Ω → Ω es continua. Para

ello se probará que T es Lipschitz continua. Sean x, y elementos de Ω y definiendo

m0 = mı́n{|j|+ 1 : xj ̸= yj}. Se tienen los siguientes caso:

1. Si m0 = 1 entonces x0 ̸= y0, por lo cual d(T (x), T (y)) ≤ 2 =
2

m0

= 2d(x, y).

2. Si m0 > 1 y j > 0 para |j| + 1 = mı́n{|j| + 1 : xj ̸= yj}, entonces mı́n{|j| + 1 :

(T (x))j ̸= (T (y))j} = m0 − 1, ası́ d(T (x), T (y)) =
1

m0 − 1
≤ 2

m0

= 2d(x, y).

3. Si m0 > 1 y j < 0 para |j| + 1 = mı́n{|j| + 1 : xj ̸= yj}, entonces mı́n{|j| + 1 :

(T (x))j ̸= (T (y))j} = −m0 + 1, ası́

d(T (x), T (y)) =
1

−m0 + 1
≤ 1

m0

≤ 2

m0

= 2d(x, y)

Puesto que lo anterior cubre todos los casos posibles, entonces se concluye que T es

Lipschitz continua con constante igual a 2, por lo cual es uniformemente continua y en

consecuencia continua.
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Lema 4.1.4. El espacio métrico (Ω, d) del lema 4.1.2 es compacto.

Demostración. Van Amstel y cols. (2018). Sea (xn)n∈N una sucesión en Ω. Dado que

{0, 1} es un conjunto finito, entonces existe algún α0 ∈ {0, 1} tal que |{n ∈ N : xn(0) =

α0}| = ∞. Definiendo al conjunto K0 = {n ∈ N : xn(0) = α0} y n1 = mı́nK0.

Ahora, sea K1 = {n > n1 : xn(0) = α0, xn(1) = α1, xn(−1) = α1} donde α1 ∈ {0, 1} se

ha tomado de tal forma que |K1| = ∞ y tomando n2 = mı́nK1.

Siguiendo de esta forma se tiene que, para todo j ≥ 2 se tiene que Kj = {n > nj−1 :

xn(i) = αi, xn(−i) = αi, ∀ i ∈ {0, 1, · · · , j − 1}, xn(j) = αj, xn(−j) = αj} donde los αi

están definidos para todo i ∈ {0, 1, · · · , j − 1} y donde αj ∈ {0, 1} tal que |Kj| = ∞.

Ahora, definiendo nj+1 = mı́nKj y sea x = {· · · , α2, α1, α0, α1, α2, · · · } ∈ Ω.

Es evidente que la subsucesión (xnj
)j∈N de (xn)n∈N converge a x ∈ Ω, ası́ para probar

este hecho, tomando cualquier ε > 0 fijo, existe N ∈ N tal que
1

N
< ε. Luego, es

suficiente mostrar d(xnk
, x) < ε. Ası́, por definición de la subsucesión (xnj

)j∈N

mı́n{|j|+ 1 : (xnk
)(j) ̸= x(j)} ≥ N + 1 > N

entonces, d(xnk
, x) ≤ 1

N+1
< 1

N
< ε para todo k ≥ N . Dado que la elección de ε > 0 es

arbitraria, entonces la subsucesión (xnj
)j∈N converge a x. Puesto que (xnj

)j∈N es una

subsucesión arbitraria contenida en Ω se concluye que (Ω, d) es un espacio métrico

compacto.

Teorema 4.1.3 (Teorema de Szemerédi). Si A es un subconjunto de Z con densidad

superior positiva de Banach, entonces A contiene infinitas progresiones aritméticas de

longitud arbitraria.

Demostración. La construcción de la demostración toma algunas de las ideas de

Chulluncuy Centeno (2014). Sea A ⊆ Z un subconjunto con densidad superior positiva

de Banach, y definase el conjunto {0, 1} con la topologı́a discreta, y denotando por
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X = {0, 1}Z al producto cartesiano de {0, 1} consigo mismo un número contable de

veces. Ası́, por lema 4.1.2, el conjunto X es metrizable con la distancia

d(x, y) =


1
k

si x ̸= y donde k = mı́n{|j|+ 1 : xj ̸= yj}

0 si x = y

donde x, y ∈ X.

Ahora, dado que {0, 1} es compacto, entonces por el teorema de Tychonoff (teorema

2.1.8), X con la topologı́a producto τP es compacto, y por lema 4.1.4, (X, d) es un

espacio métrico compacto. Ahora, puesto que {0, 1} es un espacio de Hausdorff, enton-

ces X es de Hausdorff.

Por otra parte, para cada i ∈ Z sean las funciones de proyección de coordenadas

πi : X → {0, 1}, y sea T : X → X la aplicación de desplazamiento dada por

T ((zi)i∈Z) = (zi+1)i∈Z

Luego, por lema 4.1.3, la aplicación T es continua en X.

Ahora, para cada x = (xi)i∈Z ∈ X, se define xi como

xi =


1 si i ∈ A

0 si i /∈ A

Ahora, considerando el conjunto de órbitas de un punto x ∈ X, H = {T n(x) : n ∈ Z}

y su clausura Ω = {T n(x) : n ∈ Z}, es claro que Ω ⊂ X es compacto, y sea S =

Ω ∩ π−1
0 ({1}) donde π−1

0 ({1}) = {(xi)i∈Z | x0 = 1}.

Por otra parte, dada la topologı́a producto τP en X, se define A como la σ−álgebra de

Borel generada por τP . Ahora, dado que {0, 1} está equipado con la topologı́a discreta,

entonces {1} es abierto y cerrado, por lo cual la imagen inversa π−1
0 ({1}) es abierta y
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cerrada en τP , y puesto que Ω es abierto y cerrado en la topologı́a inducida en Ω por

X, la cual por teorema 2.1.5 coincide con la topologı́a producto de X restringida a Ω,

por lo que S = Ω ∩ π−1
0 ({1}) ∈ τP , ası́ S ∈ A, es decir, S es medible.

Ahora, dado que A ⊆ Z posee densidad superior positiva de Banach, es decir

dB(A) = ĺım
|I|→∞

sup
|A ∩ I|
|I|

> 0; I ⊂ Z

Entonces, existe un sucesión de intervalos (Ik)k∈N de Z tal que

ĺım
|Ik|→∞

|A ∩ Ik|
|Ik|

= dB(A) > 0 (4.14)

Por otra parte, dado que X es un espacio de Hausdorff y Ω es compacto, entonces

Ω es un espacio topológico localmente compacto de Hausdorff, por lo cual, fijando un

punto t ∈ Ω, se define el funcional de Dirac δ∗t : C0(Ω) → R mediante

δ∗t (f) = f(t); para todo f ∈ C0(Ω) (4.15)

Es claro que δ∗t es lineal y observe que

|δ∗t (f)| = |f(t)| ≤ sup{|f(β)| : β ∈ Ω} = ∥f∥

Por lo cual, δ∗t es continuo, ası́ δ∗t ∈ C0(Ω)
∗ y además, de la definición de norma para el

funcional δ∗t y de la desigualdad anterior, es claro que ∥δ∗t ∥ ≤ 1, ∀t ∈ Ω.

Ahora, dado que Ω es localmente compacto y dada una medida v ∈ M(Ω), entonces

por el teorema de representación de Riesz (teorema 4.1.1), existe un isomorfismo

isométrico F : M(Ω) → C0(Ω)
∗ dado por F (v) = Fv donde Fv : C0(Ω) → R en C0(Ω)

∗

está definido por

Fv(f) =

∫
Ω

fdv para todo f ∈ C0(Ω)

Luego, para cada t ∈ Ω existe una media wt en M(Ω), ası́ mediante el isomorfismo

isométrico se tiene que F (wt) = δ∗t , por lo cual para cualquier f ∈ C0(Ω) resulta que
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δ∗t (f) =

∫
Ω

fdwt

Pero, de la igualdad 4.15 sabe que

δ∗t (f) = f(t) ∀f ∈ C0(Ω)

Por lo cual

f(t) =

∫
Ω

fdwt ∀f ∈ C0(Ω)

Ahora, sea E ⊂ Ω un conjunto abierto y cerrado, y sea además XE la función carac-

terı́stica de E, esto es

XE(t) =


1 si t ∈ E

0 si t /∈ E

Luego, dado que E es abierto y cerrado en Ω con la topologı́a τP , entonces E ∈ A y

por proposición 4.1.2, XE ∈ C0(Ω), ası́ del isomorfismo isométrico de M(Ω) en C0(Ω)
∗

se tiene que

wt(E) =

∫
Ω

XE dwt = Fwt(XE) = δ∗t (XE)

Pero, de la relación 4.15 se sabe que

δ∗t (XE) = XE(t)

Por lo cual

wt(E) =


1 si t ∈ E

0 si t /∈ E

De lo anterior, wt es la medida delta de Dirac, entonces, por notación, suponga que

wt = δt.

Ahora, para cada n ∈ N sean las medidas promedios complejas finitas borelianas vn en

Ω dadas por
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vn =
1

|In|
∑
j∈In

δT j(x)

Puesto que F es una isometrı́a entre M(Ω) y C0(Ω)
∗ y se sabe que ∥δ∗t ∥C0(Ω)∗ ≤ 1 para

todo t ∈ Ω por lo cual ∥δT j(x)∥M(Ω) ≤ 1 para todo j ∈ Z, ası́ para todo j ∈ In resulta que

∥vn∥ =

∥∥∥∥∥ 1

|In|
∑
j∈In

δT j(x)

∥∥∥∥∥ =
1

|In|

∥∥∥∥∥∑
j∈In

δT j(x)

∥∥∥∥∥ ≤ 1

|In|
∑
j∈In

∥δT j(x)∥ ≤ 1

|In|
∑
j∈In

1 = 1

Es decir, ∥vn∥ ≤ 1 para todo n ∈ N.

Por otra parte, como la aplicación F es lineal entonces

F (vn) = Fvn = v∗n =
1

|In|
∑
j∈In

δ∗T j(x)

De donde se puede afirmar que v∗n ∈ C0(Ω)
∗ y ∥v∗n∥ ≤ 1 para todo n ∈ N, por lo cual

la sucesión de funcionales lineales acotados (v∗n)n∈N en C0(Ω)
∗ está contenida en la

bola cerrada unidad B(0, 1) de C0(Ω)
∗, pero por teorema de Banach-Alaoglu (teorema

2.1.12) resulta que B(0, 1) es compacta, y por lo tanto secuencialmente compacta en la

topologı́a débil estrella de C0(Ω)
∗, ası́ por definición de compacidad secuencial existe

una subsucesión (v∗nk
)k∈N de la sucesión (v∗n)n∈N, y existe un funcional µ∗ ∈ C0(Ω)

∗, y

por el isomorfismo isométrico F también existe una medida µ en M(Ω) para la cual

F (µ) = Fµ = µ∗, tal que (v∗nk
)n∈N converge a µ∗ en la topologı́a débil estrella de C0(Ω)

∗.

Ası́, para cualquier f ∈ C0(Ω)
∗ se tiene que∫

Ω

fdµ = [F (µ)](f) = µ∗(f) = Jf (µ
∗) = Jf

(
ĺım
k→∞

v∗nk

)
= ĺım

k→∞
v∗nk

(f)

Pero

ĺım
k→∞

v∗nk
(f) = ĺım

k→∞
[F (vnk

)](f) = ĺım
k→∞

∫
Ω

fdvnk

Por lo cual

ĺım
k→∞

∫
Ω

fdvnk
=

∫
Ω

fdµ
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Ası́, por lema 2.3.1, la subsucesión (vnk
)k∈N converge en la topologı́a débil estrella a la

medida µ ∈ M(Ω), es decir

ĺım
k→∞

vnk
= µ (4.16)

Ahora, por lema 2.3.3, la medida µ es invariante para la función T .

Por otra parte, se sabe que S ∈ A y dado que S es abierto y cerrado. Entonces por

proposición 4.1.2 resulta que XS ∈ C0(Ω), y por la igualdad 4.16 se tiene que

ĺım
k→∞

vnk
(S) = µ(S)

pero

vnk
=

1

|Ink
|
∑
j∈Ink

δT j(x)

Por lo cual

µ(S) = ĺım
k→∞

1

|Ink
|
∑
j∈Ink

δT j(x)(S)

Ahora, observe que, dada la medida de S con respecto a δT j(x) resulta que

δT j(x)(S) =


1 si T j(x) ∈ S

0 si T j(x) /∈ S

Es decir, δT j(x)(S) = 1 sı́, y solo si T j(x) ∈ S, pero S = Ω ∩ π−1
0 ({1}), por lo cual

δT j(x)(S) = 1 sı́, y solo si (T j(x))0 = 1 y puesto que (T j(x))0 = xj, luego de acuerdo a

como se han definido las componentes de los puntos x ∈ X, lo anterior es equivalente

a decir que

δT j(x)(S) = 1 sı́, y solo si j ∈ A.

Por lo cual, los valores j ∈ Z tal que δT j(x)(S) adquiera un valor distinto de cero, son

precisamente aquellos j ∈ A. Por tanto
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µ(S) = ĺım
k→∞

vnk
(S) = ĺım

k→∞

1

|Ink
|
∑
j∈Ink

δT j(x)(S) = ĺım
k→∞

|A ∩ Ink
|

|Ink
|

= d(A) > 0

De lo anterior se verifica que µ(S) > 0. Ası́, dado que µ es T−invariante en el espacio

de medida (Ω,A, µ) y además S ∈ A cumple que µ(S) > 0, entonces por el teorema de

recurrencia múltiple de Furstenberg (teorema 4.1.2), existe n ∈ N tal que

µ(S ∩ T−nS ∩ T−2nS ∩ · · · ∩ T−(k−1)nS) > 0

Por lo cual

S ∩ T−nS ∩ T−2nS ∩ · · · ∩ T−(k−1)nS ̸= ∅

Es decir, existe un punto ω ∈ S tal que

T n(ω) ∈ S, T 2n(ω) ∈ S, · · · , T (k−1)n(ω) ∈ S

Por lo cual, se puede afirmar que

ω, T n(ω), T 2n(ω), · · · , T (k−1)n(ω) ∈ π−1
0 ({1})

Ası́

ω0 = 1, (T n(ω))0 = 1, (T 2n(ω))0 = 1, · · · , (T (k−1)n(ω))0 = 1

Ahora, note que la primera componente de T n(ω), es decir (T n(ω))0 es la n−ésima

componente de ω, ası́, ωn = (T n(ω))0, de la misma manera se cumple que

ω2n = (T 2n(ω))0, · · · , ω(k−1)n = (T (k−1)n(ω))0

De lo cual resulta que

ω0 = ωn = · · · = ω(k−1)n = 1

Ahora, dado que ω ∈ Ω, entonces ω es el punto lı́mite de una sucesión en el conjunto

H. Suponga que {T r(x)} es la sucesión en H que converge a ω en S, ası́ por definición

de convergencia de una sucesión, existe R ∈ N tal que para todo r ≥ R se tiene que

d(ω, T r(x)) <
1

kn
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es decir

1

mı́n{|j|+ 1 : ωj ̸= (T r(x))j}
<

1

kn

Ó equivalentemente

mı́n{|j|+ 1 : ωj ̸= (T r(x))j} > kn

Ahora, sin perdida de generalidad, suponga que

kn+ 1 = mı́n {|j|+ 1 : ωj ̸= (T r(x))j}

Entonces, |j| = kn, ası́ ωj ̸= (T r(x))j para j = kn ó j = −kn, es decir ωj = (T r(x))j

para |j| < kn, más precisamente se puede decir que

ωj = (T r(x))j para todo j ∈ {−(k − 1)n, −(k − 1)n+ 1, · · · , (k − 1)n− 1, (k − 1)n}

Ahora, como ω0 = ωn = · · · = ω(k−1)n = 1, entonces se tiene que

1 = ωj = (T r(x))j para todo j ∈ {0, 1, · · · , (k − 1)n− 1, (k − 1)n}

Por lo cual (T r(x))0 = (T r(x))n = (T r(x))2n = · · · = (T r(x))(k−1)n = 1, y dado que

xr = (T r(x))0, xr+n = (T r(x))n, xr+2n = (T r(x))2n, · · · , xr+(k−1)n = (T r(x))(k−1)n

entonces,

xr = 1, xr+n = 1, xr+2n = 1, · · · , xr+(k−1)n = 1

Pero, de acuerdo a como se han definido los valores de las componentes de los puntos

x ∈ X, entonces lo anterior ocurre sı́, y solo si

r, r + n, r + 2n, · · · , · · · r + (k − 1)n ∈ A

Pero, r, r+n, r+2n, · · · , · · · r+ (k− 1)n es una progresión aritmética de longitud arbi-

traria, por tanto, se concluye que el subconjunto A ⊆ Z contiene infinitas progresiones

aritméticas de longitud arbitraria.
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Teorema 4.1.4 (Teorema de Van der Waerden - Oliveira y Viana (2014)). Dada cualquier

partición finita {S1, S2, · · · , Sl} de Z, existe algún j ∈ {1, 2, · · · , l} tal que Sj contiene

progresiones aritméticas de longitudes arbitrarias. En otras palabra, para todo q ≥ 1

exite m ∈ Z y n ≥ 1 tal que m+ in ∈ Sj para todo 1 ≤ i ≤ q.

El teorema de Szemerédi (teorema 4.1.3), tiene importantes consecuencias y ha permi-

tido avances significativos en el área de la combinatoria aditiva pues mediante dicho

teorema se han demostrado maravillosos resultados, por ejemplo el teorema de Van

der Waerden (teorema 4.1.4), demostrado en 1927 por el matemático neerlandés Bartel

Leendert Van der Waerden (1903− 1996), tiene gran relación con el teorema de Sze-

merédi, pues el teorema de Van der Waerden se sigue del teorema de Szemerédi.

Por otra parte, en 2004 el matemático británico Ben Green y el matemático australiano

Terence Tao demostraron un bello e importante resultado que invalucra a los números

primos el cual afirma que, existen progresiones aritméticas arbitrariamente largas for-

madas por números primos, este resultado se conoce como el teorema de Green−Tao.

Da Silva (2016)

A pesar que el teorema de Green−Tao no se deduce del teorema de Szemerédi pues

el conjunto de los números primos no posee densidad superior positiva por lo cual

el teorema 4.1.3 no puede ser directamente aplicado, es posible extender el teorema

de Szemerédi a un contexto más general mediante un principio de transferencia y en

consecuencia el teorema es aplicable en la demostración del teorema de Green−Tao.
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CAPÍTULO 5

CONCLUSIONES

En el presente trabajo se realizó la recopilación de la base teórica de elementos

especı́ficos y más importantes del análisis funcional, topologı́a y teorı́a de la medida e

integración los cuales brindaron el soporte teórico y permitieron establecer la conexión

y aplicabilidad de la teorı́a ergódica a los sistemas dinámicos a tiempo discreto y a la

combinatoria aditiva.

La recurrencia permite obtener información valiosa de carácter cualitativo que de otra

forma serı́a difı́cil obtener, en especı́fico el teorema de recurrencia de Poincaré garan-

tiza que bajo transformaciones invariantes todo punto de un conjunto A de medida

positiva vuelve a A infinitas veces excepto en un conjunto de medida cero, sin embar-

go aunque dicha información es valiosa surge la necesidad de conocer información

cuantitativa sobre el tiempo de retorno de los puntos del conjunto A al propio conjunto A.

A través de las propiedad de ergodicidad, el teorema ergódico de Birkhoff, el teorema

de recurrencia de Poincaré, la transformación de primer retorno y sus propiedades, es

posible demostrar el lema de Kac el cual brinda información cuantitativa sobre el primer

tiempo de retorno de un punto, lo cual complementa la información que proporciona el

teorema de recurrencia de Poincaré lo que lo convierte en una herramienta importante

para el estudio de sistemas dinámicos a tiempo discreto aún cuando sus dinámicas

son caóticas.
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Capı́tulo 5. CONCLUSIONES

El teorema de Szemerédi garantiza la existencia de infinitas progresiones aritméticas de

longitud arbitraria en un subconjunto de los enteros con densidad superior positiva de

Banach. La construcción de un sistema de probabilidad invariante junto con enunciados

como el teorema de recurrencia múltiple de Furstenberg, el teorema de representación

de Riesz, el teorema de Tychonoff, las propiedades de compacidad y demás teorı́a,

permitieron formular una prueba del teorema de Szemerédi desde el punto de vista

ergódico de una manera más sencilla y accesible para su compresión en comparación

a la prueba formulada en combinatoria aditiva.

El teorema de Szemerédi tiene importantes implicaciones, por ejemplo el teorema de

Van der Waerden se sigue del teorema de Szemerédi el cual también se encarga de

garantizar la existencia de progresiones aritméticas en subconjuntos de los enteros,

por otra parte, para la demostración del teorema de Green−Tao se utiliza el teorema de

Szemerédi como una herramienta para la construcción de la demostración del teorema,

existen otras consecuencias y aplicaciones pero debido al alcance del estudio solo se

mencionan las enteriores.

Esta investigación se limita al estudio de las aplicaciones teóricas que tiene la teorı́a

ergódica en sistemas dinámicos a tiempo discreto, en especı́fico a la demostración

del lema de Kac y a la prueba del teorema de Szemerédi en combiantoria aditiva, sin

embargo existen múltiples aplicaciones tanto teóricas, computacionales y aplicativas

que tiene la teorı́a ergódica en diversos campos.

El estudio permite concluir que la teorı́a ergódica es una rama de las matemáticas

profunda y bien establecida, vital para ayudar a responder interrogantes que otras áreas

no pueden solucionar por si solas, o bien, para proporcionar herramientas que permiten

simplificar los problemas en sus campos de aplicación.
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CAPÍTULO 6

RECOMENDACIONES

Para futuras investigaciones monográficas, a los estudiantes interesados en trabajar en

teorı́a ergódica, se recomiendan las siguientes aplicaciones teóricas:

En teorı́a de números, la teorı́a ergódica tiene aplicaciones a los números norma-

les y las fracciones continuas.

En combiantoria aditiva, puede aplicarse para demostrar el teorema de Van der

Waerden (teorema 4.1.4) desde la perpespectiva ergódica y para mostrar que el

teorema de Szemerédi implica el teorema de recurrencia múltiple de Furstenberg.

En geometrı́a fractal, se puede utilizar en el estudio de las medidas fractales y la

conservación de dimensión, especı́ficamente puede probarse que: La restricción

de una aplicación lineal a un conjunto A conserva la dimesión si A es un conjunto

homogeneo en un espacio Euclidiano.

125



BIBLIOGRAFÍA
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distribución de números primos y perspectivas (Tesis de Master, Universidad

Nacional de Ingenierı́a). Descargado de https://bit.ly/3KT8p4f

Conway, J. B. (1990). A course in functional analysis (2nd ed.). Springer. Descargado

de https://libgen.li/file.php?md5=83d1dfa8cbd17fb0ce455d2a06e0df19

Dajani, K., y Dirksin, S. (2008). A simple introduction to ergodic theory. Univer-

sity of Utrecht . Descargado de https://webspace.science.uu.nl/~kraai101/

lecturenotes2009.pdf

Da Silva, V. L. (2016). Demonstração do teorema de van der waerden via sistemas
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ANEXOS

A.1. Enunciados complementarios

En este apartado se introducen algunos enunciados y resultados básicos pero

necesarios para la comprensión del contenido.

Definición A.1.1 (Espacio vectorial). Un espacio vectorial es un conjunto V , cuyo

elementos se llaman vectores, previsto de dos operaciones binarias llamadas suma

vectorial y multiplicación por escalar.

Si x, y ∈ V existe un elemento x+ y llamado suma vectorial de x e y. Esta operación

satisface las siguientes propiedades:

A1. x+ y = y + x para todo x, y ∈ V

A2. (x+ y) + z = x+ (y + z) para todo x, y, z ∈ V

A3. Existe un elemento 0 ∈ V tal que 0 + x = x+ 0 = x para todo x ∈ V

A4. Dado x ∈ V , hay un elemento −x ∈ V tal que x+ (−x) = −x+ x = 0

Si a ∈ R y x ∈ V , hay un elemento ax en V llamado el múltiplo de a y x. Esta operación

de multiplicación por escalar satisface las siguientes propiedades:

M1. 1 · x = x · 1 = x para todo x ∈ V

M2. a(bx) = (ab)x = para todo a, b ∈ R y x ∈ V

D. a(x+ y) = ax+ ay y (a+ b)x = ax+ bx para todo a, b ∈ R y x, y ∈ V
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Definición A.1.2 (Conjunto abierto). Sea (X, d) un espacio métrico y A ⊂ X. Diremos

que A es un conjunto abierto, si para cada punto a ∈ A, existe una bola B(a, r) contenida

en A. Entenderemos que ∅ es abierto.

Definición A.1.3 (Conjunto cerrado). Sea (X, d) un espacio métrico y C ⊂ X un sub-

conjunto; diremos que C es un conjunto (o subconjunto) cerrado si su complementario

X − C = Cc es abierto.

Definición A.1.4 (Conjunto adherente). Si (X, d) es un espacio métrico y A un sub-

conjunto de X. Se dice que x ∈ X es un punto adherente de A si todo entorno U de x

cumple que U ∩ A ̸= ∅, es decir, no hay ningún entorno de x totalmente contenido en

X −A. El conjunto de punto adherentes de A se llama la adherencia de A o la clausura

de A y se representa por A.

Proposición A.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico y A ⊂ X. Entonces:

1. El conjunto A es cerrado.

2. A es el menor cerrado que contiene a A, es decir, si B es un conjunto cerrado tal

que A ⊂ B, entonces A ⊂ B.

Demostración. La demostración de esta proposición puede encontrarse en Herre-

ro Piñeyro (2010).

Definición A.1.5 (Conjunto derivado). Sea (X, d) un espacio topológico y A ⊂ X.

Diremos que un punto x ∈ X es un punto de acumulación (o punto limite) de A si

cualquier entorno U de x contiene un punto de A distinto de x. Es decir, si

(U − {x}) ∩ A ̸= ∅

El conjunto de todos los puntos de acumulación de A se llama conjunto derivado de A,

y se representa por A′.

Proposición A.1.2. Sea (X, d) un espacio métrico y A ⊂ X. Entonces x ∈ X es un

punto de acumulación de A sı́, y solo si, para todo r > 0 se cumple que
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(B(x, r)− {x}) ∩ A ̸= ∅

Demostración. La demostración se sigue de la definición A.1.2.

Definición A.1.6 (Sucesión). Si (X, d) es un espacio métrico, una sucesión en X es

un subconjunto de X definido mediante una aplicación x : N → X de tal modo que

x(n) = xn ∈ X; denotaremos a la sucesión por (xn)n∈N, (xn)
∞
n=1 o simplemente (xn)n; y

a los elementos de la sucesión los llamamos términos.

Definición A.1.7 (Convergencia de una sucesión). Si (X, d) es un espacio métrico y

(xn)
∞
n=1 una sucesión de puntos de X. Diremos que (xn)

∞
n=1 converge a x en (X, d), y lo

denotamos por xn → x o ĺım
n

xn = x, si para todo ε > 0, existe n0 ∈ N, tal que si n ≥ n0,

entonces d(xn, x) < ε

En otras palabras, si para toda bola B(x, ε), existe n0 ∈ N, tal que si n ≥ n0, entonces

xn ∈ B(x, ε).

En la siguiente definición D(f) representará el dominio de la función f contenido en Rp

y con rango R(f) contenido en Rq. Cabe aclarar que no se requiere que D(f) = Rp o

que p = q.

Definición A.1.8 (Continuidad de una función). Sea a ∈ D(f), se dice que f es continua

en a si para todo vecindad V de f(a) existe una vecindad U (dependiendo de V ) de a

tal que si x es cualquier elemento de U ∩D(f), entonces f(x) es un elemento de V . Si

A ⊂ D(f), se dice que f es continua en A siempre que sea continua en todo punto de

A.

Definición A.1.9 (Números reales extendidos). Definimos el conjunto de los números

reales extendidos R como R ∪ {−∞,∞} en el cual asumimos las operaciones usuales.

Dados a ∈ R y b ∈ R se define:

a. a+∞ = ∞+ a = ∞

b. a−∞ = −∞+ a = −∞
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c. ∞+∞ = ∞

d. −∞−∞ = −∞

e. b · ∞ = ∞ · b = ∞ si b > 0

f. b · ∞ = ∞ · b = −∞ si b < 0

g. 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0;
a

∞
=

a

−∞
= 0

h. ∞−∞,
∞
∞

no están definidos.

Definición A.1.10 (Conjunto de medida cero). Dado un espacio de medida (X,A, µ),

decimos que un conjunto B ∈ A tiene medida nula o cero si µ(B) = 0.

Definición A.1.11 (Propiedad de casi en todas partes). Decimos que una propiedad

se cumple casi en todas partes respecto de una medida µ, si el único conjunto C de

puntos donde no se verifica la propiedad está en un medible, C ⊂ B ∈ A con µ(B) = 0.

El conjunto C no es necesariamente medible, pero si lo es cuando el espacio (X,A, µ)

es completo. En cualquier caso, si C es medible, µ(C) = 0.

Proposición A.1.3 (Oliveira y Viana (2014) pág 449). Si µ y v son probabilidades en

un espacio métrico X tales que ∫
ϕdµ =

∫
ϕdv

para toda función ϕ : X → R Lipschitz limitada, entonces µ = v.
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