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RESUMEN

El objetivo de esta investigacion es elaborar un documento de derivadas e integrales
fraccionarias y deducir el método Newton Raphson Fraccional que permita encontrar
raices reales y complejas. Primero se analizan las derivadas e integrales fraccionarias.
En este caso se estudian las propiedades de la funcibn gamma, diferenciacion e
integracion de orden entero, definiciones generales para derivadas e integrales, integral
iterada, para poder definir tanto la derivada como la integral de orden fraccionara, los
meétodos clasicos de analisis numérico como: punto fijo, biseccion, Newton Raphson y

newton fractal son métodos introductorios, para plantear la teoria del método.

Palabras claves: Derivadas fraccionarias, integrales fraccionarias, = Newton

Raphson fraccional.
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CAPITULO 1

1 ASPECTOS INTRODUCTORIOS

1.1 Introduccién

En célculo diferencial e integral de orden entero se aprenden diferentes métodos para
calcular derivadas e integrales, asi como el campo de aplicaciones que tienen en
ingenieria, fisica, biologia analisis numérico, etc. La derivacion y la integracibn  son
operaciones inversas una de la otra y difieren en una o varias constantes, dependiendo

del orden de la derivada.

La d"/dx™ f(x) = D™f(x) representa la derivada de orden n, es decir, la n-ésima
derivada de la funcion f (x) con respectoax,conn = 1,2, y I"f(x) = [ f(x)dx =
D™ f(x) representa la n-ésima integral de la misma funcion f (x). Esto es lo que
conocemos como calculo diferencial e integra de orden entero. En 1695 L"Hopital le
escribe una carta a Leibniz en donde le pregunta si la definicién que el invento para una

derivada de orden n puede ser extendida a un ordenn = 1/2.

Leibniz respondi6 “usted puede ver con eso, sefior, que uno puede expresar por una
serie infinita una cantidad tal como d'2xy o d'?xy . Aunque la serie infinita y la
geometria son relaciones distantes, la serie infinita admite solamente el uso de
exponentes que son enteros positivos y negativos, y aun no se conoce el uso de

exponentes fraccionarios.

Posteriormente, en dicha carta, Leibniz continua de forma profética:” Por lo tanto,

d'?x = x\/dx: x. Esta es una aparente paradoja de la cual, un dia, Utiles consecuencias

seran extraidas.
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Euler en 1738 solo menciona, pero no da ejemplos ni aplicaciones de la derivada de
orden fraccionario. La referencia a una derivada fraccionaria en un libro de texto aparece
por primera vez en 1819 en el libro del matematico francés S. F. Lacroix (1765-1843). El
libro, de casi 700 paginas, dedica dos paginas que sin ver si quiera el indice del libro de
Lacroix (1819) le atribuyen la definicion de la derivada de orden fraccionario., Por tal
motivo, se considera importante dar mas de informacion sobre los aportes que

matematicos como: Laplace, caputo, Liouville, Riemann han realizado.

Se presenta, ademas, teéricamente una aplicacion de la derivada fraccionaria en
analisis numérico para encontrar raices reales y complejas de un polinomio con el

propésito de motivar al lector para que inicie el estudio del calculo de orden fraccionario.

El presente trabajo consta de cuatro capitulos. El primer capitulo contiene aspectos
introductorios de esta investigacion, el segundo trata de las propiedades basicas para
luego definir la derivada e integral fraccionaria asi como métodos basicos en andlisis
numérico: Método de punto fijo, método de biseccion, método de Newton Raphson,
Newton fractal. En el tercer capitulo se explica la metodologia de trabajo en esta
investigacion y en el capitulo cuatro presentamos los resultados de derivadas e integrales
fraccionarias y la deduccion del método NRF. Finalmente, en los anexos se incluyen

graficas de algunas derivadas fraccionarias.
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1.2 Objetivos

Capitulo 1. ASPECTOS INTRODUCTORIOS

Objetivo General

Elaborar un documento de derivacion e integracion fraccionaria, con una aplicacion que

permita encontrar raices Reales y Complejas.
Objetivos especificos.

e Mostrar el fundamento teo6rico que sustenta la derivacién e integracion
fraccionarias con ejercicios resueltos.

e Deducir teéricamente el método de Newton Raphson fraccional.
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CAPITULO 2

2 MARCO TEORICO

2.1 Propiedades basicas

2.1.1 Propiedades de la Funcion Gamma

La funcibn Gamma I'(z) juega un papel importante en la teoria de la diferenciacion.
Es conveniente recopilar ciertas formulas y propiedades relacionadas con esta funcion.
Una definicion de I'(z) con z € C, es proporcionada por el limite infinito de Euler.

nln? 1

M= e De+ G 270 hTE

La definicién anterior también se puede escribir de la siguiente manera:

-1 2)
[2) = lim = ™

y de sus propiedades, sobre todo

3
z+1)=2zI'(z) : z=012,.. )

Por hipodtesis sabemos que estamos haciendo z — z + 1, sustituyendo en la ecuacion

anterior.
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nl. z!
+1
z+1) = Al—r&—(z P 1)'nz

zn n!(z — 1)'
= lim
Cnswz+n+1 (z+n)

zn - onl(z- 1)'
im im
n-owz+n+ lnso (z+n)

— Jlim . n'(Z—l)'
Zn—>oon+(z+1) e (z+n)

n!(z — 1)'
=zlim ————
n-co (Z+n)

= zI'(2)
Por tanto,
F(z+1) = zZl[(2).

Otra propiedad importante es la siguiente:

4)
r()=1
_ n!
= ern”
— ] n
B nl—rgon +1
=1

De las dos propiedades anteriores se obtiene:
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z+1) =2
Por la propiedad anterior sabemos que:
rNz+1)=2z(z-1)..2.1
z!
Por tanto,

5)
['z+1) =2z =1z['(2)

La definicion integral, conocida como integral definida de Euler, es a menudo mas util,

aunque se restringe a valores de z € C con Re(z) > 0

I'(z) = fooo t?“le~tdt, Re(z) > 0 ©)

Esta expresion de la funcion Gamma puede ser reescrita en dos formas que suelen ser

Gtiles, tomando el cambio de variable t = u?
I'(z) = f e tt? 14t
0
= f e (—u?)*' (2udu)
0

= ZJ e % (—u)* 2udu
0

© 2 7)
= ZJ. e " (—t)??71dt Re(z) > 0
0
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Si ahora se toma el cambio de variable t = —lnu

T — ° -t z—ld

(z) .l;e t t
0 ) 1

=f1 u(—Inu) (—adu)

°© 1
= —f (In—=)?"tdu
L u

1 1 8)
=f (ln?)z_1 dt, Re(z) >0,
0
Tomando (7) es facil obtener el valor de 1“(%).
1 © 1
r(3)=> f et (—n)%2 dt
2 0
= 2f e~ dt
0
V1
=2(3%)
1 9)
r(z) =

Las ecuaciones (1) y (6) son equivalentes:

I'(z) = lim i
nowz(z+1)(z+2)...(z+n)

1z#0,—-1,-2,..

I'(z) = [, t*le~tdt, Re(z) > 0
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Para mostrar la equivalencia de las ecuaciones se considera la ecuacion de dos

variables.

F(z,n) = fn(l - %)”tz‘ldt, Re(z) >0 10)
0

Tomando el limite cuando n — o en la ecuacion (10)

n
t
lim F(z,n) = lim j (1-— E)”tz"ldt
n—-o0o 0

n—-oo

n—-oo n

n t
=f lim (1 — —)"t?"1dt
0

= f etttz 14t
0

=T(2)

Debido a la relacion de recurrencia I'(z + 1) = zI'(z) y que I'(1) = 1 tenemos que:
r)=r@+1n)=1r) =1
r3)=r@2+1)=2r)=12=2!
r4)=r3+1)=3rQ3)=123=23!
Por tanto se puede mostrar que para un entero positivo n

11)
'n+1) =nl'(n)

=nn—-DIn-1)
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=n(n-1)..21rQQ)
=n!
Reescribiendo la relacién de recurrencia como:

r'(z) 12)
(z—-1)

Ayuda a extender la definicion de la funcion Gamma a valores negativos para los cuales

'nh—1) =

la definicion (6) no es valida. Esta relacion muestra que I'(0) es infinito asi como I'(—1)
y cualquier valor de la funcibn Gamma en los enteros negativos. Sin embargo los
coeficientes entre funciones Gamma para enteros negativos son finitos, entonces si N y

n son enteros positivos.

[(-n) T(1-n)(-N)
F(-N)  T(1—N)(-n)

_T(2-n) (1-N)(-N)
" T@2-N) (1-n)(-n)

_ T(3-n) (2 - N)(1 - N)(~N)
T TE-N) 2-m)(1 -n)(-n)

=D (=2)(=3) .2 -N)A - N)(=N)
CTEDEDEDNED -2 -n)(A = n)(-n)

N!
= (—1)N_nm

B L T(N+1) 13)
A CE)
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Como se ha visto, la funcibn Gamma de un nimero positivo n es un entero positivo,

mientras que para un entero negativo es invariablemente infinito. Las funciones F(E +n)

y F(% — n) resultan ser mdltiplos de /.

')
") -

Dos propiedades de la funcibn Gamma que resultan ser Gtiles son la reflexion

P = TesC (mx) i 16)
() = Fr(1-x) TI(1-x)sin (mx)
Y la duplicacién
2x—-1 1 17)
(2x) = =T (x + E)

Siendo esta Ultima una instancia de la férmula de multiplicacién de Gauss.
2 7.k 18)
reo = || =] | [re+s
o = 7] | [rece

10
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2.1.2 Diferenciacién e Integracién de Orden Entero

En calculo diferencial estamos acostumbrados a usar la notacion

CF

para la derivada n-esima de una funcién f con respecto a la variable x cuando n es un

entero no negativo.

Dado que la integracion y la diferenciacion son operaciones inversas, es natural asociar

la notacion

&

a la integral indefinida de f con respecto a x.

Sin embargo, para que la integral indefinida este completamente determinada se

asocia la notaciéon anterior con el limite inferior cero.

d 21)

0er = (L) s - [ 1.

La integracion multiple con el imite inferior cero puede ser simbolizada por

oD% f = Lx dx; foxlf(xo)dxo-

X X2 X1
oD f =f dxzf dxlf f (xp)dxq.
0 0 0

11
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x Xn-1 Xn-2 x x1 22)
oDx"'f =f dxn—lf dxn—zf dxn_3 f dxlf f(xo)dx,
0 0 0 0 0

Por tanto,

X xX—a 23)
_fﬂww=f fly+a)dy
a 0

se puede extender el simbolismo anterior para casos en que el limite inferior de la

integral sea menor a cero.

-1

D7 f = (ﬁ) f= f:f(Y)dy,

D = (ﬁ)f - [[an [ rwan,

-n

aDx"f = (ﬁ) 24)

X Xn—1 Xn-2 X X1
= J dxn_lf dxn_zf d.xn_3 J dxlj f(xO)de
a a a a a

Se debe tener cuidado con la equivalencia

12
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que es una caracteristica de un operador local, ya que en general para ordenes

negativos.
(ﬁ)_n ” (%)_n 26)

n
El simbolo f™tiene un uso frecuente en la literatura como abreviatura de(:—x) f.

Asimismo, se utiliza ocasionalmente f™ para simbolizar una integral n-foleada de f

con respecto a x, estando los imites inferiores sin especificar.

X Xn—-1 Xn—2 X X1 27)
(=n) —
f = | dx,_1 dx,_, dxp_z .. | dxi | [f(xg)dx,
an 2 a;

an-1 an-2 a
Donde a4, a,, ... a, son valores completamente arbitrarios. Sin embargo, cuando se
tiene en cuenta una diferencia comof“™(x) — f-™(a) se asume que los limites

inferiores a4, a,, ... a, de cada integral son los mismos.

2.1.3 Definiciones Generales Para Derivadas e Integrales

Tomando la definiciébn convencional de la primera derivada en términos de una

diferencia atras.

d\'_ d f0) = f(x - 8%)
(a)f = g/ () = Jim, 5x

De igual forma se pueden obtener

() =g

13
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d d
() == f(x - %)
= lim
5x—0 ox

f&) — f (x=8x) _ o, FOr=8%) — flx = 26x)
8x—-0 6x—>0 ox
5x—0 ox

- lim fx) - 2f(x—6x)+f(x—26x)

5x—0 Ox?

Analogamente

() 7 =grco

d? d?
g W g fe- 8
5x—-0 ox

fx) = 2f(x —6x) + f(x — 28x) ~lim flx—6x) —2f(x —26x) + f(x — 38x)
— 6x—0 x> 5x—>0 Sx?
6x—0 ox

~ lim f(x) —3f(x—8x)+3f(x —26x) — f(x—36x)
_5JIC—>O ox3

Donde se ha asumido que los indicados existen. De lo anterior se asume que la formula

general de la derivada para un entero positivo n es

(jx) f= 5x_,0 Sx™ Z( 1)k f(x — kéx) 28)

Si la derivada n-esima de f existe, esta Ultima ecuacion define ( ) f como un limite sin

restricciones, donde 6&x tiende a cero a través de valores sin restricciones. Para unificar
esta féormula con la que define una integral como el limite de una suma, es deseable
definir las derivadas en términos de un limite restringido. Si el limite no es restringido
también existe el limite restringido y son iguales, la n-esima derivada puede definirse

entonces como:

14
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d\" - 1 n "
(d_x) f= 5}\}{2,0 (Syx)™ ;(_1)’( (k) f(x — kdyx)

Ahora ya que (}) = 0 si k > n cuando n es un entero, la ecuacion anterior puede

29)

escribirse como

Se elige 6yx = %,N = 1,2 ..., donde a es un niumero menor que x y desempefia un

papel equivalente a un limite inferior.

d n - 1 N-1 n
(E) /= 5}3}}10 (Byx)" kZO(—l)k (k)f(X—chNx).

N-1
d\" 1 n x—a 30)
— - lim ———— —1)k -
) 1= i a0 (O (- (5)
N k=0
Regresando a las derivadas e integrales, comenzamos con la definicién usual de una
integral como el limite de una suma de Riemann

oDi'f = J f()dy,

= Sli)I}lOSNx(f(x) + f(x —Oyx) + f(x —26yx) + -+ f(a+ 6yx)

N-1
= lim Syx z FOx — k 8yx),
(SN.X'—)O =

xX—a

Donde 6yx = -

D7f = | ", | " )

a a

= 5“,520(5”")2“(’() +2f(x — 6yx) + 3f(x — 26yx) + -+ Nf(a + 6yx)

N-1
= lim (8yx)? Z (k + 1) f (x — kéyx),
Snx—0 P

15
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tomando una iteracién mas para obtener una imagen mas clara de la formula general
x X2 X1
Df = [ [ dn [ e,
a a a

= 5119520(6’\’@30((36) +3f(x —6yx) + 6f(x —26yx) + -+ + Wf(a + 6y X)

N-1

k+1)(k + 2
Z( al )2( T2t — kby0).
k=0

— ; 3
= i, (6w

Se observa que los coeficientes son construidos de la forma (**77"), donde n es el orden

de la integral, y todos los signos son positivos. Por lo tanto,

= k+n-—-1
DFf = Jim 0" ) ( )£ e — ko)
Snyx—0 P k

N-1

=i (7 2 (% () "

Comparando los coeficientes de las ecuaciones (30) y (31)

n k+n—1 ['(k—n)
(—1)"(k)=( k )=r(k+1>rré—n>'

Se puede construir una ecuacién general que involucre tanto la derivada como la

integral

o 1 1 -« I'(k—q) xX—a 32)
IR TRy 4Ty )

2.1.4 Integral Iterada

Sea f(x) una funcién continua de x € R, entonces se puede definir

16
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X
F(x) = f f(t)dt
a

Integrando F(x)

fo(t)dt = fx <th(s)ds) dt,

Integrando por parte tomando
d
u=F(t) > du= aF(t)dt = f(t)dt,

dv=dt » v =t,

Entonces

fo(t)dt =vF(t)|% — thf(t)dt

a

=xF(x) — thf(t)dt
= xfxf(t)dt — fxtf(t)dt

= Jx(x —t)f(t)dt

Por lo tanto la integral

ij(t)dt = fx <th(s)ds) dt = Jx(x —t)f(t)dt

Definiendo ahora

G(x) = f xF(t)dt

a

Integrando G(x) se obtiene

17
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fo(t)dt= fx<ftf(s)ds> dt = fx<ft<fsf(r)dr>ds>dt 36)

Integrando por parte
d
u=G6(~t)->du= d—tG(t)dt = F(t)dt,

dv=dt - v =t,

Entonces

fo(t)dt =vG(t)|E — jxtF(t)dt

a

=xG(x) — fxtF(t)dt
= xfo(t)dt — fxtF(t)dt

X
=J (x —t)F(t)dt
a
Integrando por parte nuevamente
d
u=F(t)>du= aF(t)dt = f(t)dt,

@-t?

dv=(x—-t)dt »v= >

Entonces

x x—0% (F (x—t)?
fc(t)dtz— . F(t)|a—f — = f(Ddt

a a

1 X
—5 | -0
2 a
Por lo tanto la integral

18
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faxG(t)dt = f: (fatf(s)ds> dt 37)
[ ([ (e}t -

Con el desarrollo anterior podemos deducir

Lx(f (f <f f(n)dn)dr)ds>dt_izf (= P f(0)dt 38)

Tomando como I el operador integral definido en el intervalo (a, x) podemos escribir

dif(x) = jx<jt<js<jxf(n)dn> dr) ds) dt =%jx(x—t)3f(t)dt,

Lo que lleva a deducir una formula para la n — esima integral de la funcion f(x)

n 1 n—-1 39)
SO = 5, f (x - O™ (O)dt

Procedemos a demostrar mediante el proceso de induccion que la ecuacion anterior se

cumpla para todo n € N. Supongamos que la ecuacion es vélida paran = k con € N.

JEF(E) = j (x - OF 1 f(O)dt,

1)'

Aplicando nuevamente el operador integral y utilizando algebra de operadores

obtenemos

b (EF D) = ol (olE7 oef @) = ol Calef @)

1 X
= m[ (x — (A f(s))dt,
Integrando por parte

= olef(s) = du = f(t)dt

(x —t)F
k

dv=(x—-t)*ldt »v=—
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1 X
1 (WltF ) = Gy | 0= 0 (alef ()

(x — )k
k

df()IE — f - fF(Odt

(x —t)*
T k- 1)'[

_ %f:(x — O*F(D)dt

= alylcc+1f(t)'
Lo cual demuestra que

o f(t) =

= 1),f (x — )" 1f(t)dt es vélida para todo n € N.

Tomando en cuenta el hecho de que la funcion Gamma es relacionada con el factorial
por la igualdad I'(n) = (n — 1)! Se puede escribir:

40)

A © = o [ "= "I (B)dt 7 € N\(Z- U 0D

1
rmyJ,
Con el reciproco de la funcibn Gamma, conocido como el producto infinito de

Weierstrass, es univaludo y finito para todo z € C\(Z~ U {0}) podemos escribir la

ecuacion I f(t) =

1)'f (x — )" 1f(t)dt como

41)

JEF(E) = f (x - DT f(D)dt a € N\(Z™ U {0})

m

Por otro lado si se considera el intervalo (x, b) y se lleva acabo el mismo desarrollo se

obtiene

1 b 42)
RO = s f (¢t — ) f(D)dt a € N\(Z™ U {0})
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2.1.5 Operadores

Los operadores de tipo diferenciacion. Diferenciacion, diferenciacion. Integracion,

integracion. Integracion. Obedecen la ley de los exponentes:
(diferenciacion)™. (dif erenciacion)™ = (diferenciacion)™*"

(diferenciacion)™™ sim>n
(integracion)” ™ sim <n

(diferenciacion)™. (integracion)® = {
(integracion)™. (integracion)™ = (integracion)™* "

Los operadores de tipo (integracion)™. (dif erenciacion)™son mas complicados.
D7ID3f = D*2 — f"'(a)

D7D%f = D*1 — f'(a)

DTIDIf = D*° — f(a)

D72D*f = D*'f — f"(a)(x — @) — f'(a)

D72D%f = D*°f — f'(a)(x — a) — f(a)

D72DIf = D7If — f(a)(x — a)

D73D3f = D*Of —~f"(a)(x — a)? — f'(a)(x — a) — f(a)

D73D2f = D7 —~f'(a) (x — @)% — f(a) (x — )

DD =D~ 2f(@)(x -~ a)°

En general:

(integracion)™. (diferenciacion)™

{(diferenciacion)m‘” + terminos extrasim >n
| (integracion)™™™ + terminos exta sim < n
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2.1.6 Operador fraccionario de Jean-Baptiste Joseph Fourier.
Su definicién de un operador fraccionario se obtuvo de su representacion de orden entero
para f(x).

fo =5 [ f@da| cos(px—)ap

Ya que

d
(a)” cos(p(x — a)) = p™cos ( p(x—a)+ n%),

Para n un entero. Sustituyendo n con v (v arbitrario), se obtiene la generalizacién

(:—x)v flx) = %f_o:of(a)da j:: p? cos ( p(x—a)+ vg) *3)

El nimero v que aparece en la ecuacion anterior se considera como cualquier

cantidad, ya sea positiva 0 negativa.
2.1.7 Operadores Diferointegrables

Primero notemos como estan relacionadas las funciones trigopnométricas seno y coseno

para las derivadas e integrales de orden entero.

sin (X + gn) = sin(x) cos (g n) + sin (g n) cos(x) 44)

cos (x + gﬂ') = cos(x) cos (g n) ¥ sin(x) sin (g n) 45)

Sin pérdida de generalidad tomemos la funcion seno y obtengamos sus primeras

derivadas.

(%) sin(x) = cos(x) = sin (x + %”)
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a\? . . :
(H) sin(x) = —sin(x) = sin(x + m),
3
(;—x) sin(x) = —cos(x) = sin (x + %n)
a\* . . .
(H) sin(x) = sin(x) = sin(x + 2m),
Ahora tomando las integrales impropias se obtiene

1
f sin(x) dx = — cos(x) + ay = sin (x — En) + a,,

1 1
(f )2 sin(x) d?x = —sin(x) + Z a,x® = sin(x —m) + Z axk,
k=0 k=0

(f) sin(x) d3x = cos (x) + Z a,x* = sin (x ——n) + 22: a,xk,

k=0

3 3
(f )4 sin(x) d*x = sin(x) + Z a,x® = sin(x — 2m) + Z agxk,
k=0 k=0

Se puede deducir la formula para la n-esima derivada y la n-esima integral de la funcién

seno

(%)” sin(x) = sin (x + %n) %)

n—-1

(f )n sin(x) d"x = sin (x — gn’) + Z akxk

k=0

47)

de las ecuaciones anteriores obtenemos que el operador derivada induce un corrimiento
hacia la derecha para la funcion seno mientras que el operador integral induce un
corrimiento hacia la izquierda, considerando que la derivada es el operador inverso por

la izquierda de la integral podemos definir
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(LY ()" Feans = primp
— UM (x)
= "D ()
= £G0),
Por tanto

d\" n 49)
(%) (J)'fGoamx = DMrf () = £(x)

2.2 Derivada fraccionaria

Los conceptos mas extendidos de las matematicas es la derivada, considerandose
como la rapidez de cambio de una variable respecto de otra. La definicién de derivada
nos permite aumentarla y podemos considerar la primera derivada, segunda derivada,
tercera derivada y asi sucesivamente. ¢ Pero qué tal si calculamos la media derivada?
¢Podemos hacer ¥ de derivadas? La pregunta no es absurda y surgio casi al mismo
tiempo que surgio el calculo diferencial. Por mucho que se asegure el dominio del calculo
diferencial e integral de los libros de texto, si no podemos asignar la derivada de orden
% 0 mas general de orden positivo 0 negativo, real o complejo, entonces trabajamos

privado de un recurso poderoso.

Es necesario un conocimiento detallado de las propiedades basicas y sus connotados

mas notables:

Sujeto a las restricciones apropiadas, podemos emplear operaciones de calculo

ordinario para construir.

welllfellfelfefof>f">f">-
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2.2.1 Derivada fraccionaria de Laplace

Desarroll6 un anico ejercicio matematico generalizando a partir de un caso de orden
entero. Empezando con f(x) =x™ con m un entero positivo, Lacroix desarrolld

facilmente la derivada n-esima de f(x).

(&) F 0 = mam?
(L) £() = m(m — D=2

(%)3 f(x) =m(@m—1)(m—2)x™3

(:_x)n fx)=mim—-1)m-2)..(m—-(mn—-1))x™"

<d) f()—Lxm‘”, m>=n %0)

(m —n)!
Haciendo uso del simbolo de Legendre para la generalizacion del factorial (la funcion

gamma), obtiene

a\" . Tm+1) 51)
(_) f(x)_F(m—n+1)x

Después da el ejemplo para el caso f(x) =x™ conn =1/2.

Sim=1

N =
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1!
=—x
1
[(z+1)

N =

ﬁx

2.2.2 Ley delos exponentes para operadores diferenciales de orden entero

Lagrange (1772) contribuyé indirectamente al calculo fraccional al desarrollar la ley
de exponentes para operadores diferenciales de orden entero:

d\™ / d\" d \mtn 52)
@) &) o=z 7@
Si calculamos media derivada a una funcion dos veces obtenemos la primera derivada

es decir,

53)

N[~
N[ =

(@) @) o=

2.2.3 Derivada fraccionaria de Josep Liouville

Liouville (1832) parte de la derivada de orden entero de la funcién exponencial.

dm 54)
e = qMmeax
dx™
donde indica que m puede ser cualquier numero real o complejo, positivo (indicando la

derivacién) o negativo (indicando la integracion). A partir de esta definicion de derivada
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y suponiendo que una funcion y se puede desarrollar en una serie de exponenciales,
establece una formula general para la derivada. Primero desarrolla en serie de

exponenciales

y = Z Aemix, 55)
i

Y deriva término a término esta serie para obtener:

dﬂ
T2 = amieme 56)
i

a la expresion (56) se le conoce como la primera definicion de derivada fraccionaria de
Liouville. Luego da dos ejemplos, que algunos historiadores han llamado como la

segunda definicién de Liouville.

Primer ejemplo:

1 °° 57)
- = j e da
X Jo

Es importante notar que (57) no es mas que la transformada de Laplace de la funcion
escalén unitario en la que se ha cambiado s por x. Partiendo (57), Liouville utiliza la

férmula de derivada fraccionaria y obtiene.

1
dhs e (—1HT (i + 1) 58)
g = | e marda ==

Para el segundo ejemplo define:

1 1 (® 59)
—=—f e~ a" lda
x® T'(n) ),
1
d*sm f‘”(—l)”e‘“"a”*"‘lda (DT + ) 60)
dxt 0 I'(n)  T(n)xnte

A continuacion, Liouville da una expresion para la integral fraccionaria de una funcién

arbitraria, pero con restricciones:
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d-

u
“ 1 © B 61)
i ™ | P = g | #+ e

Donde u > 0ysi¢(.) =Y A, e™ ym debe ser menor que cero o si es de la formam =
—p + qV—1, p debe ser mayor que cero. Al final de cuentas lo que se trata es cuidar la

convergencia de la integral impropia que se logra cuando el integrando se anula en o .

Para obtener la derivada de ¢(x), Liouville hace u = n — p, donde n es menor entero

positivo mayor que u con lo que obtiene.

dfp(x) _

! ca _ 62)
dxt (—1)p['(p)f0 dxm [p(x + a)]a?  da

2.2.4 Derivada fraccionaria de Griinwald-Létnikov

Anton Karl Grinwald (1838-1920), en 1867, y Aleksey Vasilievich Létnikov (1837-
1888), en 1868, proponen la definicion de la derivada fraccionaria, partiendo de la
definicion basica de la derivada de orden entero; esto es:

fx+h) - fx)
. ,

f'00) = lim

flx+h) —f'(x)

1o =

flx+2h) =2f(x+h) + f(x)

ful(x) — rlll—r)% hz
Yosmen(D™()f[x + (m — n)h] 63)

f*(x) = lim

hn
Donde
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ny n! _ [(n+1) 64)
(m) " m!(n—-m)! T(m+1DI(n—m+ 1)

Haciendo operaciones aritméticas se llega a las siguientes férmulas de la derivada
fraccionaria de Grunwald-Létnikov:

m 65)
(—-D™T'(a+ 1)
m+ Dl(a—m+1) flx=mh),

h
Df(x) = lim h™ Z m
m=0

)“ $ (D™ (a+1) [x Cm (X — a)]

DEfG) = hm ( =0F(m +Dl(a—m+1) n

66)

X —a

2.2.5 Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Una de las piezas claves en el estudio de célculo fraccionario es la integral iterada,
gue se define de la siguiente manera.

Definicion: Sea L},.(a, b) el espacio de funciones localmente integrables en el intervalo

(a,b). Si f es una funcién tal que f € L},.(a, ), entonces la n-esima integral iterada de

la funcién f esta dada por:

JF(x) = fxdtlftldtz ...fatn_lf(tn)dtn

a a

L) = gy [ G- oo

donde

x=ﬂw=ffmm
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tomando en cuenta que (n—1)! = I' (n), de manera natural se puede obtener una

generalizacion de la integral de f para un orden arbitrario @ > 0

1 x 67)
JdEf(x) = %f (x — )* 1f(t)dt, (derecha)

de manera similar en el caso en que f sea una funcion integrable localmente en el

intervalo ( —oo, b) se tiene

68)

1 b
AFf(x) = m[ (t —x)*"1f(t)dt, (izquierda)

ambas formas estan definidas para f.

Las ecuaciones (67) y (68) corresponden a las definiciones de integral fraccionaria
derecha e izquierda de Riemann-Liouville, respectivamente. Las integrales fraccionarias

satisfacen la propiedad de semigrupo, la cual estd dada en la siguiente proposicion
Proposicién

Sea f una funcion. Si f € L1, (a, ©), entonces las integrales fraccionales de f satisfacen

que

69
alacc{ alff(x) = aI;cHﬁf(x)' a,fB >0 )

del resultado anterior se tiene que en particular

70)
AR A2 f(x) = JR%f(x), n€N, a>0

Como el operador d/dx es el operador inverso por la izquierda del operador I, ,

cualquier integral @ — esima de una funcion f € Lj,.(a, ») se puede escribir como

dr dn 71)
alacclf(x) = W(alg ala‘cxf(x)) = W( aIJTcH-af(x))
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Entonces, de las ecuaciones anteriores se construye el siguiente operador, el cual
corresponde a la derivada fraccional (derecha) de Riemann-Liouville

72)

DEf(x) = f (x — O Lf () de

F(n a)d "
Se pueden unificar las definiciones de integral fraccional y derivada fraccional de

Riemann-Liouville, dada las ecuaciones anteriores, de la siguiente manera

( 1 x . |
a J [(—a )f (x—1) f()dt sia <0 7
anfX) =
Lmdxnj (x — )" %" 1f(t)dt sia>0

donden—1< a <n,conn = |a] + 1.

De manera anéloga para la derivada fraccional izquierda de Riemann-Liouville se tiene

que
1
M(—a )J (t—x)"*'f()dt sia<O0 .
xDl(;fo) = ( 1)n
'n—a) dxnj t—x)"*1f(t)dt, sia=0
Considerando (67) y (71) podemos construir la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville
L%f(x), sia<0 75)
DEfx) =1 d™

= n( - “f(x)) sia =0

Donde n = [a] luego aplicando el operador (75) a la funcion x* cona € R\ Zy u =0,

obtenemos el siguiente resultado

76)

2.2.6 Derivada Fraccionaria de Caputo

Michele Caputo (1969) publicé un libro e introdujo una nueva definicion de derivada

fraccionaria, creo esta definicion con el objetivo de modelar fendmenos de difusion
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anomalos. La definicién de Caputo ya habia sido descubierta de forma independiente por
Gerasimov (1948). Esta derivada es de suma importancia ya que permite modelar tiempo
el fraccionario. En algunos textos, se conoce como la derivada fraccionaria de

Gerasimov-Caputo.

Sea f una funcidn, tal que es n veces diferenciable con f™ € L} .(a,b), entonces la

derivada fraccionaria de Caputo por la derecha se define como:

DY) () = (Faly™*D™y)(x)

1 X
EDENE) = s | = 0Py e

77)
DY) = (=D (RUFED™y) (%)

-1 b 78
,CCDg‘)(x) = %f (t — x)n—a—ly(n) (t)dt )

Donde n = [a]. Cabe mencionar que la derivada fraccionaria de Caputo se comporta
como el operador inverso a la izquierda de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville,

es decir,

(@D (IFD™f (X)) = f(x) 79)

Por otro lado la relacion entre las derivadas fraccionarias de Caputo y Riemann-Liouville

esta dada por la siguiente expresion

DEf(x) = D2 (f () ~ Tt (x - a)¥) 80)

Entonces f®(a) = 0 %k < n, obtenemos

aDEf(x) = DEf(x) 81)
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Considerando el caso particular anterior, es posible unificar las definiciones de derivada

fraccionaria de Rieman-Liouville y Caputo de la siguiente manera

e f (), sia<0

Cpha — n
aDx fx) = —af @ . 82)
a],? a wf(?() sia=0

2.3 Meétodos introductorios

2.3.1 Método del punto fijo.

El método del punto fijo también conocido como el método de iteracion funcional es
el fundamento matemético para construir métodos eficientes para el calculo de raices

reales de ecuaciones no lineales.

Este método consiste en re-escribir la ecuacion f(x) = 0 en la forma x = g(x). Esta
ecuacion debe ser consistente con la ecuacion original en el sentido que debe

satisfacerse con la misma raiz.

83)
r=g) o f(r)=0
Se construye un proceso iterativo a partir del valor semilla x,
g(xo) = x;
g (x1) =%,
84)
g(xn—l) = Xn

Ejemplo2.3.1

Calcule unaraiz real de f(x) = e* — mx = 0 con el método del punto fijo.
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Un grafico de f nos muestra que la ecuacion tiene dos raices reales en el intervalo [0,
2]

Re-escribir la ecuacion en la forma x = g(x).

x =gkx) =¢e*/n
Figura 2.1: x=g(x)= del punto fijo para el ejemplo 2.31. (https//www.uv.mx)

PUNTOS FIJOS PARA FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES.

Preliminar

La forma general de un sistema de ecuaciones no lineales es:
filxx05 5%, ) = 0
fo(e5 %25 05%) = 0
85)

fo(es %25 0500 ) = 05
donde cada funcion f; puede tomarse como una aplicacion de un vector x del espacio n-

dimensional R™, x = (x;;x,;...;x,)%, en la recta real R. Alternativamente, el sistema

puede representarse definiendo una funcién F, de R™ en R™ por
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F(x;%0; 05 %y) = (fl(xl;xz s Xn ) fa (X X5 i X0 )s e fa(Xs X2 5 s X, ))t =0
Usando notacion vectorial para representar las variables x;, el sistema asume la forma:
86)
F(x)=0
Las funciones fi; f,; ... ; f Se llaman funciones coordenadas de F.
Método de Iteracion
Se desarrollé un proceso iterativo para resolver la ecuacion f(x) = 0 transformando
primero esta ecuacion en una ecuacion de la forma x = g(x). La funcion g tiene sus
puntos fijos precisamente en las soluciones de la ecuacion original. Aqui se investigara

un procedimiento similar para funciones de R™ en R™.

Sea dado un sistema de ecuaciones no lineales de un tipo especial:
X1 = g1 (X33 %25 3 %0 ) ;5

Xy = go(X15 X255 05X ) ; 87)
Xn = Gn(X15 X255 X ) ;

donde las funciones g4, g,; ...; gn SON reales, definidas y continuas en un conjunto D,
vecindad de una solucién separada (xj; x5; ...; x;,) del sistema. De forma mas
compacta el sistema se puede escribir como:

88)
x = G(x)

Definicion. Se dice que una funcién G: D € R™ — R™ tiene un punto fijoenp € D
siG(p) = p.

Para hallar la raiz vectorial p = (py; p2; ---; Pn) de la ecuacion (85), frecuentemente
resulta conveniente utilizar el método de iteracion

0D = G(x®) 89)
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k = 0; 1; 2; ..., donde la aproximacion inicial x® ~ p. Obsérvese que si el proceso de

iteracion (89) converge, entonces el valor limite § = zlim x®) es definitivamente una raiz
—00

de la ecuacion (88), y pasando al limite en (89) para k — o tendremos, en virtud de la

continuidad de la funcién G (x);

= e =6 () = 60
De este modo, ¢ es una raiz de la ecuacion vectorial (88). Si, ademas, todas las
aproximaciones x® (k = 0; 1; 2;...) pertenecen al dominio D y p es una raiz Gnica del
sistema en D, entonces ¢ = p. El método de iteracion puede aplicarse también al
sistema general (86)o (87), donde F(x) es una funcion vectorial, definida y continua en
la vecindad D de unaraiz separada p. Por ejemplo, escribamos nuevamente este sistema
de la forma;
x=x+ AF(x) = Gx) %0)

donde A es una matriz no singular. EI método ordinario de iteracién (89) es directamente
aplicable a esta ecuacion. Si la funcién F(x) tiene una derivada continua F'(x) en D, se
sigue que

91)
G'(x)=1+ AF'(x) =1+ AJ(x)

donde la matriz J(x) = F'(x) es la matriz Jacobiana, definida como J(x) = Jij = <—a’;;(’f)>.
J

Entonces elegiremos (debido a lo que se demostrara mas adelante) la matriz A de forma
que

92)
G'(x®) =1+ 4])(x9)=0;

de donde, si la matriz J(x®) = F'(x(¥)) es no singular, tendremos
1 93)
A= )]

Si det[J(x(®)] = 0, debe eligirse una aproximacion inicial x(*) diferente.
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2.3.2 Método de Biseccion.

El método de biseccién es un algoritmo de busqueda de raices que trabaja dividiendo
el intervalo a la mitad y seleccionando el subintervalo que tiene la raiz. Esto se logra
llevar a cabo a través de varias interacciones que son aplicadas en un intervalo para por

medio de ello encontrar la raiz de la funcion.

Este es uno de los métodos més sencillos de facil intuicién para resolver ecuaciones
en una variable, también conocido como método del intervalo medio, este se basa en
el teorema del valor intermedio, el cual establece que toda funcion continua f en un
intervalo cerrado [a, c] toma todos los valores que se hallan entre f(a) y f(b). Esto es
que todo valor entre f(a) y f(b) es laimagen de al menos un valor del intervalo [a, b].En
caso de que f(a) y f(b) tengan signos opuestos, el valor cero seria un valor intermedio
entre f(j)y f(e), por lo que con certeza existe un p en [a,b] que cumple f(p) = 0. De

esta forma, se asegura la existencia de al menos una solucion de la ecuacion f(a) = 0.

El método consiste en lo siguiente:

Debe existir seguridad sobre la continuidad de la funcién f(x) en el intervalo [a, b]
A continuacion se verifica que fla)-f{b]<0

Se calcula el punto medio m del intervalo [a, b] y se evalla f(m) si ese valor es igual a

cero, ya hemos encontrado la raiz buscada
En caso de que no lo sea, verificamos si f(m) tiene signo opuesto con f(a) o con f(b)

Se re define el intervalo [a, b] como [a,m] 6 [m, b] segun se haya determinado en cual

de estos intervalos ocurre un cambio de signo
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« Con este nuevo intervalo se continda sucesivamente encerrando la solucidon en un

intervalo cada vez mas pequeiio, hasta alcanzar la precision deseada

El método de biseccion es menos eficiente que el método de Newton, pero es mucho

MAs seguro para garantizar la convergencia.

Figura 2.2: grafica de convergencia del método de

biseccion.(https://www.ingenieria.unam.mx)
2.3.3 Método de Newton Raphson

Encontrar raices de ciertos tipos de ecuaciones fue un problema que cautivo a los
matematicos durante siglos. Los ceros de una funcion polinomial f de grado 4 o menos
(es decir, las raices de la ecuacion f(x) = 0) siempre pueden encontrarse por medio de
una formula algebraica que expresa la incognita x en términos de los coeficientes de f.
Sin embargo en el siglo XIX se demostro que las ecuaciones mayor grado que cuatro no
pueden resolverse por medio de formulas algebraicas, en otras palabras en términos

radicales. Consideraremos una técnica de aproximacion que utiliza la derivada de una
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funcion f o, con mas precision, una recta tangente a la grafica de f. Este método se

denomina método de Newton Raphson.

Suponga que f es diferenciable y suponga que c representa una raiz real desconocida
de f(x) = 0; es decir f(c) = 0. Sea xoun numero que se escoge arbitrariamente como
primera conjetura para c. Si f(x,) # 0, calcule f’(x). Construya una tangente a la gréafica
de f en (x,, f(x)) .Si se hace que (x;,0) denote la interseccion x de la recta tangente
y — f(xo) = f(x0)(x — x,), entonces las coordenadas x = x; Yy = 0 deben satisfacer

esta ecuacion. Al despejar x; de 0 — f(xy) = f'(x)(x; — x,) Obtenemos:

o = 3 — f(xo) 94)
! ° fr(xo)

f La pendiente
; de la recta

| tangente

: es f'(xgy)

Figura 2.3: Grafica de aproximacion mediante

iteraciones.(https://pythonnumericalmethods.berkeley.edu)

Repitiendo el procedimiento en (x4, f(x;)) y sea (x,,0) la interseccion de x de la
segunda recta tangente y f(x;) = f(x)(x —x1). Por 0—f(x;) = f(x1)(x2 —x1)

f(x1)

encontramos x, = x; — = =
’ 1

al continuar de esta manera determinamos x,,,; a partir de

x, al usar la formula:
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f (xn) 95)

Xn+1 = Xn _f,(x )
n

2.3.4 Casos donde el método de Newton Raphson falla

El método de Newton Raphson no siempre produce una sucesion convergente.
v' El método de Newton Raphson no converge si f'(x), = 0. Al usar la formula

f () 96

Xn+1 = X —m
n

v La funcién f(x) no es derivable en x = 0.
Ejemplo:
sea la funcion f(x) = x1/3
fr@) =527
tomamos x, = 0.1 como primera conjetura y empezamos las iteraciones

o SO g4 ODYVS
X1 = %o = 5085 = 0.1 Tony e 0.20000

(~0.20000)1/3

_ _ f(x1) - _ _ —
X, = X1 = e = ~020000 — S = 0.40000
1/3
X3 = xy — 282 = 040000 — ;2200 _ 80000
F(x2) 5(0.40000)2/3
_ 1/3
x, = x5 — L8 — 080000 — ;222000 _ 4 60000

fl(xs) 2(-0.80000)=2/3

podemos ver que la estimacion inicial no produce una sucesion convergente.

v' La funcién cuadréatica ax? + bx + ¢ = 0, cuando el discriminante b? — 4ac < 0,
tiene solucion compleja y la grafica no intersecta x siempre va estar encima o
debajo del eje x.

Ejemplo:
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x2—2x+5=0
b2 —4ac=(-2)2—4(1)(5)=-16<0
La grafica de la funcidn no intercepta el eje x, por tanto el método de Newton

Raphson no es aplicable.

Figura 2.4. funcién cuadratica con raices complejas.

Condicion suficiente para que Newton Raphson converja

fGOf" (%)
[f" (]2

97)

2.3.5 Newton fractal

Newton fractal se basa en el método de Newton para encontrar raices, para una
funcién en particular y a partir de puntos dispuestos en una cuadricula en el plano
complejo. Es el conjunto de Julia de la funcion z —» z — 5,(—(22)) gue viene dado por el método
de Newton.

Como trazar la grafica de un fractal de Newton:
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El gréfico de un fractal de Newton se crea asignando diferentes colores a los puntos
en una cuadricula de numeros complejos, segun el cual una de las diferentes raices de

una funcion del método de Newton converge desde cada punto de la cuadricula.

e Decidir, que funcion F(x) usar; esto determina la estructura del fractal.

¢ Defina la cuadricula bidimensional de puntos en el plano de nimeros complejos.
Cada uno de ellos servira como una suposicion inicial del método de Newton.

e Obtenga una lista de las raices de F(x), mas precisas sus posiciones en el plano
de nimeros complejos con suficiente posicion y exactitud.

e Enrealidad, la lista de raices no tiene por qué estar completa, pero cuantas mas
raices tengas, mas colorida sera tu imagen.

¢ Ejecute el método de Newton, comenzando desde cada punto de la cuadricula, y
determine a cual de las raices esta convergiendo para este punto de la cuadricula.
También observe después de cuantos pasos de iteracion se alcanza una cierta
precision objetivo para cada punto de la cuadricula.

e Al final, tendra una lista de los siguientes numeros para cada punto de la
cuadricula:
Una coordenada x.
Una coordenada y.
La raiz a la que convergi6 el método.
Cuantos pasos de iteracion se necesitaron para llegar a la raiz con una precision

preestablecida determinada.
Entonces todo lo que queda por hacer es lo siguiente:

e Asignar un valor numérico diferente a cada una de las raices, por ejemplo, un
namero entero (solo numera las raices).

e Convertir este valor numérico en un color.

e Trazar los colores resultantes para todos los puntos de la cuadricula.

e Si lo desea, puede utilizar la cantidad de pasos de iteracion necesarios para

sombrear el color.

Eso es todo. Cuando haga esto debe asegurarse de lo siguiente
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Las posiciones de las raices deben estar cubiertas por su cuadricula inicial, al menos
parcialmente. Esto no es necesario, pero es una buena primera version de su
cuadricula para que pueda ver donde suceden cosas interesantes. Luego, puede

restablecer la cuadricula para acercar o alejar o establecer posiciones como desee.

Usted sabe cuantos pasos en promedio necesita el método de Newton para converger
en su cuadricula. De esta manera, puede elegir un niumero maximo adecuado de

iteraciones (establecer ese maximo evita bucles infinitos en su codigo).

La precision gue necesita del método de Newton para cada punto de partida debe ser
mayor que la precision con la que decide que un resultado se encuentra lo
suficientemente cerca de una de las raices. Esta identificacion del punto final con una

de las raices también se realiza numéricamente.

Comience con un namero suficientemente pequefio de puntos de cuadricula. Dichos
calculos pueden ser largos muy rapidamente y siempre puede usar mas puntos de

cuadricula, una vez que esté seguro de que todo esta funcionando como se esperaba.

Ejemplo2.3.2:

F(z)=(z*-1)(z*+1)
F2)=((x+iy)?—Dx+iy)2+1)
F(z) = (x?—y?+i2xy — D)((x* —y? +i2xy + 1)

F'(z)=(x*—y?*+i2xy —1)'((x* —y* +i2xy + 1) + (x> — y? + i2xy
—D((x2—y*+i2xy + 1)

F'(z) = Qx+i2y)((x2 —y? + i2xy + 1) + (x? — y2 + i2xy — 1)(2x + i2y)
F'(z) = @x+ 2y)[(x* —y? + i2xy + 1) + (x> —y? + i2xy — 1)

F'(z2) =2z((z* - 1) + (2> + 1))
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3 (z2-1D(z%+1)
Zyo+1 = 21 2z((z2 = 1) + (z2 + 1))

Esta funcidn tiene cuatro ceros complejos:

-1,1,-y0,y0
Lo que significa que nuestro fractal debe tener cuatro colores diferentes basados en a
convergencia hacia estas cuatro raices. Usamos una cuadricula compleja de z con 100

valores para partes reales e imaginarias cada uno € [-2,2]. El resultado es:

Im(z)

Re(z)

Figura 2.5. Representacion grafica de raices complejas de una funcion compleja del

ejemplo 2.3.2.(https://atmost.eas.cornell.edu)
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CAPITULO 3

3 METODOLOGIA

3.1. Tipo de Investigacion.

El tipo de investigacion en este estudio es monografico y consiste en mostrar la
definicion de derivada e integral fraccionaria, deduciendo tedricamente el método de

Newton Raphson Fraccional en analisis numeérico.

3.2. Disefio de la investigacion

Esta investigacion se fundamenta en propiedades de calculo y analisis numérico y se

disefio de la siguiente manera:
1. Comprender propiedades basicas como:
La funcion gamma.
Diferenciacién e integracion de orden entero.
Definiciones generales para derivadas e integrales.
Integral iterada.
Métodos tradicionales de analisis numérico.
2. Deducir las ecuaciones de derivada e integral fraccionaria.

3. Aplicar derivada fraccionaria y Newton Rapshon clasico para definir la formula del

modelo matematico newton raphson fraccional.
3.2.1 Comprension de la teoria

Se analizé toda la teoria basica de propiedades basicas para el desarrollo de
derivadas e integrales fraccionarias al igual para el método de newton rapshon fraccional,

fundamentadas en analisis numérico y en calculo diferencial e integral.
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CAPITULO 4

4 RESULTADOS

4.1. Derivadas fraccionarias (Riemann Liouville)

1
aDFf(x) = T

d X

__\n _ \n—-a-1
S | ot
1. Calcular media derivada de la funcion constante f(x) = 1
Solucion:

Primeramente calculamos la media integral y luego derivamos.

1

1/2 _
OIx f(X) - F(l/Z)

X
j (x —w)/? 11du,
0
Sabemos que I' (%) = +/m, luego calculamos la integral
X
J (x —w)/?11du
0

fx du
o (x— u)1/2

Mediante cambio de variable resulta

= —2(x —u)/? J(;

=—2(x — x)% — (—2(x — 0))1/2
= 2x1/2

La media integral de f(x)=1 es
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RESULTADOS

J1/2 zixl/Z

I

Si derivamos la media integral resultante obtenemos la media derivada

2
Sea f(x) = —x/?
T

N
’ _ 21 5—1
f (X)—ﬁzx
_1
fre ==
T
1/2 _x__%
ODx f(x)_\/E

Por tanto hemos obtenido la media derivada de la funcién constante f(x) = 1y por tanto

sabemos que la derivada fraccionaria de una funcién constante no siempre es cero.

2. Calcular media derivada de la funcion f(x) = x

1/2 — i g _ \1-1/2-1
oDY*FG) = r 7y ()| G0

__1 d fx( )~ 1/2tdt
TT@/2)dx ), ’

Cambio de variable
u=x—t-ot=x—u
du = —dt - —du = dt

1d(* _1
=\/—Eaj u 2(x—u).—du
0

1 d *

:ﬁa — . u 2(x —u)du)
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L4 [ s — unyau)
xu —Uu u
~Umax '),
L b [
= ——((—X u u u u
mdx 0 0
1
_ld w |
“wEa Tl
2 2
1 d 2
1/2 3/2
\/—d (—2xu*’* + = u |0)

Regresando a la variable original y evaluando los limites de integracién
d

\/1_d (—2x(x = OY? + (x—t)3/2|0)

= Tdi ( 2x(x — x)% + % (x — x)%> - (—Zx(x — 0)% + g (x — 0)%))

= \/i_di — (—Zx(x)% + ; (X)%))

3. Calcular media derivada de la funcion f(x) = x?
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e 1 P ——
0x 1-1

Z-1/D@ fox(x ST

1
r(3/2)

DY (x) = (j—x)z f Cx— OV2e2ds

12600 = 2 (e [T -
oD () = = () fo (x — )22t

Cambio de variable
u=x—t-ot=x—u

du = —dt » —du =dt
2 d x
D1/2 — zf 1205 — )2 —d
oD *f0) = =@ | WG —w?—du

2 /d\? X q
DY) = =(52) - f (@ (x? — 2xu + u?))du)

T
2 x
D2 p(x) = 2 (L) (= [ (x?uz = 235 + ud)d
D = =(55) (- | ot — 2 +udiaw)

2 /d\? ¥ 1 * 3 ¥ 5
OD;/zf(x) =_<_x) —xzj ufdu—fo uz du+f uz du)
0 0 0

2 1d\? ¥ 1 * 3 ¥ 5
oD f(x) = —(—) (—xzj ufdu—fo uz du+] u2 du)
dx 0 0 0

T
3 5 7
2 7d\? [ —x?uz 2xuz uz

1/2 _ 4 (a Uz \x

ODx f(x)_ﬁ<dX) ( § + 5 Z |0)
2 2 2

Regresando a la variable original

e X
v \dx 3 5 7)o
2 2 2

2 2 _7  (x—b)7
DY f(x) = 2 (d) ( —x%(x —t) +2x(x 0z (x—t)

49



i%‘l CAPITULO 4 RESULTADOS

Evaluando los limites de integracion
2 (d\*/ 2 3 4y 5 2 7 2 3
1/2 = 2 £ £
D) = =(3) (F55 G =024 =002 =5 = 07 = (-5 - 002

+4?x(x—0)§—;(x—0)%)>

12000y = 2 (L) (=2 a2t — 08 4+ X ix — 095 — 2 (x — 0)2
() = =(g) (F3re -0 -0z —5 6 -02)
1/2 2 dz__§2§4_x§_gz
D = =(3) (F5E@R T @i -5 w2)

0 = (%)2 (~-3xz+5x2 -2 CoD)

TS

011w - () (~-7h)

2= () (i)

DY) = —=(

7 16 %_1>
Vr

2105

112 (5 5
DY2 (s = (_ 7_1>

8
OD;/Zf(x) = x3/2
T

3Vm
4.2. Derivadas fraccionaria de (Caputo)

1
'n—-a)

SDEF(x) = = [ (x — "L (B,

1. Sea la funcién f(x) = x

1 x 21, d
— 2
_%)-fo (x—1) dtt
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_ifx —t_%dt
=), oY

1fx 1 d
=— | u2.—du
v Jo

* o1
= u 2du

o

__Li/zrc
- Jm1/210

) X
_ _ 1/2
Z=e 0"

- %ﬁ(x -V (_Ti(" - 0)V?)

- _ __le/z)

Vr

2. Sea la funcion f(x) = x?

1

cpl/2 —

Xe  _ \2-1/2-1,9~2.2
JF e ey

1

cnl/2 _
ODx f(x) - F(B/Z)

X
f (x — t)/22dt
0

1
1/2Vn

pi/2f() =——2 [ “— 0 2dt
0

enl/2 __i (x — )32 x

0200 = - =25

3 3

4 (x—x0)2 4 (x-0)2

Dy f(x) = 3 (_\/E 3 )
2 2
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cpl/2 - _ _iz
D G) = ~(- =3

8
cpl/2£0y) = x3/2

4.3. Derivada fraccionaria de una funcion cuadratica (Laplace)

En este ejemplo aplicaremos la derivada fraccionaria de Laplace y a su vez
comprobaremos el aporte de hizo Lagrange mediante (ley de los exponentes para
operadores diferenciales de orden entero) y que son validos para los de orden

fraccionario.
Ejemplo:
Sea la funcion f(x) = x2.
m=2yn=1/2

1/2
( d > ) 'z+1 L2172

dx “T2-1/2+1)

@)
T2

3/2

2!
=—FX

ré+

3/2

2
= 55X

3..3
5T

3/2
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2

x3/2
3
avm

_8 3/2

=—x
3Vm

Calculando nuevamente media derivada a la funcion resultante tenemos:

3/2-1/2

<d)1/2 8 . T(3/2+1)

2 32—
dx)  3vVm r(3/2—-1/2+1)

I(5/2)
~“ T2 ¢
TG+

T

Finalmente

N[

1
2

d
fG) =—f()

(&

8 3w

—.— X =2x

3Wn 4

(&

4.4. Newton Raphson Fraccional.
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Este método nos permite encontrar las raices tanto reales como complejas de un
polinomio. Antes de continuar es necesario definir la siguiente notacion

d“ 98)

FO) = @)

Donde el operador d*/dx* denota cualquier derivada fraccionaria sobre la variable x,

gue cumple la siguiente condicidén de continuidad respecto al orden de la derivada

99
lim £ () = 160 )
a—>

Considerando una funcion &:(R/Z)xC — C luego, tomando como base la idea del
método clasico, y considerando cualquier derivada fraccionaria que cumpla la condicion

(97) podemos definir el método de Newton Raphson Fraccional de la siguiente manera:

1 100)
Xip1 = P(a, %) = x; — (f(a)(xi)) f(x), i=01.2..

Para que la expresidn anterior tenga sentido, debido a la parte integral que las
derivadas fraccionarias suelen tener y que el método se puede utilizar en una amplia
variedad de funciones, consideramos en la expresién 100 que la derivada fraccionaria
se obtiene para una variable real x, y si el resultado lo permite, esta posteriormente se

hace que la variable tienda a una variable compleja x;, es decir,

FO@x) = F@(x) ‘o xi,x ER,x;€C 101)

Para entender por qué el método NRF si f € P,(R), tiene la capacidad de ingresar al
espacio complejo usando una condicién inicial a diferencia del método clasico, basta con
observar la derivada fraccionaria de Riemann Liouville con « = 1/2 para la funcion

constante y la funcién identidad.

D2y =22
0YxJ0 _\/E

N[ =
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1
0D§f1 (x) =

1
2

2
—x
Vi
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CONCLUSIONES

Las propiedades de la funcion gamma, la derivada y la integral de orden entero son
el punto de partida para definir la derivada y la integral fraccionaria

El estudio de derivadas e integrales fraccionarias o de orden arbitrario no esta
totalmente terminado hay muchos aportes de diferentes matematicos, pero actualmente
no se ha podido dar una interpretacién geométrica de la derivada fraccionaria como lo
hay para las de orden entero. Sabemos que la primera derivada es velocidad y que la
segunda es aceleracidn, pero lo que esta entre velocidad y aceleracion no lo sabemos.

La media derivada de Riemann Liouville para una funcion constante es distinta de
cero y la media derivada de Caputo es cero, debido que Riemann Liouville primero medio

integra y luego deriva y Caputo deriva y después medio integra.

La derivada fraccionaria tiene un campo amplio de aplicaciones en diferentes areas
donde es mas eficaz en muchos casos que una derivada de orden entero como lo es
para el método Newton Raphson Fraccional con condiciones iniciales reales que puede

calcular raices reales y complejas.
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RECOMENDACIONES

Finalizando este trabajo monografico, consideramos apropiado brindar ciertas

recomendaciones:

e Motivar al estudiante del ultimo afio de la carrera a que profundicen en

investigaciones relacionadas con las derivadas e integrales de orden arbitrario.

e Aplicacion del método Newton Raphson Fraccional usando un software para
calcular las raices reales y complejas de una funcién.

e Trabajar con derivadas e integrales fraccionarias aplicando el método Newton
Raphson en ecuaciones diferenciales.

e Aplicacion de derivada fraccionaria en fractales.
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ANEXOS
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F(x)=x

Anexo.1l
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Anex0.2

flx) = x*
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| | | |
15 2 25 35 4

61



“A la Libertad por la Universidad”

Anexo.3

fx) = x°
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