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INTRODUCCION

En la actualidad las ciencias matematicas se enfrentan al reto de mostrar su
gran valor en la blUsqueda de soluciones a problemas reales y la
optimizacion es una de las areas de estudio que ha avanzado ampliamente
en esta direccion.

En los cursos de Optimizacion que se imparten en nuestra Universidad se
hace ¢énfasis en el estudio de métodos analiticos para resolver diversos
problemas. En el tratamiento de problemas reales, estos métodos no son
suficientes para obtener una solucidon exacta por lo que es necesario hacer
uso de métodos numéricos para alcanzar un resultado aproximado.

En el caso particular de problemas de optimizacion de funciones, en el que
se requiere maximizar o minimizar funciones reales de una o varias
variables, no es la excepcion puesto que se tiene que emplear la
minimizacién numérica en problemas tales como hacer una estimacion por
ajustes en Estadisticas, calcular el flujo potencial en Biologia, estudiar la
inversion sismica en Geofisica o estudiar el desplazamiento de placas
vibrantes en Ingenieria Mecanica.

Lo anterior plantea la necesidad del conocimiento de diversos métodos
numéricos de minimizacion de funciones reales de una o varias variables
para el abordaje de problemas como los sefialados anteriormente. Por tal
razon hemos considerado de mucho interés el desarrollar un trabajo
monografico que permita disponer de métodos numéricos que aproxime el
minimo de funciones reales de una o varias variables.

El resultado de nuestro trabajo puede ser utilizado como material de
consulta por estudiantes, docentes e investigadores en la aplicacion de la
optimizacidon numérica en la solucidén de problemas especificos.

El presente trabajo consta de tres capitulos. En el primer capitulo se
incluyen los elementos basicos de las funciones de una o varias variables,
terminologia, conceptos y teoremas basicos que se requiere para el
desarrollo de los siguientes capitulos. En el segundo capitulo se plantean
algunos de los métodos numéricos para localizar el minimo de una funcion

real de una variable, se utilizan dos tipos de métodos de minimizacion: el
1



método de busqueda y método mediante derivadas. En el tercer capitulo se
trata de minimizar una funcion de varias variables, utilizando dos tipos de
métodos: el método de Nelder-Mead y el método del gradiente.

Los métodos se describen de una forma concisa y clara, se ilustran con
ejemplos y se incluyen los algoritmos de dichos métodos en un seudo
codigo de facil comprension. En los anexos se presentan los programas en
lenguaje C, de los diferentes métodos utilizados en el desarrollo del trabajo
asi como sus corridas correspondientes.



OBJETIVOS

OBJETIVO GENERAL

» Aproximar minimos de funciones reales de una o varias variables
mediante métodos numéricos.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

= Minimizar funciones reales de una o varias variables sin
restricciones.

* Implementar los diferentes métodos numéricos que minimizan
funciones de una o varias variables en una computadora.

= Comparar la precision en soluciones obtenidas al utilizar métodos
numéricos para minimizar funciones.

* Analizar la utilidad en la aplicacién de un método de Optimizacion
numérica en comparacion con un método analitico.



CAPITULO 1
ELEMENTOS BASICOS

1.1 INTRODUCCION

El presente capitulo tiene un doble propdsito introducir la terminologia
basica que se usa en todo el trabajo y revisar algunos de los métodos
basicos usados en calculo para localizar extremos de funciones de una o
varias variables con el fin de compararlos de los métodos numéricos de

minimizacidén a estudiar.
1.2 FUNCIONES DE UNA VARIABLE

La siguiente definicién presenta los términos usados para describir la
variacion que se da en las funciones.

Definicion 1.1

Sea f una funcion definida en un intervalo | y sean x,,x, dos nimeros x, <x,

que estan en 1.
(i)  f escreciente enlsi f(x )< f(x,) siempre que x, <x,
()  fesdecreciente en Isi f(x,)> f(x,) siempre que x, <x,.
(iii)  fes constante en I'si f(x,)=f(x,) paratodo x, y x,.

A continuacion se da la terminologia que se usa para denotar los valores
mas grandes y los mas pequefios de una funcioén en un intervalo.
Definicién 1.2

Sea f una funcién definida en un intervalo [ y sea ¢ un numero en I.

()  ftiene un minimo local en x =c, si f(c)< f(x) paratodo x € 1. Se

dice que f(c) es un valor minimo local de f .
4



(G)  ftiene un maximo local en x =c, si f(c)> f(x) para todo x e 1. Se
dice que f(c) es un valor maximo local de f .

(i)  S1 una funcién ftiene un maximo o un minimo local en x=c¢
entonces se dice que f tiene un extremo local en x=c.

Teorema 1.1

Sea funa funcidén continua en I = [a,b] y derivable en (a,b).
@) Si f'(x)>0 paratodo x en (a,b), entonces f es creciente en I.
@)  Si f'(x)<0 paratodo x en (a,b), entonces f es decreciente en I.

Los nimeros en los que la derivada es 0 6 no existe desempefian un papel
importante en la determinacion de los maximos y minimos de una funcion.
Por este motivo se da un nombre especial a estos numeros.

Definicion 1.3
Un ntimero ¢ en el dominio de una funcion f se llama punto critico de f

sif'(c)=0 O f'(c)no existe.

Si una funcién tiene un extremo local, este debe darse en un punto critico,
pero no todo punto critico corresponde a un extremo local.

A continuacion enunciamos dos criterios para distinguir maximos y
minimos locales.

Teorema 1.2 (Criterio de la primera derivada).
Sea f una funcion continua en I = [a,b] y derivable en todo punto x €

(a,b) excepto quizds en x =c un punto critico de f.

@ Si f'(x)<0en (a,c) y f'(x)>0 en (c,b) entonces, ftiene un
minimo local en c.

@)  Si f'(x)>0 en (a,c) y f'(x)<0 en (c,b) entonces, ftiene un
maximo local en c.



@i) Si f'(x)>0 6 si f'(x)<0 para todo x en I excepto para x=c,
entonces f no tiene un extremo local en c.

Teorema 1.3 (Criterio de la segunda derivada).

Sea f una funcion continua en [a,b] y dos veces derivable en (a,b) que
contiene a un punto critico ¢ y tal que f'(c)=0.

@)  Si f"(c)>0, entonces f tiene un minimo local en c.

(i)  Si f"(¢)<0,entones f tiene un maximo local en c.

(@) Si f"(c)=0, entonces no se puede afirmar nada.

Si una funciéon f cumple que f(c)< f(x) para toda x en el dominio de f,
entonces el minimo que se da en ¢ ademas de ser local es un minimo global
o absoluto.

De forma similar si f cumple que f(c)> f(x) para toda x en el dominio de
f, entonces el maximo que se da en ¢ ademas de ser local es un maximo
global o absoluto.

Definicion 1.4 (Funcion unimodal).

Se dice que una funcidén f es unimodal en I = [a,b], si existe un Gnico
numero ¢ € I tal que:

(i) f es decreciente en [a,c]
(i)  f escreciente en [c,b]
Lo que implica, en particular que f alcanza su minimo global en c.

Si se sabe que f es unimodal en (a,b) entonces es posible sustituir el
intervalo inicial por un subintervalo en el que f alcanza su minimo.



Ejemplo:
Determinar los extremos locales de la funcion f(x)=x*+3x2 —1 en [-4,0]

Solucion:

La primera derivada es  f"(x)=3x2 + 6x
La segunda derivada es f(x)=6x+6

Haciendo f'(x)=0 se tiene que 3x> +6x=0

3x(x+2)=0
3x=0 x+2=0
x=9:0 x=-2
3

Los puntos criticos son x=0 y x=-2, ambos pertenecen al intervalo [-4,0].

Aplicando el criterio de la segunda derivada se tiene que
£7(0)=6(0)+6=6>0. Entonces f tiene un minimo local en x=0 vy

f(~2)=6(-2)+6=-12+6=-6<0 entonces f tiene maximo local en x=-2.

Presentamos a continuacién un ejemplo donde se requiere el uso de un
método numérico de calculo de raices para determinar los puntos criticos.

Ejemplo:
2
Determinar los extremos locales de la funcion g(x)=senx —% en [0,7/2].

Solucidn:

La primera derivada es g'(x)=cosx—x
La segunda derivada es g"(x)=—senx -1

Haciendo g'(x)=0 se tiene que cosx—x=0.

Para encontrar las raices de esta ecuacion usaremos el método de la secante
(ver el algoritmo y el programa en el Anexo 1).



Sea f(x)=cosx—x
7

Como f(0)=cos0-0=1-0=1 y f@jzcos(zj—zzm

entonces existe una raiz de la ecuacion cosx—x=0 en [0,7/2].

Aplicando el método de la secante con p, =0.5 y p, =%, con tres iteraciones
se obtiene que p =0.739085 es una raiz de la ecuacién mencionada, o sea un

... ., 2
punto critico de la funcion g(x)=senx — %

Aplicando el criterio de la segunda derivada se tiene
que: g"(0.739085) = —sen(0.739085)—1=—-0.673612 —1=—-1.673612< 0. Entonces g

tiene un maximo local en x =0.739085.

1.3 FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

La definicion 1.2 puede extenderse a funciones de varias variables. Para
funciones de dos variables se usa la siguiente definicion:

Definicion 1.5

Sea f(x,y) una funcioén definida en una region R en el plano x,y. Se dice
que f(x,y) tiene un minimo local en el punto (p,q) cuando f(p,q)< f(x,y)
para cada punto (x,y) € R.

Se dice que f(x,y) tiene un maximo local en el punto (p,q)cuando
f(x,y)< f(p,q) para cada punto (x,y) € R.

Si una funcién f tiene un maximo 6 un minimo local en (p,q) entonces se
dice que f tiene un extremo local en (p,q).

A continuacidén se presentan notaciones comunes para las primeras
derivadas parciales de una funcion f(x,y).

Siw= f(x,y) entonces



o _d
f”‘_ax fy_@y
fx(x,y)=;f(x,y)—?=wx

_0 _ow _
f,(x,y)= ayf(x,y)— ="

Dado quef, y f, son también funciones de dos variables se pueden

considerar sus primeras derivadas parciales.

Estas son las segundas derivadas parciales de /'y se denota como sigue:

° =) =r=2(2)00
A (AR b et
2n) -2 (2)- 2
£t 3f2)

Como en el caso de las funciones de una variable los maximos y minimos
locales se pueden alcanzar en pares de niumeros criticos.

Definicion 1.6

Sea z=f(x,y) tiene primeras derivadas parciales, entonces las soluciones
de:
f(op)=0 Yy f(xy)=0

se llaman punto critico.



Para determinar los extremos locales de una funcion de dos variables se usa
el criterio de la segunda derivada que es una extension del teorema 1.3.

Teorema 1.4 (Criterio de la segunda derivada)

Supongamos que f(x,y) asi como sus derivadas parciales primera y
segunda son continda en la region R. Supongamos que (p,q) € R es un
punto critico.

@ Si f.(p.q) £, (p9)- 1, (P,g9)>0 Y f.(p,q)>0, entonces [ tiene
un minimo local en (p,q).

un maximo local en (p,q).

@) Si f.(p.q)f,(p.9)-f°,(p.q)<0, entonces f no tiene un extremo
local en (p,q); este punto es un punto de silla.

(v) Si f.(p.q)f,(p.q9)-/°,(p.q)=0, entonces no se puede afirmar
nada.
Ejemplo:
Sea f(x,y)=x2—4xy+y*+4y. Encontrar los extremos locales de 7.
Solucioén:

Las primeras derivadas parciales de f'son:

S, y)=2x -4y
fo(x,y)=—4x+3y* +4

Los puntos criticos_son soluciones del sistema de ecuaciones:
2x -4y =0
—4x+3y° +4=0
Resolviendo el sistema se obtiene los puntos (4,2) y (:ij :
10



Las segundas derivadas parciales de f'son:

Luego f.(4.2)f,(42)-12,(42)=(2)(12)-(-4) =8>0 y fix(42)=2>0
entonces f tiene un minimo local en (4,2) y su valor es f(4,2)=0.

4 2 4 2 4 2 2
Como f.|—,= —=|-7 ,(—,—j: 2)(4)—(-4) =-8<0, entonces
L3333 r 220w f
. 4 2
no tiene un extremo local en (3,3} .

Definicion 1.7 (Gradiente)

Si u=u(x,y) es una funcién de dos variables, determinemos un vector
cuyas proyecciones sobre los ejes de coordenadas son los valores de las

derivadas parciales Z—ug—u de esta funcion en el punto correspondiente:
X oy

Ou. Ou .
gradu=—i+—
ox 0Oy

Este vector se llama gradiente de la funcion u =u(x,y).

1.4 INTERPOLACION Y POLINOMIO DE LAGRANGE

Una de las mas importantes clases de funciones de R en R es la clase de los
polinomios algebraicos.

Un polinomio es una funcion de la formap(x)=ax"+a, x""' +..+ax+a,
donde 7 es un entero no negativoy a,,a,,..a, son constantes reales.

n

Una razén de su importancia es que los polinomios aproximan

uniformemente funciones continuas.
11



Teorema 1.5 (Teorema de aproximacion de Weierstrass).

Supongamos que f'es una funcion definida y continua [a, b]. Para cada € > 0
existe un polinomio p(x) con la propiedad que |f(x)- p(x)<e para todo x
en [a,b].

A continuacién se describe un polinomio aproximante que puede
determinarse especificando algunos puntos en el plano por donde pasa.

Teorema 1.6 (Polinomio Interpolante de lagrange).

Si x,x ..x, son (n+1) nimeros diferentes y [ es una funcion cuyos

valores estan dados en estos nimeros entonces existe un unico polinomio p
de grado a la mas n con la propiedad de que: f(x,)=p(x,) . Para k =0,LA ,n.

p(x) f(xo) ()+f(x1)ln1+ +f 1 ,,,1 Zf xk nk Donde

x=x ) x=x ) (x—x_ ) (x =%, ). (x—x,) v (x—x
L (x)= ( ( ( ( ( :H((xk_-;i)).

(3 =) (5 =) (3 =5 ) (e =)o =) 2

Para k=0,1LA ,n.

Escribiremos 7, (x) simplemente como /,(x) cuando no haya confusion de
grado.

En el caso particular del polinomio Interpolante de grado dos, se tiene que
este polinomio esta dado por:

()= 1 Gy Mo () + () (x) + £ (x, ), () . Donde
(x - )(x - xz)

Xo _xl)(xo _xz)

Ly (x): (

_ (x—xo)(x—xz)

X — Xy )(x1 _xz)

12



(or = x Jox = x,)

Xy _xo)(xz _xl)

lz(x): (

Ejemplo:
Usando los nimeros o nodos x,=2,x, =2.5,x, =4. Encontrar el polinomio
Interpolante de segundo grado para f (x):l

X

_(x—2.5)(x—4)_ 5
lo(x)—M)M—x ~6.5x+10

(x-2)x—4) 1 ) ~
ll(x)=(2.5_2)(2.5_4)=3(—4x +24x—-32)

zz(x)=m=;(xz _45x+5). Ya que

f(xo)
f(xl)
f(xz)

f(2.5)=0.4
f(4)=0.25

f(2)=05

f(x)= f(xo )lo(x)+f(x1 )ll (x)+f(x2 )lz (x)
=0.5(x’ —6.5x+10)+%(—4x2 + 24x—32)+%(x2 ~4.5x+5)

=0.05x" —0.425x +1.15
=(0.05x—-0.425)x+1.15

usando el polinomio hallado seria

W | —

Una aproximacion de f(3)=
f(3)= p(3)=0.325.

El error real en la aproximacion es: f(3)-p(3)

=1/3-0.325
= 0.00833=8.33x10""

Para calcular el término residual o cota para el error involucrado en la
aproximacion de una funcidon mediante un polinomio Interpolante de

Lagrange, se usa el siguiente teorema.
13



Teorema 1.7

Suponga que x,,x,,....,x, son numeros distintos en el intervalo [a,b].

n

Entonces para cada x e [q,b] existe un numero §(x) en (a,b) con:

I (EW)
(n+1)!

f(x)=p(x)

(x—x,)(x—x)..(x—x,). donde p(x) es el polinomio

interpolante de Lagrange.
Ejemplo:
Calcular la cota del error en la aproximacion f(3) del ejemplo anterior.

Soluciodn:

La cota del error esta dada por la expresion:

AN ) PN
(n+1)! ( 0)( 1)( ,7)
w(x—xo)(x—xl)(x—xz) donde 2 < &(x)< 4

1

T

0.5

Luego |—° 7(3-2)(3-25)(3~
g (3-2)(3-25)(3-4) )

< 0.0625=6.25x10"
6(£(x)

4

(4).5)‘ -

El error resultante es menor que la cota obtenida, por lo que la
aproximacion es aceptable.

14



1.5 VECTORES Y MATRICES

Definicion 1.8

El sistema ordenado de n numeros reales (x,,x,...x,);x, €R,i=12,.n se
llama vector real n-dimensional x y los numeros x, ,i=12,..n se

denominardn componentes del vector, el nimero n se llama dimension del
vector.

Como ejemplo de vectores sefialamos los siguientes:

(i)  Los coeficientes de cualquier ecuacion lineal con n incognita
forman un vector de dimension n.

(i)  Toda solucion de cualquier sistema de ecuaciones lineales con n
incdgnitas es un vector de dimension 7.

Se llama suma de los vectores x=(x,x,,..x,) Y » = (»,,¥,...y, ) al vector
x+y=(x+y.X,+Y,,...x,+y,) cuyas componentes son iguales a la suma de

las componentes, correspondientes de los vectores que se suman y se llama
producto del vector x por el numero keR al vector kx=(kx,,kx,,...kx,),
cuyas componentes son iguales al producto de las componentes del vector
x por el nimero .

Definicion 1.9

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros dispuestos en filas y
columnas, los nimeros en el arreglo son llamados los elementos de la
matriz.

Usaremos letras maytsculas para denotar las matrices 4, B, C,.....y letras
minusculas para denotar sus elementos a, b, c,... Por ejemplo,

a b c¢
A=|d e f
g h i

15



El tamafio de una matriz se describe especificando el numero de filas y el

., , . . 1 572
numero de columnas, asi por ejemplo, sea la matriz A= 304 4l La

matriz A tiene 2 filas y 4 columnas, es decir, A es una matriz 2 x 4.
Definicion 1.10 (Norma de un vector)

Sea V un espacio vectorial con producto interno, la norma de wueV
denotada por |u | se define como |u|=< u,u >'"

Si u y v eV, la distancia entre u y v se define por

d(u,v)= Hu —vH =<u-vyu—v>"7.

1.6 PROGRAMACON LINEAL

En esta seccidon se presentan los conceptos bdasicos y las ideas
fundamentales de una técnica algebraica conocida como método simplex,
utilizada  para  resolver problemas de  programacion lineal
independientemente del nimero de variables.

El problema general de la programacion lineal con n variable se describe de
la siguiente manera:

Obtener los valores de x,, x,,....x, que maximizan o minimizan a:

Z=cX, +CyXy +.uniC, X, (1)
Sujetaa  a,,x, +a,x, +........ +a,,x, (<)),

Ay X, + Ay Xy + e +a,,n, (S)(Z)b2 (2)

a) X, +ai,X, + ... +ai, x, (<)),

y x, >0, para i=12,...n 3)

A la funcion lineal Z se le llama funcion objetivo y a las condiciones (2) y
(3) se les llama restricciones.
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El problema general de la programacion lineal escrito en la forma normal se
describe de la siguiente manera:

Obtener los valores de «x,, x,,...., x, que maximizana :

Z=c X, +Cx, + . +c,x 4)

Sujetaa  a,,x, +a,x, +......+a,x, =b,

a, X, +apX, + .t a, x, =b, (5)

a, X, +a,,x, +....+a, x, =b

ml

y x, 20, para i=12,..n

Siempre se puede escribir un problema de programacion lineal en forma
normal si se siguen los siguientes pasos:

Paso 1: Un problema de minimizacidon se convierte en uno de
maximizacion, definiendo una nueva funcion objetivo.
7'=-7

Paso 2: Una restriccion con > se convierte en una restriccion con <,
multiplicando la desigualdad por 1.

Paso 3: Una restriccidon con < se convierte en una igualdad, sumando una
variable de holgura no negativa al primer miembro de la desigualdad.

Ejemplo:
Escribir en forma normal el siguiente problema de programacion lineal.

Minimizar Z =2x, + 5x,

Sujeta a 3x, —6x, <2
x, +x, <3
X, 26
x, <5
X;,x, 20
17



Soluciodn:

La forma normal del problema dado sera:

Maximizar Z'=-2x,—5x, +0x; +0x, + 0x, +0x,

Sujeta a 3x, —6x, +x, =2
X, + X, +Xx, =
- X, + X = -6
X, +x, =35

XXy, X5, X, X5, X5 20

Donde las variables de holgura son: x,,x,,x; y x,. La notacion matricial es

conveniente para compactar el problema general normalizado, el que se
escribe como:

Maximizar Z=C'x

Sujeta a Ax=by x > 0
a;; 4y, a,
M € b, a, Ay a,,
X c b .
Donde x =|*|,C=|*|,b=| 2|, A=
M M M
X, cy b, . . .
_aml amZ amn_

La expresionx > 0 establece la no negatividad de las entradas del vector x.

Planteado de esta forma, el problema consiste en encontrar el vector x no
negativo, x en el espacio vectorial R" que satisfaga la condicion Ax=5b vy
que haga que la funcion Z = C'x tenga su valor maximo.

Todo vector x no negativo y que satisfaga la restriccion Ax=5b, recibe el
nombre de Solucion Factible del problema de programacion lineal.
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Al conjunto de todas las soluciones factibles en R”, se le llama Conjunto
Factible o Region Factible del problema.

A una solucion factible que maximice la funcion objetivo, se le llama
Solucion Optima.

A continuacion se presentan las definiciones y teoremas requeridos para el
analisis de la naturaleza del conjunto factible de un problema de
programacion lineal.

Definicion 1.11

A un conjunto de vectores en R” se le llama convexo si para dos vectores
cualquiera x,,x, del conjunto el vector x=u, +(1-¢)x, también pertenece al

conjunto, para cualquier nimero ¢ del intervalo (0,1).

Geométricamente el vector x=#, +(1-f)x, se muestra en la figura
siguiente:

Observe que x=x, +#(x, —x,)=tx, + (1-1)x,
Figura 1.1

Se puede describir al conjunto convexo como aquel en el que el segmento
de recta que une a dos puntos cualesquiera del conjunto pertenece también
al conjunto.
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Ejemplo:

Las figuras (a) y (b) muestran conjunto convexo en R’ v la figura (c) es un
conjunto en R° que no es convexo.

Convexo (a) Convexo (b) No Convexo (¢)

Figural.2

Teorema 1.8

El conjunto factible de un problema normal de programacion lineal es
convexo.

Ejemplo:

Mostrar si el conjunto factible del siguiente problema de programacion
lineal es convexo.

Maximizar Z =3x, +x, — 2x,
Sujeta a 3x,+x, +x; =10

2x, —x, +2x, =10

X,X,,%, 20
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Soluciodn:

El conjunto factible esta formado por la interseccion de los planos

3x, +x, +x; =10
2x, —x, +2x, =10

en el primer octante del espacio x,,x,,x,. Para encontrar la interseccion,
hacemos primero x, =0 y resolvemos el sistema resultante.

3x, +x; =10
2x, +2x, =10

Obtenemos x, :2 y oox :; luego el punto p(i,o,ij es un punto de

interseccion con el plano x,,x,, A continuaciéon hacemos x, =0 y
resolvemos el sistema resultante.

x, +x;, =10
-x, +2x, =10

Obtenemos x,= 130 Y x :E, luego el punto Q(0130230J es un punto de
3

interseccion con el plano x,, x,.
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El segmento que une los puntos p y ¢ es la interseccion buscada

(0,10/3, 20/3)

v

Obsérvese que el conjunto factible es convexo

Figura 1.3

Definicion 1.12

Un vector x de un conjunto convexo en R es un punto extremo si

1 . .
X # E(x‘ +x,) para dos vectores cualesquiera x, y x, del conjunto.

En otras palabras los puntos extremos de un conjunto convexo son aquellos
que no estan a la mitad de la distancia entre dos puntos cualesquiera del
conjunto.

Por ejemplo los puntos extremos del conjunto convexo que se muestra en el
ejemplo anterior son los extremos del segmento de recta, o sea los

5 5 10 20
untos | —,0,— 0,—,—|.
P (2 2jy( 3 3j

Para el conjunto convexo que se muestra en la Figura 1.4 los puntos
extremos son los vértices de la region triangular.
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(6,0,0)

Figura 1.4

En forma semejante se puede definir un conjunto confinado en R" como
sigue:

Definicion 1.13

Se dice que un conjunto en R" es confinado si hay un ntimero positivo r tal
que para cada punto del conjunto x={ x,,x,,A A ,x, } se sastiface:

HXH=\/)CIZ +x; +AAx <7

El siguiente teorema establece que si un problema de programacién lineal
tiene solucion Optima, €ésta se encuentra en alguno de los puntos extremos
del conjunto factible.

Teorema 1.9

Si el conjunto factible de un problema de programacion lineal no es vacio y
es confinado, la funcidén objetivo alcanza su valor maximo en un punto
extremo del conjunto. Si no es confinado la funcion objetivo puede o no
tener valor méaximo, si lo tiene, lo alcanza en un punto extremo.

Ejemplo:

Encuentre el valor maximo de la funcion objetivo Z=3x,+x,-2x, y la

solucion 6ptima del problema correspondiente a esta funcion objetivo.
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Soluciodn:

Como se muestra en la Figura 1.3 el conjunto factible del problema
correspondiente a esta funcion objetivo no es vacio y es confinado entonces
por el Teorema 1.9 la funcion objetivo Z=3x, +x, —2x, alcanza su valor

maximo en una de los dos puntos extremos que tiene el conjunto.

En el punto extremo (5/2,0,5/2) se tiene Z=5/2 y en el punto extremo
(0,10/3,20/3) se tiene Z=-10. Por tanto, el valor maximo de la funcion
objetivo es Z =5/2 y la solucion 6ptima del problema es x, =5/2, x, =0y
x,=5/2.

Sea el sistema lineal 4x =5 donde 4 es una matriz de m x n, aunque no es
esencial por simplicidad se supondra que m <n, es decir, que el numero de
ecuaciones no es mayor que el de la variable.

Definicion 1.14

Xy
Un vector x = | x, | recibe el nombre de solucion basica del sistema
M

xn

lineal Ax =5, si n —m de las variables x,,x,,A A ,x, son 0 y las m restantes

corresponden a los vectores columna de 4 que son linealmente
independiente.

Las n — m variables que son ceros reciben el nombre de no basicas y los m
correspondientes a los vectores columna linealmente independiente son las
llamadas variables basicas de x.

Un sistema lineal de m ecuaciones con n variables tiene tantas soluciones
basicas como conjuntos de m columnas linealmente independientes se
pueden formar con los n columnas de la matriz de coeficiente 4.

Relacionando la condicion de no negatividad (x>0) con el concepto de
solucion basica, se llega a la siguiente definicion.
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Definicion 1.15

En un programa normal de programacion lineal, una solucion factible que
sea también una solucion bdasica del sistema Ax=b recibe el nombre de
solucion factible basica.

Ahora se puede enunciar el teorema fundamental en la teoria de la
programacion lineal.

Teorema 1.10

Un vector x es un punto extremo del conjunto factible de un problema de
programacion lineal si y solo si, es una solucion factible bésica del
problema. Este teorema e
s la base de una técnica algebraica que conduce al conocimiento de los
puntos extremos.

Ejemplo:

Obtener la solucion 6ptima del problema de programacion lineal.
Maximizar Z =2x, +3x, —x, +4x, +x,

2x, +0x, +x; +4x, +2x, =20
X +x,— x;+ x,+ 3x; =10

X5 X5,X35,X, X5 20

Soluciodn:

Primero se obtiene las soluciones basicas del sistema lineal:

2x, +x; +4x, +2x, =20
X, +x, —x;, +x, +3x, =10

La matriz de coeficiente del sistema es:

20 1 42
=111 211 3
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Como se puede ver dos columnas cualesquiera son linealmente
independientes, entonces para encontrar la solucion bdsica, basta con
escoger dos de ella, digamos la primera y tercera columna.

HEs

Se igualan a cero las variables no bésicas x, , x,, x;, y se obtiene el

sistema:
2x, +x, =20
x,—x=10

Donde x, y x, son las variables basicas.

Féacilmente se llega a x,=10, x, =0 y la solucion basica del problema

10
original es: x =

oS O o O

Las diez posibles combinaciones tomando dos columnas de 4 conducen a
las siguientes soluciones basicas en las que han sido subrayadas las
variables bésicas de cada posibilidad.

107 [107[107 1070 1[07[0 [0 7[0][0
o |lo{lo]|lo|{30]||5]|=20ll0 ||o]|o0
0o|]o[lo]lo|[20]loflo ||-4]|8]||0
o|]o{lo|lo]|lo]|[5(lo |le |lo]||l4
0| o [lo]lo]lo |[o][10 [lo |[6][2

Y de estas diez las ocho que aparecen en la siguiente lista son las
soluciones factibles basicas, ya que satisfacen la condicién de no
negatividad. Ahora por el Teorema 1.10 los puntos extremos del conjunto

factible también estan dados por estas soluciones:
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10 10 10 [10] 0 0 0 0
0 0 0 0 30 5 0 0
0 0 0 0 20 0 8 0
0 0 0 0 0 5 0 4
0 | 0 | 0 | 0] |0 0] 6] 2

z=20 z=20 z=20 z=0 z=70 z=35 z=2 z=18

(Debajo de cada uno de las ochos soluciones factible basicas se ha escrito el
valor correspondiente de la funcidn objetivo.)

Se ve que z=70 es el valor maximo de la funcion objetivo y que la
solucién 6ptimaes x, =0, x, =30, x,=20, x,=0, x, =0 .

La técnica del ejemplo anterior en principio es aplicable a cualquier
problema de programacion lineal, pero el nimero de soluciones factibles
basicas aumenta rapidamente cuando aumenta el numero de variable.

Por ejemplo un problema con cuarenta variables y veinte restricciones
podria tener mas de 130 millones de soluciones factibles basicas y seria
impractico encontrarles todas alin con la computadora mas rapida.

A continuacidon describiremos una alternativa practica a esta técnica que se
conoce con el nombre de Método Simplex, el cual es un procedimiento que
parte de una solucion factible a otra adyacente, de forma que nunca
disminuya el valor de la funcién objetivo.

El método consta de los siguientes pasos:

Paso 1: Construir la tabla inicial de la matriz aumentada.

Paso 2: Probar la condicion optima, si la tabla la da, se termina el proceso,
si no se pasa al paso tres.

Paso 3: Determinar la columna pivote.

Paso 4: Determinar la fila pivote.
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Paso 5: Con las operaciones elementales de fila obtener los 0 y el 1 de la

columna pivote, de forma que el 1 esté en la fila pivote, y regresar al paso
2.

Los detalles de los pasos 2, 3 y 4 son los siguientes:

(i)  Para la condicion optima: Si ninguna de las entradas de las filas
objetivo es negativa (no tomar en cuenta la de la extrema derecha)
la tabla da la soluciéon 6ptima.

(i)  Determinacion de la columna pivote: La columna pivote debe ser
aquella que contenga la entrada mas negativa de la fila objetivo
(sin tomar en cuenta la situada mas a la derecha).

(i)  Haciendo caso omiso de la fila objetivo, se divide cada entrada
positiva de la columna pivote entre la Gltima de su fila y se escoge
como fila pivote aquella en la que es mayor el resultado de la
division.

Ejemplo:

Resolver por el Método Simplex, el problema de programacion lineal
siguiente.

Maximizar  Z =2x, +2x,

Sujeta a 3x, +2x, <4
3x,+x,<3
2x, <3
X;,x, 20

Solucion:

En forma normal este problema se hace asi:

Maximizar  z=2x, +2x, +0x, +0x, + Ox,
28



Sujeta a 3x,+2x, + x =4
3x,+x, tx, =3
2x, tx, =3

Entonces la tabla inicial para resolver el problema es:

XX X, X, X5 Z

3 2 1 0 0 0 4
x4<—@ 1 0 10 0|3

2 0 0 0 1 013

I N 0 0 1]0
“ea—1) 1| -1 0 o0l

1 13 o |13 o0 o1

0 —2/3 0 |-2/3 1 0]1

0 -1/3 0 | 2/3 0 1]2

0 1 1] -1 0 o1 | ¥

1 0 —1/3]2/3 0 0 |2/3] *u

0 0 2/3|-4/3 1 015/3] x5

0 o0 1/3|1/3 0 11/3]| z

Para el problema original propuesto se desechan las variables de holgura x,,
x, Y x; ysimplemente se escribe x, =2/3, x, =1, x;,=5/3y z=7/3.

La solucién 6ptima es x, =2/3, x, =1, x, =0, x,=0, x,=5/3y z=7/3.
Son tres los posibles resultados de un problema de programacion lineal:

(i)  Las restricciones son inconsistentes y no existen soluciones
factibles.

(i)  El conjunto factible no es confinado y la funcién objetivo toma
valores tan grandes como se quiera.

(iri)  Existe por lo menos una solucion 6ptima.
En la mayoria de las aplicaciones practicas, el que se presenta es el caso

(iii).
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CAPITULO 2
MINIMIZACION NUMERICA DE FUNCIONES DE UNA
VARIABLE

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo estudiaremos algunos de los métodos numéricos para
localizar el minimo de una funcién de una variable.

Revisaremos dos tipos de métodos de minimizacion: Métodos de busqueda
y Métodos mediante derivadas.

2.2 MINIMIZACION DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Un método de busqueda para hallar el minimo de f(x) consiste en evaluar
la funcidon en muchos puntos y buscar un minimo local entre ellos.

Para reducir el nimero de evaluaciones de la funcién se debe tener una
estrategia que determine donde tenemos que evaluar f(x). Abordaremos en

detalle el método de busqueda de la seccidn aurea.

En el caso de los métodos de minimizacién mediante derivadas se estudia
un método de aproximacion cuadratica para calcular p, el método de

interpolacion cuadratica.

2.3 METODO DE LA SECCION AUREA

En el método de buisqueda de la seccion durea, la estrategia de seleccion de
los puntos en los que se evaluard la funcién f(x) depende de la llamada

proporcion 4urea r, que nos ayuda a dividir el intervalo inicial [a,b] de

busqueda por un subintervalo en el que f(x) alcanza su minimo p.

Para hallar el minimo de f(x), hay una condicion que nos asegura que

existe solo un minimo y que el método converge realmente a dicho
minimo, esto es que f(x) sea unimodal en [a,b].
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Si f(x) es una funcion unimodal en [a,b]. Dividimos el intervalo inicial
[a,b] en tres subintervalo [a,c], [c,d] y [d.b] utilizando dos puntos

interiores c=a+(1-r)(b—a) y d=a+r(b—a) siendo L5l la
2

proporcidn aurea llamada asi por los matematicos de la Grecia clasica.

De manera que a<c<d<b y los valores de f(c) y f(d) son ambos
menores que max {f(a), £ (b)}.

Hay que considerar dos casos (ver Figura 2.1):

(i) Si f(c)< f(d) entonces el minimo debe de estar en el
subintervalo [a,d] asi que reemplazamos b por 4 y continuamos

la bisqueda.

(i) St f(d) < f(c¢) entonces el minimo debe de estar en el
subintervalo [c,b] asi que reemplazamos « por ¢ y continuamos

la bisqueda.

En cada paso los valores de la funcidén f(c) y f(d) se comparan y se decide
si la busqueda continta en [a,d] o bien si contintia en [c,b]. La iteracion

continda hasta que se obtiene el minimo p con la precision deseada.

—3
b

Figura 2.1
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Ejemplo:

Encontrar el minimo de la funcion f(x)=4x3 —-8x2 —11x+5 en [0,2].

Solucion:
En este ejemplo a=0,b=2; ¢ y d, se calculan con las formulas:

c=a+(1-r)b-a)

,donde ,_5-1
2

d=a+r(b-a)
De modo que ¢=0.7640 y d =1.2360.
Considerando 4 decimales, en la tabla siguiente se muestran algunos de los

calculos usando el método de la seccion aurea. En cada paso se calculan
c,d, f(c), f(d) y se determina el subintervalo de busqueda.

a, c, d, b, fle,) /d,)
| 0.0000 | 0.7640 1.2360 2 -6.2897 -13.2646
2 0.7640 1.2361 1.5278 2 -13.2658 -16.2145
3 1.2361 1.5279 1.7081 2 -16.2153 -17.1956
4 1.5279 1.7082 1.8196 2 -16.4002 -17.4047
5 1.7082 1.8196 1.8885 2 -17.4047 -17.3641
6 1.7082 1.7770 1.8156 1.8885 -17.3636 -17.4047
7 1.7770 1.8195 1.8459 1.8885 -17.4047 -17.4051
8 1.8195 1.8458 1.8621 1.8885 -17.4052 -17.3957
9 1.8195 1.8357 1.8458 1.8621 -17.4073 -17.4052
10 | 1.8195 1.8295 1.8357 1.8458 -17.4072 -17.40723
11 | 1.8295 1.8357 1.8395 1.8458 -17.4073 -17.4068
12 | 1.8295 1.8333 1.8356 1.8395 -17.4074 -17.4073
13 | 1.8295 1.8318 1.8332 1.8356 -17.4073 -17.4074
14 | 1.8328 1.8332 1.8341 1.8356 -17.4074 -17.4073
15 | 1.8318 1.8326 1.8332 1.8341 -17.4073 -17.4074
16 | 1.8326 1.8331 1.8335 1.8341 -17.4074 -17.4074
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En la iteracion décimo sexta el intervalo se va estrechando hasta ser
[a,,.b,,]= [1.8326,1.8341], los valores de la funcion calculados en sus

extremos coinciden en cuatro cifras decimales  f(a,)~—-17.4074=~ f(b,,)
pues:

flay) = 4(1.8326)" —8(1.8326)" —11(1.8326)+ 5 = ~17.40739988

fbyg) = 4(1.8341)" —8(1.8341)" —11(1.8341) + 5 =—17.40739918

Como f(a,)< f(b,) tomamos el minimo p =1.8326.

El procedimiento detallado del método de la seccion durea estd descrito en
el siguiente Algoritmo.
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ALGORITMO DE LA SECCION AUREA

Para encontrar el minimo de una funcidén unimodal f(x) en el intervalo
[a,b] donde a< ¢ < d < b ylosvalores f(c) y f(d) son ambos menores

que maxif(a), f(b)}.

ENTRADA: Extremos a,b; tolerancias para las abscisas a; tolerancias
para las ordenadas 70 y nimero maximo de iteraciones m .

SALIDA: Minimo aproximado p 6 mensaje de fracaso.

PASO 1: Tomar , _~5-1 (proporcién aurea)
2
PASO 2: Calcular c=a+(1-r)(b-a)

d=a+r(b—a)
PASO 3: Tomar k=1
PASO 4: Mientras k <m seguir paso 5-7

PASO 5: Sif(c) £ f(d) entonces tomar b=d.
f ()= f(d)
d=c
f(d)=f(c)
c=a+(-r)*b-a)
Je=f(c)

Sino tomar a =c.

fla)=f(c)
c=d
f(e)=f(d)
d=a+r*(b-a)
Jd=71(d)

PASO 6: Si (jb—d|<ta 6 |f(b)- f(a)|<t0) entonces

p=a
f(p)=f(a)
Salida (p)

Parar
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PASO 7: k=k+1

PASO 8: Salida (“El método fracasé después de m iteraciones, m=",m )
Parar.

En el Anexo 2, se presenta el programa en lenguaje C correspondiente al
algoritmo de la seccion aurea para encontrar el minimo de una funcion
unimodal f(x) en [a,b].

Comparemos ahora, el método de busqueda de la seccién aurea con el
método de hallar minimos locales usando la derivada, estudiada en la
seccion 1.2 del capitulo 1. Para ello usaremos el ejemplo anterior.

Dado que  f(x)=4x3-8x2-1lx+5 se tiene que f'(x)=12x"-16x-11 y
f"(x)=24x-16 hacemos f'(x)=0 O sea f'(x)=12x"-16x-11=0 puesto que:
7'(0)=12(0)* =16(0)-11=-11

7'(2)=12(2)° —=16(2)-11=5

Existe una raiz para la ecuacion f'(x)=0 en el intervalo [0,2].

Aplicando el método de la secante con p, =0 y p, =2, la tabla siguiente
muestra las iteraciones realizadas.

Py 12p,> —16p, —11 Pr— Pi

0 0.00000000 -11.0000000

1 2.00000000 5.00000000

2 1.37500000 -10.3125000 0.62500000
3 1.79591836 -1.03082069 0.42091836
4 1.84266544 0.26234404 0.04674708
5 1.83318232 -0.00422809 0.00948312
6 1.83333273 -0.00001689 0.00015041
7 1.83333333 -0.00000009 0.00000006
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La raiz encontrada con seis cifras de precision es 1.83333333 vy
f"(1.83333333) =27.99999999 > 0.

El valor minimo de f se alcanza en p=1.83333333 yes f(p)=-17.40740741.

Uno de los problemas del método de busqueda es que la funcion suele ser
bastante plana cerca del minimo y esto limita la exactitud que podemos
obtener. En este ejemplo el método de la secante nos proporciona una
respuesta mas exacta p, =1.83333333.

Aunque el método de busqueda de la seccidon durea es mas lento en este

ejemplo, tiene un aspecto deseable y es que puede usarse cuando f(x) no es
derivable 6 cuando su derivada no puede calcularse facilmente.

2.4 METODO DE INTERPOLACION CUADRATICA

Supongamos que f(x) una funcién unimodal en [a,b] y que su Unico

minimo se encuentra en x=p. Sea f(x) derivable en (a,b) tomemos un
valor inicial p, en (a,b).

@  Si f'(p,) <0 entonces el minimo p esta en el intervalo [p,,b].

@)  Si f'(p,)> 0 entonces p estd en el intervalo [, p, ].

(Ver Figura 2.2)
y = f(x)
y =1f(x)
[ ] [ 1
L 1 L 1
a Po b a P Po b

Figura 2.2
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Para localizar el minimo se obtiene primero tres valores de partida

Dos P =Do+h, p,=p,+2h (1) donde /4 es un incremento
positivo o negativo,

tales que cumplen:
fp)>fp) y f(p)<f(p) )
Si f'(p,) <0, entonces p,< p y elegimos un incremento 4 positivo.

Empezamos con # = 1 en la formula (1), se debe tener p,, p, y p, en

. 1 , )
[a,b], s1 esto no ocurre se toma # = y asi sucesivamente.

Caso 1: Si cumple con (2) hemos terminado.

Caso 2: Si f(p,)>f(p) ¥y f(p)>/f(p,) entonces p, < p y tenemos que
buscar mas a la derecha, se dobla el incremento a la mitad y repetimos el
proceso.

Caso 3: Si f(p,)< f (p ) entonces hemos ido demasiado lejos a la derecha de
py h es demasiado grande necesitamos valores mas cercano a p,, se
reduce el incremento a la mitad y repetimos el proceso.

Cuando f'(p,)> 0, entonces se toma el incremento 4 negativo y se repite
un proceso similar al de los casos 1 a 3 anterior.

Con los tres puntos p,,p, ¥ p, ya encontrados, se usa Interpolacion
Cuadréatica para hallar una aproximacion a p que denotamos p,_ .

La Interpolacion Cuadratica nos proporciona un polinomio Q(x) de grado
dos que aproxime a la funcion f(x) en los puntos p,,p, v p,-

Hallar una aproximacion al minimo p para el polinomio es equivalente a

encontrarla para la funciéon f(x).
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El Polinomio interpolador de lagrange para los puntos de segundo grado
Po>Dy Y P, ©S:

O(x) = f(p)ly (x¥) + 1 (P (x) + f (P, (%)

B (x_pl)(x_p2) + (x_po)(x_pz) + (x_po)(x_pl)
0 =2, =) m-p2) (1) s -1

(po _pl)(po _pz)

_ (x_pl)(x_p2) (x_po)(x_pz) (x—po)(x—pl)
O=n=Cham T mewm T @nm

_ (x_p1)(x_p2) (x_po)(x_pz) (x_po)(x_pl)
O(x) = y, e Y e + ¥, yE

(x2 —PX ™ PX +p0p1)
2K

(¥ —px—px+pp,) (X—px—px+pp))
Q(X) =W T Y 72 +),

La derivada de QO(x)es:

0'(x) = v, 2x-p,—-p,) (2x—po_p2)+ (2x—-p, —p,)

E L YE Y

Hacemos x=p,+h

(2(170 +hrrin )_pl -pP ) y (2(po +h1in )_po P ) Ty (2([?0 +hrrin )_po —h )

O +hi) =% 3 5 3
2k h 24

, 2py +2h,, —p—p,) Q2p,+2h,, —py—D,) (2py +2hy, =Py — )
O'(py + ) =Yy —— thl oy — I o4y, e

Ahora resolvemos Q'(p, +4,,, )= 0 0 sea:

2p +2hmin —P—P 2p +2hmin —DPo—P 2p +2hmin —Po—P
0:|:y0( 0 2h2 1 Zj_yl( 0 hz 0 2 +y2 0 th 0 1 (3)
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Multipliquemos cada término de (3) por 24*

O:[y0(2p0 +2h§22— P —D j_yl(2p0 +2hn;;n2 — Py — pzj_‘_yz[Zpo +2h§22— PP, ﬂ o2
Agrupamos los términos que contiene el factor #_., y obtenemos:
20 +43 =20 ) o =[ 30 (280 =2 = o) =21 (40— 28, = 21:) + 35 (20— Do — 1)) ]

(=20 43 =20, o = 3020 = 20 =1 =20) =34 (49, —20, =20, —40) 42,2~ 1y 1y =)
(23 +43 =20 | Ay, =[ 300 (-3) =3 (—4h) + 3, ()|

25 +4% 20 By, =[ By +Anh— 1/

Despejando 7, :

_h4y =3y~ )
49 =2y, =2y,

h

‘min

El valor p_.. = p,+ h_ . €s una aproximacion a p mejor que p,. Ahora
reemplazamos p, por p_.. vy repetimos los dos procesos descritos antes,
obteniendo un nuevo incremento /# y un nuevo 4 . La iteracion contintia
hasta que se obtiene el minimo con la precision deseada.

Ejemplo:

Hallar el minimo local de f(x)=4x"-8x*—11x+5 en [0,2].

Solucidn:

Se tiene que f'(x) =12x> —16x—11 y tomemos como valor inicial p,= 0.

Luego £'(0)=12(0)" -16(0)—11=-11<0
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Por tanto el minimo p esta en el intervalo[0,2]

Eligiendo 7 =1

Py= 0, p=0+1=1, P, =0+2(1)=2

Como f(x)=4x’-8x"-11x+5 entonces:

f(py) = f(0) = 40)° =8(0)* ~11(0) +5 = 5 f(p)=5
S(p) =) =41 -8(1)* ~11() +5=~10 f(p)=-10
S(p)=1(2)=4(2) -8(2) =11(2) +5=~17 S(p,)=-17
Obtenemos f(p,)>f(p)y f(p)>f(p:)

Tomemos 7 =2

po=0, P =0+2=2, P, =0+202)=4

como f(x)=4x"—-8x>—11x+5 entonces:

S(py) = f(0)=40)" =8(0)* ~11(0) +5=5 f(py)=5
S(p)=/(2)=4(2) -8(2) ~112)+5=~17 S(p)=-117
f(p)=f(4)=4(4)" -8(4)" —11(4)+5=89 S(p,) =189

Ahora como se cumple que f(p,)>f(p,) Yy f(p)<f(p,), entonces

hemos terminado el proceso.

Puesto que 1(p,)=,, fp)=y, Yy f(p)=»
Yo =35, »=-17, y, =89
Asi b = h(4y, =3y, —»,) _ 2(4(=17)-3(5)-89) 134375

Dot = Do + by = 0+1.34375=1.34375

4y, =2y, =2y, (4-17)-2(5)—-2(89))
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Ahora hacemos que p,= 1.34375 y repetimos el proceso de encontrar 4 y
h .Para h=0.5

p,=1.34375, p, =1.34375+ 0.5 =1.84375, p, =1.34375+2(0.5) = 2.34375
Como f(x)=4x"-8x"—-11x+5 entonces:

f(py) = f(1.34375) = 4(1.34375)° —8(1.34375)> —11(1.34375) + 5 = —14.5211
f(p,) = £(1.84375) = 4(1.84375)° —8(1.84375)> —11(1.84375) + 5 = —17.4039
F(p,) = f(2.34375) = 4(2.34375)’ —8(2.34375)> —11(2.34375) + 5 = —13.2281

Ya que f(p))>f(p)y f(p)</Sf(p,); luego los tres puntos a considerar
son:

po,= 1.34375 p, =1.84375, p, = 2.34375 y tenemos:

Yo = f(p,) =-14.5211
v, = f(p)=-17.4039
¥, = f(py) =—13.2281

Asi:

 h(4y, =3y, —y,) _ 0.5(4(~17.4039) - 3(~14.5211) - (-13.2281))
T 4y,-2y,-2y,  (4(=17.4039) - 2(~14.5211) — 2(~13.2281))

h

‘min

=0.45420

Do = Po + hyyy =1.34375 +0.45420 = 1.79795

Ahora hacemos que p,= 1.79795 y repetimos el proceso de encontrar 4 y
h. .Para h=0.0625.

Po=1.79795, p, =1.79795+0.0625 = 1.8604, p, =1.79795+2(0.0625) = 1.92295
Como f(x)=4x"-8x"—11x+5 entonces:

F(py) = £(1.79795) = 4(1.79795) —8(1.79795)> —11(1.79795) + 5 = —17.3900
F(p,) = £(1.86040) = 4(1.86040)° — 8(1.86040)* —11(1.86040) + 5 = —17.3970

F(p,) = f£(1.92295) = 4(1.92295)° —8(1.92295)> —11(1.92295) + 5 = —17.2920
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Yaque f(p,)>f(p)yY f(p)<f(p,),luego los tres puntos a considerar
son:

po= 179795, p, =1.86040, p, =1.92295

Yo = f(p,)=-17.3900
y =/f(p)=-17.3970
v, =f(p,)=-17.2920

Asti:

L B4y =3y, — y,) _ 0.0625(4(-17.3970) ~3(-17.3900) —(~17.2920))
"t 4y 2y, =2y, (4(~17.3970) - 2(~17.3900) — 2(~17.2920))

=0.035156

Poin = Po + h,., = 1.79795+0.035156 =1.833106 .
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ALGORITMO DE INTERPOLACION CUADRATICA

Para encontrar un minimo local de una funcién unimodal f(x) en el
intervalo [q,b] y derivable en (a,b) tomando un valor inicial p, en [a,b].

Entrada: Extremos a,b; tolerancias para las ordenadas ¢,,7,z, y numero
maximo de iteraciones m.

Salida: Minimo aproximado P o mensaje de fracaso.

Paso 1: Tomar P,= a
Tomar Z, = f'(R,)

Paso 2: Si f'(P)<0 h=1
Sino tomar h=-1
Paso 3: Mientras » <m seguir pasos 4-11

Paso 4: Tomar P, =P, +h, P,=P,+2h

Paso 5: Tomar y, = f(B), »,=f(P), y,=[(P)

Paso 6: Calcular 4 tal que
Yo >N y i <)

_ h(4y, =3y, = y,)

Paso 7: Hacemos #_ =
4y1 - 2)/0 - 2)/2

Paso 8: Tomar P =P, +h,,

Vain = (Prin)
Ey =Yy = Yain
E =Y = Viin
E, :‘J’z ~ Vinin

43



Paso 9: Si ((E <t,) A~ (E, <t) A (E,<t,))entonces
Salida (P,;,)
Parar

Paso 10: Tomar P, =P,

Paso 11: k=k+1

Paso 12: (“El método fracaso después de m iteraciones, m =", m)
Parar

En el Anexo 3, se presenta el programa en lenguaje C correspondiente al
algoritmo de Interpolaciéon Cuadratica para encontrar el minimo de una
funcion f(x) en [a,b].

Comparando  los  resultados  obtenidos, para la  funcion
f(x)=4x"-8x-11x+5, con los métodos de la seccion aurea y de la
interpolacion cuadratica se encuentra que para el primer método el minimo
es p=1.8359214 con 12 iteraciones y para el segundo método, el minimo es

p=1.832422 con 11 iteraciones. En ambos casos con una precision de
0.0001.

El segundo resultado es mas cercano al minimo p=1.83333333

proporcionado por el método analitico, que utiliza la derivada y que fue
determinada en la seccién 1.2.
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CAPITULO 3
MINIMIZACION NUMERICA DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES.

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo, se trata de minimizar una funcion de varias variables
donde el problema no lineal lo igualamos a cero convirtiéndolo en un
problema de minimizacion.

Revisaremos dos tipos de minimizacion de varias variables, el Método de
Nelder-Mead y el Método del Gradiente o del descenso acelerado.

3.2 MINIMIZACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Examinando las funciones de una sola variable, ya hemos indicado que el
estudio de diferentes fendmenos obliga a utilizar las funciones de dos y mas
variables independientes.

Para encontrar el minimo de una funcidn de varias variables utilizaremos un
método llamado Nelder-Mead, que es un tipo de busqueda del simplex.

En dos dimensiones, un simplex es una figura geométrica que consiste de
tres puntos (vértices), junto con todos los segmentos de la linea que los
conectan; en otras palabras un triangulo.

En tres dimensiones, un simplex es un tetraedro con cuatro puntos y las
caras poligonales que los conectan.

En R", un simplex consiste de n+/ puntos y la conexion de ellos en

segmentos del hiperplano. Para la simplicidad, nosotros limitamos nuestra
descripcion del método del simplex a dos dimensiones.
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3.3 METODO DE NELDER-MEAD

El método busca de modo aproximado una solucion 6ptima a un problema
con n variables cuando la funcidon a minimizar varia suavemente.

Sea f(x,y) la funcién que queremos minimizar, si partimos de un triangulo

inicial cuyo vértice son v, =(x,,y,) k=1,2,3.

Entonces evaluamos la funcién f(x,y) en cada uno de los vértices y
obtenemos los z, = f(x,,y,)paracada k=1, 2,3.

Luego por el ordenamiento de los subindices z <z, <z,, introducimos la
notacion O=(x,,y,) B=(x,,y,) Y P=(x,y;) donde O es el vértice
optimo, B es el vértice bueno, el siguiente del Optimo y P es el vértice peor.

El siguiente paso es calcular el punto medio del segmento que une al vértice
O con el vértice B mediante las siguientes coordenadas:

M:O+B: X, +x, y]+y2)
2 2 72

Si la funcion decrece al momento de moverlos desde P hasta O a lo largo
del triangulo inicial y también al moverlo desde P hasta B es de esperar
que la funcion f(x,y)tome valores menores en puntos alejados del peor

vértice P situados al otro lado del segmento que une O con B.
Si tomamos el punto R como el punto simétrico de P respecto de M,

entonces el nuevo triangulo es OBR y la formula vectorial para hallar R es
R=M +(M - P)=2M - P como pueden ver en Figura 3.1
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Figura 3.1

En la Figura 3.1, se representa el tridangulo OBP, el punto medio M vy el
punto reflejado R .

Hay que considerar dos casos:

(i) Si f(R)< f(P) entonces nos hemos movido en la direccidon

correcta hacia el minimo. Extendiéndonos sobre el segmento que
une M y R hasta un punto E, formamos un tridngulo extendido
OBE , como se indica en la Figura 3.2.

0
A %
P
Figura 3.2

Si f(E)< f(R), entonces hemos encontrado un vértice mejor que R y la

férmula vectorial para calcular £ es: E=R+(R-M)=2R-M .
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@) Si f(R)= f(P) O f(P)<f(R) entonces hay que probar otro
punto. Consideremos los puntos medios C, y C,de los segmentos

rectilineos PM y MR respectivamente. (Véase Figura 3.3). Se
calcula £(C,) y f(C,). El punto en que la funcion tome el valor

menor lo llamamos C y el nuevo triangulo es ahora OBC.

I /.R

Figura 3.3

Si f(P)< f(C)entonces tenemos que encoger el tridangulo en la direccion de
0.

El punto B se reemplaza por M y el punto P se reemplaza por S, que es el
punto medio del segmento que une O con P. (Véase Figura 3.4)

0

Figura 3.4
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Cuando una funcion es muy plana cerca del minimo los valores
£(0),7(B)y f(P) son iguales, asi que el algoritmo no puede seguir.
Ejemplo:

Vamos a usar el algoritmo de Nelder-Mead para hallar el minimo de
f(x,y)= x2+y2+x-2y—xy+1 con los siguientes vértices de partida v,(0,0),

v,(2,0) y v;(2)).

Soluciodn:

La funcidén f(x,y)toma los valores determinados f(0,00=1 , f(2,0)=7y
f(2,))=4. Comparando los valores, determinamos O, B, y P.

0 = (0,0) B=(2)) P =(2,0)

Ahora hay que reemplazar el vértice P =(2,0)

v = O+B _ (0+2’0+1j: (1,0.5)
2 2 72

R=2M - P=2(1,0.5)—(2,0) = (0,1)

El valor de la funcion en R es: f(R)=f(0,)=0 como f(R)< f(P), se
extiende el tridangulo inicial OBP.

Dado que £(0)> f(R)construimos el vértice E
E=2R-M =2(0,1)-(1,0.5) = (-1,1.5)

El valor f(E)=f(-1,1.5)=1.75 y como f(E)> f(O)entonces se reemplaza P
por R, los vértices del nuevo triangulo son:

V, =(0,0) V, =(0,0) y V,=(2,), osealos
nuevos O, B, P.
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Repitiendo el proceso con estos vértices, se tiene que:

M
2

>

_O+B _ (0+o 1+0
2

5 j: (0,0.5)

R=2M - P =2(0,0.5—(2,1) = (-2,0)

JR)=[f(=2,0)=3

Como f(R)<f(P)se extiende nuevamente el tridngulo y dado que
f(0)< f(R), reemplazamos P por R y los vértices nuevos son O =(0,1) ,

B=(0,0) y P=(-2,0).

El proceso contintia y genera una sucesion de tridngulos que converge al
punto solucion (0,1).

En la tabla siguiente se muestran los valores de la funcion en los vértices
del triangulo en algunos pasos de la iteracion.

K Optimo Punto bueno Punto peor

pi f(pi) pi f(pi) pi f(ps)
1 (0,0) 1 (2,1) 4 (2,0) 7
2 (0,1) 0 (0,0) 1 (2,1) 4
3 (0,1) 0 (0,0) 1 (-2,0) 3
4 (0,1) 0 (-1,0.25) 0.81 (0,0) 1
5 (0,1) 0 (-0.25,0.31) 0.36 (-1,0.25) 0.81
6 (0,1) 0 (-0.56,0.45) 0.30 (-0.25,0.31) 0.36
7 (0,1) 0 (-0.31,1.13) 0.15 (-056,0.45) 0.30
8 (0,1) 0 (-0.20,0.75) 0.05 (-0.31,1.13) 0.15
9 (0,1) 0 (-0.20,1) 0.04 (-0.20,0.75) 0.05
10 (0,1) 0 (-0.15,0.87) 0.01 (-0.20,1) 0.04

50




En la Figura 3.5 se muestra la sucesion de tridangulos {, }que converge al
punto (0,1) en el método de Nelder —Mead.

8
T
T,
T
Ts T,
Ts T
| | | | |
-3 -2 -1 1 2 3
Figura 3.5
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ALGORITMO DE NELDER-MEAD

Para encontrar un minimo local de f(x,,x,,x;....,x,) siendo f una funcion
continua de n variable reales y v, =(vk,1,vk,2,...,vk,n) para k=0,....n los n+1

vectores que forman el simplex inicial.

Entrada: Vértices iniciales; v, (x,,»,),v,(x,,¥,) V vs(x;,y;), Maximo nimeros
de iteraciones m y la tolerancia zol .

Salida: El vértice 6ptimo, minimo local f(0) y el mensaje de fracaso.
Paso 1: Tomar k=1
Paso 2: Mientras k <m, seguir pasos 3-17

Paso 3: Ordenar los vértices iniciales, comparando los valores
f(xv)s f(x,,9,)Y f(x5,v,). Los vértices ordenados son O, B, P.

Paso 4: Tomar M = O+B

y R=2M P

Paso 5: Si f(R) < f(P)
Entonces extender (siguiendo pasos 6-8)

Pasos 6: Si £(0)< f(R) entonces
Se reemplaza P por R

Sino (seguir pasos 7-8)
Paso 7: Calcular E=2R-M y f(E)

Paso 8: Si f(E)< f(O) entonces
Se reemplaza P porkE.

Sino
Se reemplaza P porR
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Sino encoger (siguiendo pasos 9-13)

Paso 9: Si f(R)< f(P) entonces
Se reemplaza P por R.

Sino (seguir pasos 10-11)
Paso 10: Calcular C:PJ;M y f(O)

Paso 11: Si f(C)< f(P) entonces
Se reemplaza P por C

Sino (seguir pasos 12-13)

O+P

Paso 12: Calcular S = y f(S)

Paso 13: reemplazar P por S y
B por M.

Paso 14: Calcular £(0), f(B), f(P)

Paso 15: Comparando los valores anteriores ykh = mayor, y/= menor.

Paso 16: Si ((y)> (yl +tol)) entonces
Salida (0, £(0))
Parar

Paso 17: Sea k =k +1

Paso 18: Salida (“El método fracaso después de m iteraciones m=",m).
Parar

En el Anexo 4, se presenta el programa en lenguaje C correspondiente al
algoritmo de Nelder Mead para encontrar el minimo de una funcion
f(x,,x,) y tres vectores iniciales.
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3.4 METODO DEL GRADIENTE

Para aproximar un minimo local de una funcion diferenciable f(x)de n
variables reales x=(x,,x,,...,x,) usando el método del gradiente, partimos de
un punto inicial p, y buscamos en este punto una mejora en la semirrecta
que parte de p, en la direccion sefialada por el vector s=-G, siendo

G = grad f(p,) -

Tomando p, =p,+s. Calculamos G = grad f(p,) y usamos una nueva
direccion de busqueda senalada por el vector s, =-G ; y asi obtenemos p, .

El proceso iterativo produce una sucesion {p,} de puntos que tiene la
propiedad f(p,)> f(p)>A > f(p)A

Si limp, = p entonces f(p) es un minimo local de f(x).

k—o

Ejemplo:

Encontrar el minimo local de la funcion f(x,,x,)=(x+x," -1 +(x’-x,)’
con punto inicial p,=(0.5,0.5) usando el método del gradiente con una
tolerancia de 0.00001.

Soluciodn:

Como gradf (x,,x,) = f, (x,,x,) i+ f, (x,,x,)j calculemos f, vy f, .
[ (x,xy) =20, + x,7 = 1)(2x,) + 2(x," = x,)(2x,)

fo (x,) =2(x" +x," = 1)+ 2(x," = x,)(=1)

Dado que p,=(0.5,0.5) se tiene que:

/. (0.5,0.5) = 2((0.5)* +(0.5)* =1)(2(0.5)) + 2((0.5)* — (0.5))(2(0.5)) = 1.5

£.,(0.5,0.5) = 2((0.5)* +(0.5)* =1)(2(0.5)) + 2((0.5)* = (0.5))(~1) = 0.5
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La direccion de blusqueda es:

s =—grad f(x,,x,) =—(~1.5-0.5) = (1.5,0.5)
Luego p = p, +s=(0.5,0.5)+(1.5,0.5) = (2,1)
El valor de f(p,)= f(0.5,0.5)=0.3125

El valor de f(p)= f(2,1)=25

z=f(p)— f(p,) =25-0.3125=24.6875

Ahora dividiremos el gradiente s por 2, hasta que z < 0 para obtener el

nuevo punto p.

5= % ~(0.75,0.25)

Is| = /(0.75)* + (0.25)* = 0.790569 > 0.00001
=0, +% = (0.5,0.5)+(0.75,0.25) = (1.25,0.75)

El valor de £ (p)=f(1.25, 0.75)=1.9258

z=f(p)— f(p,) =1.9258-0.3125=1.6133>0

5

s (0.75 0.25

2 L2772

: j =(0.375,0.125)

P =p, +5=(0.5,0.5)+(0.375,0.125) = (0.875,0.625)
El valor de f(p)=f(0.875,0.625)=0.044189
z=f(p)- f(p,)=0.044189—0.3125=—0.268311< 0

Ahora p, =(0.875,0.625) se tiene que:
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£.(0.875,0.625) =2 ((0.875)" +(0.625)" ~1)(2(0.875)) +2((0.875) —(0.625))(2(0.875)) =1.039062

£, (0.875,0.625) =2.((0.875) +(0.625)" ~1)(2(0.625))+2((0.875)* —(0.625))(~1) = 0.109375

La direccion de busqueda

s =—grad f(x,,x,) =—(1.039062,0.109375) = (~1.039062,-0.109375)

Luego p = p, +s=1(0.875,0.625) + (-1.039062,-0.109375) = (—0.164062,-0.515625)
El valor de f(p,)= f(0.875,0.625)=0.044189

El valor de f(p)= f(-0.164062,-0.515625) =0.79018

z=f(p)— f(p,) =0.79018 —0.044189 = 0.74599 > 0

Ahora dividiremos el gradiente s por 2, hasta que z < 0 para obtener el
nuevo punto p.

S =

=(-0.51955,-0.05469)

N | v

5] = v/(=0.51955)* +(<0.05469)* = 0.522422 > 0.00001

=D, +% —(0.875,0.625) +(<0.51955,-0.05469) = (0.3554,0.5703)

z=f(p)-f(p,)=0.49792-0.04419