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JUSTIFICACION

El reconocimiento de patrones es un campo muy amplio del conocimiento cientifico y
tecnoldgico que en la actualidad se ha convertido en una técnica muy 1til para la toma
de decisiones en diversos campos, tales como la industria civil y militar; en sistemas de
seguridad; interpretacién y analisis de datos experimentales en: biologia, taxonomia, fisica,
entre otras. Debido a su gran importancia, dia a dia se busca un constante mejoramiento

en la capacidad del reconocimiento de patrones.

En este trabajo de tesis se presenta un descriptor invariante a posicion y escala basado
en la transformada de Fourier y en la transformada analitica de Fourier-Mellin (AFM) para
el reconocimiento de patrones en imagenes digitales. Se seleccionaron dichas transformadas
debido a las propiedades de su espectro de amplitud. Para la transformada de Fourier, el
espectro de amplitud es invariante a posicion. Y la normalizacién del espectro de amplitud

de la transformada AFM mediante su valor dc es invariante a escala.

Aparentemente el campo de aplicacion es limitado al no introducir cambios de rotacion
en los objetos, sin embargo existe una gran diversidad de aplicaciones de descriptores in-
variantes a posicion y escala, por ejemplo en sistemas de seguridad donde la camara esté fija
y los objetos solamente presentan cambios de escala, como es el caso del transito vehicular
en vialidades rectas; reconocimiento de patrones en imégenes satelitales (asumiendo que
el satétile mantiene fija su trayectoria) de acuiferos y zonas mineras; tomografias donde el

paciente mantiene una posicion fija; entre otras.



OBJETIVOS

Objetivo general

Anélisis del descriptor invariante a posicién y escala para el reconocimiento de patrones en

imagenes digitales mediante la transformada analitica de Fourier-Mellin.

Objetivos particulares

1. Implementacion en lenguaje de programacién Matlab del invariante a posicién medi-

ante el espectro de amplitud de la transformada de Fourier.

2. Implementacién en lenguaje de programaciéon Matlab del invariante a escala usando
el espectro de amplitud de la razén de la transformada analitica de Fourier-Mellin

(AFM) normalizada por su valor dec.
3. Determinacién de la métrica apropiada de comparacién.

4. Estudio del descriptor AFM invariante a posicién y escala usando imagenes en blanco

y negro de figuras geométricas.

5. Estudio del descriptor AFM invariante a posicién y escala usando imagenes en escala

de grises de mariposas.



1. INTRODUCCION

El hombre adquiere conciencia de si mismo y del mundo que le rodea por medio de sus
sentidos. A partir de los estimulos percibidos por los sentidos el hombre descubre, identifi-
ca, diferencia, cuenta y clasifica objetos o patrones de la realidad, adquiriendo conciencia

de ella por medio de la percepcién visual.

La percepcién visual es clave en nuestro desarrollo y realizacion como personas. La
mayor parte de la informacién util que poseemos nos ha llegado a través de imdagenes,
expresiones, signos y palabras impresas, todas ellas visibles. Es dificil de creer, pero lo
que sentimos al ver algo es un producto cerebral, filtrado, simplificado y reelaborado,es un
flujo de informacién que recorre varios caminos entre las estructuras neuronales de nuestra

materia gris[8].

Cuando percibimos se desarrolla un proceso muy largo y complejo en el que colaboran
los ojos en interaccién con el cerebro, que es el que dirige los movimientos exploratorios de
los ojos. Pero es unicamente el cerebro el que realmente percibe y siente las imagenes en

una labor de procesamiento de la informacién que ocupa varias dreas del encéfalo[8].

La visién es el mds avanzado de nuestros sentidos por lo que no es de extranar que las
imagenes jueguen un papel importante en la percepcion humana. Desde el gran auge tec-
nolégico, el ser humano a tratado de imitar el proceso de reconocimiento de patrones que

realiza el cerebro mediante computadoras u ordenadores. El reconocimiento de patrones en
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imagenes digitales pertenece al campo del procesamiento digital de iméagenes.

En el procesamiento digital de imagenes se manipulan las imédgenes para [1; 2]:

1. Mejora o realce de caracteristicas mediante filtros.
2. Reconocimientos de patrones.

3. Segmentacion.

4. Fragmentacion.

5. Reconstruccién y restauracion.

6. Comprension.

Los procesos comprendidos en el procesamiento digital de imagenes se clasifican en tres
niveles: bajo, medio y alto. Los procesos de bajo nivel implican las operaciones primitivas,
tales como el procesamiento previo de la imagen para reducir el ruido, mejora del contraste
y la nitidez, entre otros. Un proceso de bajo nivel se caracteriza por el hecho de que tanto

sus entradas y salidas son imagenes.

Los procesamientos de nivel medio en las imagenes implican tareas como la segmentacién
(particién de una imagen en regiones u objetos), descripcién de objetos (extraccién de atrib-
utos) y la clasificacién (reconocimiento) de los objetos individuales. Un proceso de nivel
medio se caracteriza por el hecho de que sus entradas son generalmente imagenes, pero
sus salidas son atributos extraidos de esas imagenes (por ejemplo bordes, contornos y la
identidad de los objetos individuales). Por ltimo, el procesamiento de alto nivel implica
tener “sentido” de un conjunto de objetos reconocidos como en el andalisis de imagenes o

como en la realizacion de las funciones cognitivas normalmente asociadas con la visién.
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Este trabajo de tesis aborda el reconocimiento de patrones en imagenes digitales donde
solamente hay cambios en la posicién y la escala de los objetos. El descriptor invariante
a posicién y escala se construye mediante la transformada de Fourier y la transformada
analitica de Fourier-Mellin (AFM). Se utilizaron dos conjuntos de prueba en el descriptor
AFM: el primero consta de imagenes en blanco y negro de figuras geométricas y el segundo

de imégenes en escala de grises de mariposas.

Esta tesis estd organizada a partir de este capitulo introductorio de la siguiente man-
era: en el capitulo 2 se exponen los fundamentos matemaéticos de la la transformada de
Fourier y la transformada analitica de Fourier-Mellin. El capitulo 3 trata sobre los experi-
mentos numeéricos realizados para validar al descriptor AFM invariante a posicién y escala.

Finalmente, en el capitulo 4 se presentan las conclusiones.



2. FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Todo saber tiene de ciencia lo que

tiene de matemdtica.

Poincaré

En este capitulo se presenta el marco tedrico en el que sustenta esta tesis. Con el fin
de establecer los conceptos relacionados con el reconocimiento de patrones de iméagenes
digitales, es conveniente exponer los principios y conceptos sobre los cuales se basa el
procesamiento de imdagenes, entre estos, la representacion matemadtica que nos permite
trabajar con imagenes en dos dimensiones. Més especificamente se tratardn los temas de
la transformada de Fourier, la transformada analitica de Fourier-Mellin y el uso de éstas

para comparar imagenes.

2.1. Definicion de imagen digital

Una imagen digital es simplemente una funcién bidimensional f(z,y), donde = y y
indican las coordenadas espaciales y el valor de f en cualquier punto (z,y) es proporcional a
la luminosidad (o nivel de gris) de la imagen en dicho punto. La imagen digital se representa
mediante una matriz I(z,y), cuyos indices (z,y) identifican un punto en la imagen llamado

pixel y el correspondiente valor del elemento de la matriz I(x,y) es el valor de intensidad

[1] .
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2.2.  La transformada de Fourier
2.3.  Funciones periodicas

Una funcién periédica se define como

f(t) = f(E+T), (2.1)

para todo valor ¢ € R. La constante minima 7" que satisface la relacién (2.1) se llama el

periodo de la funcién [3]. Mediante la repeticién de (2.1) se obtiene

f(t)=f(t+nT), neN. (2.2)

2.3.1. Serie de Fourier

Sea la funcién f(¢) una funcién periédica de periodo T, la cual se puede representar

por la serie trigonométrica

£(t) = %ao + i [an cos(ruwot) + by sen(nwot)] (2.3)
=
donde
wo = 2% (2.4)
- % / TT Ft)dt, (2.5)
= % / 2 F(t) cos (nwot) dt, n € N, (2.6)
by = % /_ 2 F(t) sen(nwot)dt, n € N. (2.7)

A la ecuacién (2.3) se le conoce como serie trigonométrica de Fourier.
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2.4.  Forma compleja de la serie de Fourier

En muchas aplicaciones de la serie de Fourier, es conveniente expresar la ecuacién (2.3)

en su forma polar. Usando que

cos(nwot) = = (M0 4 em oty (2.8)

g)‘ —_ DN =

sen(nwot) = (emwot — ety (2.9)

Entonces, la ecuacién (2.3) se reescribe como

1 > 1, » 1. »
f(t) = a0 + T; [anQ (g0t 4 gmineot) bng; (e™eot — e mwot)} : (2.10)
. 1 . -
Teniendo en cuenta que — = —i, la ecuacién (2.10) se expresa como
i
1 - [1 ; inwot 1 ; —inwot
ft) = 50 + Z 3 (an —iby)e + 3 (an +1iby) e . (2.11)
n=1
Definiendo,
1
co = =ap, (2.12)
2
1 .
n =5 (an — iby) , (2.13)
1 .
Cop = 3 (an + iby) , (2.14)

y al sustituir las expresiones (2.12) a la (2.14) en la ecuacién (2.11), ésta se simplifica a

o0
f) = co+ Z (cnem‘“ot + c_ne_i"“’ot)
n=1

= ) cpe™oh, (2.15)

n=—oo
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La ecuacién (2.15) se denomina forma compleja de la serie de Fourier de f(t). Los co-

eficientes complejos de Fourier ¢, se obtienen a partir de a,, y b,, mediante las ecuaciones

(2.5), (2.6) y (2.7) como

= L= 17 sy (2.16)
co — 2@0 = T _% s .
1 .
= 5 (an — iby)
1[92 T G
= - |& / f(t) cos (nwot) dt — i f(t) sen(nwot)dt
2|\T\J)_r T
2 2
1 /3
2
= 7 [cos(nwot) — isen(nwot)] f(t)dt
_T
r
= L7 pyeimeot gy (2.17)
T ) r ’ '
2
analogamente, c_,, se expresa como
T
P f(t)e™otat (2.18)
—n T T . .
2
En el caso particular de que f(t) sea real, se tiene que
en =c",, (2.19)

donde * indica el conjugado complejo del escalar. De las ecuaciones (2.16), (2.17) y (2.18)
se obtiene que los coeficientes complejos de Fourier se pueden expresar en una sola ecuacién

mediante

T
1 2 .
I —inwot
Cn = /g f(t)e dt, n € Z. (2.20)

Puesto que f(t)e~"“0t es periédica con periodo T', entonces la ecuacién (2.20) también se
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puede escribir como

I :
cn:/ f(t)emeotqg, (2.21)
T Jo

En general ¢, € C, por lo tanto el coeficiente complejo de Fourier se puede expresar en la

forma polar mediante

Cn = |cnle®™, (2.22)

donde |c,| = 3v/(a2 +b2) v ¢, = tan™! (—Z—”), obtenidos a partir de la ecuacién (2.13).

n

En el caso particular de que f(t) sea real, por la ecuacién (2.19) se obtiene que
a2k —igpn
C_p = C), = |eple™ ", (2.23)
para todos los valores de n # 0 € N. En el caso de que n =0, ¢g = %ao € R.

2.4.1. De la serie de Fourier a la integral de Fourier

Al sustituir la ecuacién (2.20) en la ecuacién (2.15), se tiene que

00 T
1 . )
f=> T / 2 f(:v)e‘m“’“‘dw] et (2.24)
n=—oo _TT
Puesto que
2
wo = %, (2.25)

al sustituir en la ecuacién (2.24), ésta se expresa como

T
2

f(t) = Z [2177 /_ f(ac)e_mwoxdx] woenwot, (2.26)

T
n=—oo

Por la ecuacién (2.25), cuando 7' — oo se tiene que wy — 0. Sea wy = Aw, entonces la

frecuencia de cualquier armoénico nwgy debe corresponder a la variable general de frecuencia
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que describe el espectro continuo, esto es
nwy = nAw — w.

Entonces la ecuacién (2.26) se reescribe como

00 T

=3 [;ﬁ / : f(x)emA”zdx] RN (2.27)

n=—oo 2

Para, T'— oo se tiene que Aw — dw, entonces la ecuacién (2.27) es

() = % / Z [ / Z f(x)ei”zdx} el dy, (2.28)

Si se define

Flw) = /_ T petar, (2.29)

entonces la ecuacién (2.28) se simplifica a

£t) = = /OO Fw)etdu, (2.30)

:g .

A la ecuacién (2.29) se le conoce como la transformada de Fourier y la ecuacién (2.30) es

la correspondiente transformada inversa de Fourier.

2.5. El par de transformadas de Fourier

La funcién F(w) definida por (2.29) se conoce como la integral de Fourier o transformada

de Fourier de f(t) y dicha operacién se simboliza frecuentemente por §, esto es

F) =5170) = [ fme (2.31)
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Anélogamente ! es el simbolo que se utiliza para indicar la operacién inversa, es decir

£ =5 [Fw)] = = / T Fw)etd, (2.32)

:% .

a f(t) se le denomina transformada inversa de Fourier de F(w). Las ecuaciones (2.31) y

(2.32) se conocen a menudo como par de transformadas de Fourier[3].

2.6. Condiciones de Dirichlet

Las condiciones bajos las cuales es posible la representacién de f(t) en serie de Fourier

son:
1. La funcién tiene un numero finito de discontinuidades en un periodo.
2. La funcién tiene un numero finito de méaximos y minimos en un periodo.

3. La integral del valor absoluto de f(t) en un periodo es finita, es decir,

r

/_2 £(£)|dt < oo. (2.33)

Sl

Una funcién f(t) es continua por tramos en el intervalo finito [—%, %] si satisface las

condiciones 1 y 2[3].

2.7. Propiedades de la transformada de Fourier

Propiedad de linealidad:

Si Fi(w) = §lA@)] y Falw) = §[f2(t)], donde a; y be son dos constantes arbitrarias,

entonces

Slarfi(t) + azfa(t)] = a1 Fi(w) + agFa(w). (2.34)
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Esto es, la transformada de la suma de dos funciones es simplemente la suma de sus

transformadas individuales.

Demostracion: Este teorema se deriva directamente de la propiedad de linealidad de la

integral que define a la transformada de Fourier,

o0

5 [a1f1(t) + a2f2(t)] = / [a1f1(t) + a2f2(t)] N

—00

= a / fi(t)e ™tdt + ay / fa(t)e ™t

= a1 F(w)+ axFs(w). W

Propiedad de similitud o de escalamiento:

Si a es una constante real y F(w) = §[f(¢)], se tiene que

Slan) = ook (2).

o] \a

Demostracién: La transformada de Fourier de f(at), para a > 0 estd dada por

§[f(at)] = /_OO f(at)e_i‘*’tdt.

Sea at = x, entonces,
1 [ (w
sl =y [ s
a —0o0
Sea x = t, entonces la ecuacién (2.38) se reescribe como
[e.e]
—00

_ mF(g>.

§lian] = - / Fyei (gt
1 w

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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Para el caso de a < 0, se tiene que

Ff(at)] = /_ b f(at)e ™qt. (2.40)

Haciendo el cambio de variable z = at, la integral (2.40) se expresa por

sl = o [ fa@e @
= LT et
- . /OO FBe iy
1 [ _i(e
= SO
1 w
= " (g) . (2.41)
En consecuencia,
1 w
Slf(a)] = o F (5) n (2.42)
Propiedad de desplazamiento en el tiempo:
Si F(w) =& [f(t)], entonces
St —to)] = Fw)e ™. (2.43)

Demostracién: La transformada de Fourier de f(t — ty) es

St —t))] = /Oo f(t —to)e ™dt. (2.44)
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Haciendo t — tg = x, dt = dx, por consiguiente

St —to)] = / Fa)e i+ gy

— 7zwt0 / f fzwa:dx

e O F(w).. (2.45)

2.8. Convolucion

Sean f1(t) y f2(t) dos funciones dadas. La convolucion de fi(t) y f2(t) esta definida por

la funcién

- / T h @) folt — w)da, (2.46)
la cual se expresa simbdlicamente como
f(t) = fi(t) ® fa(t). (2.47)

Un caso especial importante es aquel en el cual f1(t) =0 parat <0y fa(t) = 0 parat < 0,

entonces, la ecuacién (2.46) se convierte en

f(t) = fi(t) ® fa(t) / fi(2) fo(t — 2)dz (2.48)

Teorema de convolucion

El teorema de convolucién en el tiempo afirma que si § [f1(t)] = Fi(w) vy § [f2(t)] = Fa(w),

entonces

Sf1(t) @ f2(t)] = Fi(w) Fa(w). (2.49)

Demostracién: La transformada de Fourier de f1(t) ® fa(t) es
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S (1) @ f2(t)] = / [/ fi(z fz(t—ﬂc)d%} e “tdt. (2.50)

Reagrupando apropiadamente los términos, se llega a

S [f1(t) @ fa(t) / fi(z [/ fa(t —x)e ’“tdt] dx. (2.51)

Por la propiedad de desplazamiento en el tiempo, ecuacién (2.43), se tiene
oo . .
/ fo(t — 2)e ™“hdt = Fy(w)e ™. (2.52)
—00

Sustituyendo el resultado anterior en la ecuacién (2.51), se obtiene

LA ® h) / fi(2) Fa(w de—[ | da:] Rw)
= Fi(w)F(w).N (2.53)

Teorema de Parseval

El teorema de Parseval afirma que si la serie de Fourier de f(¢) converge uniformemente

hacia f(t) en [—Z, Z] se tiene

;/_QT (O dt ia3+ Za L 2). (2.54)

Demostracién: si f(t) = 1ag+> 02 [an cos(nwot) + by, sen(nwot)], entonces multiplicdndola

por f(t) se obtiene

F(O)]2 = —aof +Z ap, cos(nwot) + by, sen(nwot)] f(t) (2.55)

n=1

= faof 2 an f(t) cos(nwot) + Z by, f (t) sen(nwot), (2.56)

n=1
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integrando término a término en el periodo definido por [—%, %}, se obtiene

;/_2 [f(t) *ao /_:gf dt+z an %f ) cos(nwot) dt—i—Zb : f(t) sen(nwot)dt.

_T
2

Utilizando las definiciones de los coeficientes de Fourier, ecuaciones (2.5), (2.6) y (2.7), se

obtiene

T
1 [z
T/T [F(1)]%d —a0+ Z a’ +b2) . (2.57)
2
2.9. Transformada discreta de Fourier (TDF)

Para f(t) una funcién periédica de periodo T, se tiene que

1 (7 , 2m
= T/o f(t)exp ( - mwgt>dt, wo = (2.58)

Supongamos que z(t) es periddica con periodo 2¢ y que se conoce solamente en N valores

equiespaciados de t que cubren todo el periodo 0 <t < 2¢ =T, esto es

t=0, pad 2% o (N—l)%

2.
N> "N’ (2.59)

entonces
1 [ nm
tn = 55 /0 x(t) exp ( - 17t> dt. (2.60)

No se puede calcular exactamente la ecuacién (2.60), por lo que mediante la suma de
Riemann se tendra una aproximacién a los valores de ¢, tomando en consideracion el area

del rectangulo con[4]

2mn

20 20 20 20
_ 2 Y _ =< =, .
base N altura x(Nk:> exp ( i k), para — < t<(k+ 1)N (2.61)
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Por lo tanto
1~ [ 2 2 20
Al simplificar la ecuacién (2.62) se llega a
N-1
1 20 2
N = N x(ﬁk> exp < - z%k) (2.63)
k=0
Definiendo
20
K] = [71@ } 2.64
W=x [ (264)
& [n] = M), (2.65)
y al sustituirlas ecuaciones en la ecuacién (2.63), ésta se escribe como
N-1
1 2
2l =+ Y wlklexp ( . z%k) (2.66)
k=0
Periodicidad
Al desplazar la funcién discreta Z[n], por la ecuacién (2.66) se tiene que
N-1
1 27(n+ N)
v - (-2 267
Z[n + kzo x[k] exp i N (2.67)

Puesto que

2n(n+ N)

exp (— sz) — exp (— 12%"1{ _ mk) — exp (— zz%"k) exp (— 27rik>, (2.68)

Yy como exp ( — z'27rk) =1 para k € Z, entonces la ecuacién (2.68) se simplifica a

exp ( — z%(nj\?_N)k:) = exp ( — Z%Tnk),

(2.69)
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por lo tanto, sustituyendo la ecuacién (2.69) en la ecuacién (2.67), se llega a

2

zn+ N] = e Z x[k] exp ( — 2772'—!6) = Z[n].0 (2.70)

k:0

Analogamente se demuestra que x [n + N] = x [n]. A Z [n] se le conoce como la transformada

discreta de Fourier.

2.9.1. La inversa de la transformada discreta de Fourier

N-1
1 21k
Sea Z [ Z x [p| exp ( — z%p) la transformada discreta de Fourier de xz[p),
p:O
entonces
N-1 N-1 N-1
2mnk 1 k 2mn
o (- 25t) = B[S e (k)] oo (500
x[k:]exp( N p) N a:[p]exp( 12m5p) | exp (i k
k=0 k=0 p=0
N-1N-1
1 —
= — x[p] exp (i27r( ) k)
N
p=0 k=0
N-1 N-1 k
1 —
= ¥ x[p] {exp (zQﬂmNmﬂ . (2.71)
p=0 k=0
Definiendo
L (n—p)
_ — 2 ) 2.72
r exp< 2r— ), (2.72)
la ecuacién (2.71) se simplifica a
| Nl N-1
=— x[p] k. (2.73)

=0 k=0

=
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Para p # n, N 01 rF es 1a serie geométrica, por lo tanto
N-1
1— N
L+r+ri.+ rk = ! (2.74)
k=0
Al sustituir la expresién de r, ecuacién (2.72), en la ecuacién (2.74) se llega a
N-1 N-1 (n—p)\ 1"
ko N —
o= Z [exp (27rz ~ )} (2.75)
k=0 k=0
1 (n—p) N
—exp ( 2mi—
= - (2.76)
1 —exp (271' N
1 —exp (ZQTF(TL p))
, (2.77)
e
1 —exp (271'(%))
puesto que n, p € [0, N — 1], entonces m =n —p € Z y como
exp (27Ti(n — p)) = exp (27rim)
0
= cos(2mm) + is/en.@wﬁfz 1, para m € Z.
Por lo tanto
N-1
— 1-1
exp <2m n—p) k:) =0, cuando p # n. (2.78)
E—0 N 1 —exp <27m (n— p)>
Para el otro caso, p = n se tiene que
N-1 N-1
koo (n — ”))k
rY = exp <2m N
k=0 k=0
N-1 ok Vol
= exp <27rzﬁ> = exp(k-0) =N (2.79)
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Por lo tanto
N-1 :
_ N, si p=n
exp (2772' (n—p) k:) = ’ ’ (2.80)
N .
k=0 0, si p#n.

Entonces, de la ecuacién (2.71) se obtiene que

N-1 n L N1 N (n—p)
z[k] exp (27rzﬁk> =~ Z x[p] Z exp <2m N k)
k=0 p= k=0

(2.82)

(2.81)
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2.10. La transformada de Fourier en dos dimensiones

Generalizando, el par de transformadas de Fourier de una funcién continua f(z,y) de

dos variables continuas x y y estdn definidas por las ecuaciones

F(u,v) =§{f(z,y)} = f} f(z,y) exp ( — 27 (uzx + vy)dmdy). (2.83)

fz,y) =F YF(u,v)} = j F(u,v)exp (i27r(ux + vy)dudv). (2.84)

Haciendo la analogia con el caso en una dimensién, el par de transformadas de Fourier

de una imagen I(z,y) de tamano M x N estan dadas por

1 M—-1N-1
F(u,v) =F{I(z,y)} = UN > _OI x,y exp(—iQTr(M + N)) (2.85)
M—-1N-1 v
I(z,y) =F {Fwv)} =Y Y Flu)exp (m( = ]j./ )) (2.86)
u=0 v=0

2.11. La transformada de Mellin

La transformada de Mellin esté definida en el plano complejo por la relacion

M(s) = M{f(2)} = /0 " fa)e e, (2.87)

donde s = —ic+ 3, con el pardmetro fijo § € R y la variable independiente ¢ € R. A ésta
familia de transformadas se le conoce como la transformada (§ -Mellin. La parte real de
la variable compleja s estd parametrizada, para el caso 5 = % se tiene la transformada
de escala. Es posible usar otros valores para [, cuando § = 0 se tiene la transformada
invariante de compresién/expansién y de f = —1 se obtiene la transformada invariante a

la forma. Por lo tanto, la transformada de escala es una restriccién de la transformada de
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Mellin en la linea s = —ic + 3. Asimismo, su transformada inversa estd dada por [10]
1 B+ico
F@) = M {M(s)} = / M (s)z—*da, (2.88)
211 B—ioco

2.11.1. El invariante a escala

La propiedad principal de la transformada de Mellin es ser invariante a escala.

Demostraciéon: Sea

My(s) =D{f(x)} = /000 fx)z*da. (2.89)

Para s = iw se tiene que

M(w) = M{f(2)} = /0 " fo)r e, (2.90)

Esto es similar a la relacion entre la transformada de Fourier y la transformada de Laplace.

De esta manera, la transformada de Mellin de una funcién escalada f(«x) se expresa como

Moz (w) = M{f(az)} = /000 flaz)z™da, (2.91)

donde a # 0 es el factor de escala, al sustituir n = az, la ecuacién (2.91) se reescribe como

w—1 dn
E.

{flan)) = [ 1o (2)

. (2.92)

Reagrupando apropiadamente los términos en la ecuacién (2.92) se llega a

mireay= [~ (2 (L) (L) s (2.99)

y simplificando
M f(aw)} =a~ [y o), (299
0
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Por la ecuacién (2.90) se tiene
M{ f(ax)} = o~ “M{f()}. (2.95)
Al reescribir la ecuacién (2.95) como
M{f(ax)} = e M f(2)}, (2.96)

se observa que los cambios de escala se manifiestan en términos solo de fase en el dominio

de Mellin, por lo que
{f ()} = [9{f (%)}, (2.97)

el espectro de amplitud de la transformada de Mellin es un invariante a escala.

2.12. La transformada analitica de Fourier-Mellin en dos dimensiones

En el drea de reconocimientos de patrones se utiliza la transformada analitica de Fourier-
Mellin (AFM) en coordenadas polares como un medio para obtener el invariante a escala,

dicha transformacién esté definida por[5]
My (ko) = - / h / b 0y veibd gg 0T (2.98)
fg' ) - 27_[_ 0 0 Y r ) .
donde o > 0 € R.

2.12.1. La transformada analitica de Fourier- Mellin y el reconocimiento de patrones

Si se tiene una funcién escalada un factor « y rotada un dngulo 6, es decir

g(r,0) = f(ar, 6+ 3), (2.99)
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la transformada analitica de Fourier- Mellin de g(r, 6), por la ecuacién (2.98), es

1 [e's) 27 ) ) d
My, (k,v) = 27(/0 /0 g(?“,ﬁ)ra_we_mede%

1 oo 2w ) ) dr
= / / flar, 6+ B)yro e~ k0gqe— (2.100)
2mJo Jo r

Cambiando las variables de integraciéon por

R = ar, dR = adr, (2.101)

= 0+ 8, db = df, (2.102)

en la ecuacién (2.100), se tiene

ot dR
1 o0 T+ RN\ o—iv ikl —_
Mg, (k,v) = 27T/o /ﬁ f(R,é)(a) e (@ %9%

«
o 1 0o 2w . . dR
_ o —o+iv ikp R.O)RTWe— kg —— 2.103
(6] e 271'/0 /0 f( 7¢) e ¢ R ) ( )

es decir

M, (k,v) = a~ 7 0e® B M (k,v). 0 (2.104)

En la ecuacién (2.104) se observa que cambios en la escala y en la rotacién generan cambios

de escala y de rotacion en el dominio de Mellin.
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2.13. Descriptor invariantes a escala

Es posible obtener un descriptor invariante a los cambios de escala al normalizar la

transformada analitica de Fourier-Mellin con respecto a su valor dc, esto es

i1, = Maalh0)

_ Mga
= Mga

0.0 (2.105)

o

puesto que

M, (k,v) a 7ae™ My (k,v)
My, (0,0) a™ a8 Mg (0,0)

o g My, (k,v)
[y 1/]{36 fo‘ ) 2106
© 00 (2100

entonces los cambios de escala en la ecuacion (2.106) sélo generan cambios en la fase, por

lo tanto
| My, (k,v)

= 300 (2.107)

9

' Mgfr (k7 'U)
M, (0,0)

es un invariante a escala.

2.13.1. La transformada analitica de Fourier-Mellin via la transformada de Fourier

Al hacer el cambio de variable p = In(r) en la ecuacién (2.98), se obtiene que

1 o) 27 )
My, (k) = o / /0 F(e?,0)eree=iE0+0) dodp (2.108)

la cual es la transformada AFM en coordenadas logaritmico-polares y se implementa de

manera facil mediante la transformada de Fourier.
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Los encantos de esta ciencia
sublime, las matemdticas, sélo se
revelan a aquellos que tienen el

valor de profundizar en ella.
Carl Friedrich Gauss

En este capitulo se presentard la metodologia en la que se sustenta el descriptor invari-

ante a posicion y escala para el reconocimientos de patrones en imégenes digitales.

3.1.  Algoritmo

A continuacién se hace una descripcién del algoritmo para la implementacién en lengua-
je de programaciéon Matlab del invariante a posicién y escala mediante la transformada de

Fourier y la transformada analitica de Fourier-Mellin (AFM):
1. Imagen digital.
2. Imagen en formato doble.
3. Sustraer el valor medio de la imagen a la imagen.

4. Calcular la transformada de Fourier de la imagen.
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5. Calcular el modulo de la transformada de Fourier de la imagen para obtener el in-

variante a posicién.

6. Representar el médulo de la transformada de Fourier de la imagen en escala log-

aritmica -polar.

7. Calcular la transformada analitica de Fourier-Mellin de la imagen en escala log-

aritmica-polar.
8. Normalizar la transformada analitica de Fourier-Mellin con el valor de su de.

9. Calcular el médulo de la transformada analitica de Fourier-Mellin normalizada para

obtener el invariante a escala.

3.2.  Transformacion de la imagen a coordenadas logaritmica-polar

La transformacién de una imagen a coordenadas logaritmica-polar (log-polar) presenta
la ventaja de la reduccién selectiva de la informacion, ya que la resolucién de una imagen
logaritmica-polar varia desde el centro (alta resolucién) hasta la periferia ( baja resolucion).

Normalmente la parte con mayor informacién de una escena se encuentra en el centro[6].

El sistema de coordenadas polares (r,6) corresponde a la distancia radial r desde el
centro (z.,y.) a la coordenada (z,y) y 6 corresponde al d&ngulo que forma r con el eje hori-
zontal, es decir la transformacién de coordenadas cartesianas (z,y) a coordenadas polares

(r,0) estd dada por

(r.0) = (wx P (o tan~! ‘”‘“) . (3.1)

(r — )

La transformacién logaritmica-polar (log-polar) es un mapeo de los puntos en el plano

cartesiano (z,y) a los puntos en el plano logaritmico-polar (p,#) = (In(r), ).
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Fig. 3.1: Transformaciones de coordenadas cartesianas a logaritmica- polar. (a) Cuadrado en coor-
denadas cartesianas. (b) Cuadrado en coordenadas log-polares.

La Fig. 3.1 presenta la transformacién del rectdngulo R = {(z,y) : 1 < z,y < 301}
de la Fig. 3.1a a coordenadas logaritmico-polares, esto es al disco D = {(z,y) : =,y €
R, 2’4y* <r,r = |2 ]4+1}, donde |z] es la funcién que trunca el nimero real z al niimero
entero Z. De la Fig. 3.1b se observa que la funcién de transformacién no es sobreyectiva o
suprayectiva. Para solucionar el problema se utiliza algiin método de interpolacién. En el
procesamiento de imagenes digitales los métodos de interpolacion mas comtnmente usados
por su simplicidad y rapidez son: vecinos cercanos (nearest neighbor), lineal, cibica y

trazadores (splines).

3.3. Interpolacion de vecinos cercanos (nearest neighbor)

En la interpolacién de vecinos cercanos a cada pixel se le asigna el valor del punto mas

cercano de la muestra. Matematicamente se representa mediante la convolucién de la senal
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con el filtro espacial

h(z) = (3.2)

F[h(w)] = sinc (—) : (3.3)

3.4. Interpolacion lineal

La interpolacién lineal es un método de primer grado, donde a través de dos puntos
consecutivos se traza una linea recta. En el dominio espacial la interpolacion lineal es

equivalente a la convolucién de la senal con el filtro[3]

1— |z, 0<|z| <1,
h(z) = (3.4)
0, 1< |zl

Por lo que, el filtro en el dominio de frecuencias es
F[h(w)] = sinc? <%> : (3.5)

3.5. Interpolacion ciibica

La interpolacion cibica como su nombre lo indica es un método de interpolacién me-
diante polinomios de tercer grado que se aproxima aceptablemente a la senal sinc(z), que

tedricamente hablando es el filtro ideal. El filtro espacial para éste tipo de interpolacién es

(+2)2f — (@ +3)zf,  0< e <1,
h(z) =9 alz|® - 5alz|?> + Salz| — 4a, 1< |z <2, (3.6)

0, 2 <|z|.
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Y el correspondiente filtro en el dominio de frecuencias esta dado por

12

R(w) = 2 [sz’an% - sinc(w)} + a% [3sin02(w) — 2sinc(w) — sinc(2w)] . (3.7)

3.6. Interpolacion trazadores (B-spline)

Un B-spline de grado n se deriva a través de n convoluciones del filtro caja denominado
By. Por lo tanto, By = By * By denota un B-spline de grado 1, produciendo una senal
tridngulo. La interpolacién B-spline de grado 1 es equivalente a la interpolacién lineal. El
B-spline By es la convolucién By * B;. El Bs se genera a partir de la convolucién de By * Bo,

esto es By = By * By * By x By. El filtro espacial para el B-spline cibico se define como

3|x|3 — 6|x|? + 4, 0<|z| <1,
h(z) =9 —lz|® = 6alz* + 12afz[ +8, 1< 2] <2, (3.8)

Entre més puntos se tomen en cuenta en la interpolacién se obtienen mejores resultados,
esto implica que la interpolacién a utilizar es la B-spline, pero emplea un gran tiempo
de cémputo y debido que el interés de este trabajo es el reconocimiento de patrones en
imdagenes digitales y no la reconstruccién o restauraciéon de imagenes, la interpolacién que
se utilizara es la lineal ya que utiliza menos tiempo de cémputo que la de los B-spline
y los resultados para el reconocimiento de patrones mediante ambas interpolaciones es

practicamente el mismo.

3.7.  Programa para calcular el descriptor invariante a posicion y escala en una

imagen

A continuacién se presenta el programa del invariante a posicién y traslacién desarrol-

lado en lenguaje de programacién MatLab [9]. Debido a que el lenguaje de programacién
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no permite introducir acentos, ni tildes, los comentarios carecen de estos.

clear all; clc; close all;

%leer una imagen

I=imread(’trayectoria/nombre_imagen. jpb’);

%obtener el tamano de la imagen I

[nn,mm]=size(I);

%renglon central de I

cr=floor(nn/2)+1;

%columna central de I

cc=floor(mm/2)+1;

%extraer el valor medio de la imagen a la imagen

I=I-mean2(I);

%calcular la transformada de Fourier de I
%los valores se desplazan para que el valor dc este en el centro de la
imagen

FFT_I=fftshift (fft2(fftshift(I)));

%EL INVARIANTE A TRASLACION

%espectro de amplitud de I.

mod_I=abs (FFT_I);

%TRANSFORMACION DE COORDENADAS CARTESIANAS A LOG-POLARES

%si la imagen es de diferente tamano

mx=max (nn ,mm) ;
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%muestreo de la coordenada polar

theta = 0:2*pi/mx:2*pi-2%pi/mx;

%si la imagen es de diferente tamano
mn=min (nn,mm) ;

r=mn/2;

%muestreo de la coordenada logaritmica

rho = transpose(logspace(0,log10(r) ,mn));

% coordenadas log-polares

X rho*cos (theta)+cc;

y rho*sin(theta)+cr;
%imagen en coordenadas log-polar con el metodo de
%interpolacion lineal

I_LogPolar = interp2(I,x,y,’linear’);

% Area fuera del disco para evitar valores Inf o JNaN
D = x>mm | x<1 | y>nn | y<1;

I_LogPolar (D) = 0;

%LA TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER-MELLIN VIA LA

%TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER (TDF)

/muestreo de la funcion exp(t sig) f(exp(t),theta)
sig = 1/2;

alfa = 2*pixsig/N;

F = zeros(nn,mm)
for n = 0:nn-1

t

alfa*n;
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for m = O0:mm-1

F(n+1,m+1)

exp(t)*I_LogPolar (n+l,m+1);
end

end

%calcular la transformada rapida de Fourier-Mellin
%via la transformada de escala

AFMT = fftshift(fft2(fftshift(F)));
%factor de escala de la transformada de Fourier-
%Mellin Analitica (AFMT)

MOO = AFMT(cr,cc);

%AFMT ponderada

AFMT_P = AFMT/MOO;

%EL DESCRIPTOR INVARIANTE A POSICION y ESCALA

DIPE = abs (AFMT_P);

3.7.1. Ejemplo 1

Este experimento numérico se realizé con una imagen de referencia T en blanco y negro

de 301 x 301 pixeles y un cuadrado de 150 x 150 (Fig. 3.2a). El cuadrado se escalé £50 %,

de 1% en 1%. Cada una de esas imagenes se usaron como imégenes problema P para

evaluar al descriptor AFM. Las métricas de comparacién analizadas fueron la distancia

euclidiana d. y la distancia del méximo d,,, definidas por

301 301

de = | (Tij— Py,

i=1 j=1

dn = mazi<igj<sor {|Ti; — Pijl}-

(3.9)

(3.10)
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(a) (b) (c) (d)

(e) () (g)

Fig. 3.2: Imégenes escaladas. (a) Imagen de referencia. (b) Imagen escalada 10%. (¢) Imagen es-
calada 20 %. (d) Imagen escalada 50 %. (e) Imagen esca-lada -30 %. (f) Imagen escalada
-40%. (g) ITmagen escalada -50 %.
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Fig. 3.3: Resultados del descriptor AFM con la distancia euclidiana y la distancia del méximo.
El lenguaje de programacion Matlab no permite poner acentos es por eso la falta de los
mismos en la grafica.
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En la Fig. 3.3 se muestra el desempeno del descriptor invariante a posicién y escala
AFM con las distancias d. y d,,. En el eje horizontal se presentan los cambios de escala
de £50% y en el eje vertical de los valores de las distancias. La distancia d. se representa
mediante una curva punteada negra y la d,, por una curva discontinua negra. Como es
de esperarse cuando se compara la imagen de referencia consigo misma ambas distancias
tienen valor 0. En la Fig. 3.3 se observa que ambas curvas tienen la misma forma, pero la
de d. esta escalada con respecto a la d,, por un factor mayor a 1. También se tiene que los
valores de distancia son mayores cuando se reduce el tamano del cuadrado que cuando se
incrementa. De dicha figura se puede deducir que la métrica apropiada para llevar a cabo

la comparacién en el descriptor AFM es la dy,.

3.8. Ejemplo 2

Para el segundo ejemplo del descriptor AFM, se tomaron como imagenes de referencia
imégenes en escala de grises de mariposas Fig. 3.4. Dichas imagenes fueron escaladas +20 %
de 1% en 1%. En este ejemplo la métrica de comparacién que se utilizé para validar al
descriptor es la distancia d,,. Los resultados del descriptor se muestran de la Fig. 3.5 a
la Fig. 3.11. Los correspondientes valores de la distancia del maximo en los que se basan

dichas figuras se muestran en las tablas de la 1 a la 7, respectivamente.

Para generar el plano de salida de la Fig. 3.5 se utiliz6 como imagen de referencia a la
mariposa de la Fig. 3.4a. Cada una de las imagenes problema se compard con la imagen
de referencia. Los resultados de la distancia d,, para las mariposas A, B, C, D, E, F, G se
presentan mediantes las curvas con punto en azul, roja, verde, magenta, cyan, amarillo y
negro, respectivamente. En el eje horizontal se muestran los distintos valores de escala y en
el eje vertical los correspondientes valores d,, de la comparacién de las imagenes invariantes

a posicion y escala generadas por el descriptor AFM.
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» o Y 4

(a) (b) (c) (d)
(e) () (g)

Fig. 3.4: Imégenes de referencias de mariposas en escalas de grises. (a) Cymatogramma arginussa
eubaena. (b) Danaus eresimus montezuma. (¢) Danaus plexippus plexippus. (d) Dione juno
huascuma. (e) Dozxocopa laure acca h. (f) Doxocopa laure laure m. (g) Dozocopa pavon m.

Lo que se busca en los planos de salida de las Figs. 3.5 a la 3.11 es que los puntos de las
curvas de las imagenes problema no tengan los mismos valores que ninguno de los puntos
de la curva de la imagen de referencia. Por ejemplo, en la Fig. 3.5 se observa el valor d,, de
la escala del 15 % de la imagen problema D es muy parecido al de la imagen de referencia
A. De la tabla I se obtiene que el d,, para D es 0.1603 y para A es 0.1609, aunque la
diferencia sea minima al no ser iguales dichos valores es un indicativo de que las imagenes
son diferentes. Por otro lado, en la Fig. 3.7 se tiene que el valor d,,, de la escala del 5 % para
la imagen problema A es igual al valor d,,, de la imagen de referencia C, de la tabla III se
observa que el valor d,,, para ambas imagenes es 0.0813, por lo tanto aqui no se llevé a cabo
eficientemente la clasificacién. Los otros casos donde sucede lo mismo, es cuando la imagen
de referencia es D y la imagen problema es E para el valor de escala del 16 %, ambas tienen

dm =0.0222; cuando la imagen de referencia es F y la imagen problema es D para el valor
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de escala del 15 % ambas tienen d,,, =0.2350. En general se puede concluir que el descriptor
AFM invariante a posicién y escala tiene un desempeno eficiente al comparar imagenes de

mariposas en escala de grises con una variacién del +20 % en la escala.

imagen de referencia: A
0.5 ! ! T T T T T T T T T T T

distancia del maximo

o Bh 5 i e P aTudal g
-20 -18 -16 -14 -12-10 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
escala (%)

Fig. 3.5: Resultados del descriptor invariante a posicién y escala AFM con la distancia del méximo.
El lenguaje de programacion Matlab no permite poner acentos es por eso la falta de los
mismos en la grafica.
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imagen de referencia: B

0.7 T T T T T T T T T T T T T

B
0.6 b

~(

distancia del maximo

0‘\‘i‘\‘i‘\.\‘i.\.\‘.\‘\‘\‘i‘\‘i‘i.\‘i‘
-20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

escala (%)

Fig. 3.6: Resultados del descriptor AFM con la distancia del maximo. El lenguaje de programacién
Matlab no permite poner acentos es por eso la falta de los mismos en la gréfica.

imagen de referencia: C
0.5 T T T i T T T T T T

distancia del maximo

MEESEBLINITSSEENE IR " NI TEEENELINLEN

0 )
20-18-16 -14-12-10 -8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

escala (%)

Fig. 3.7: Resultados del descriptor AFM con la distancia del méximo. El lenguaje de programacién
Matlab no permite poner acentos es por eso la falta de los mismos en la gréfica.



3. VALIDACION DEL DESCRIPTOR AFM 39

imagen de referencia: D
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Fig. 3.8: Resultados del descriptor AFM con la distancia euclidiana y la distancia del méximo. El
lenguaje de programacion Matlab no permite poner acentos, es por eso la falta de los
mismos en la grafica.

imagen de referencia: E
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20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
escala (%)

Fig. 3.9: Resultados del descriptor AFM con la distancia euclidiana y la distancia del méximo. El
lenguaje de programacién Matlab no permite poner acentos, es por eso la falta de los
mismos en la grafica.
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imagen de referencia: F

distancia del maximo

0 g
20-18-16-14-12-10 -8 -6 4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
escala (%)

Fig. 3.10: Resultados del descriptor AFM con la distancia euclidiana y la distancia del maximo. El
lenguaje de programacién Matlab no permite poner acentos, es por eso la falta de los
mismos en la grafica.

imagen de referencia: G

distancia del maximo

0\ ' L L IR VR
-20-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

escala (%)

Fig. 3.11: Resultados del descriptor AFM con la distancia euclidiana y la distancia del maximo. El
lenguaje de programacion Matlab no permite poner acentos, es por eso la falta de los
mismos en la grafica.
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Tab. I: Imagen de referencia A.

’ escala/mariposa A B ‘ C ‘ D E F G
-20 0.2626 | 0.1877 | 0.2359 | 0.4040 | 0.4392 | 0.4470 | 0.3929
-19 0.2507 | 0.1703 | 0.2239 | 0.3890 | 0.4262 | 0.4321 | 0.3818
-18 0.2366 | 0.1530 | 0.2067 | 0.3747 | 0.4110 | 0.4150 | 0.3693
-17 0.2240 | 0.1416 | 0.1889 | 0.3599 | 0.3951 | 0.4003 | 0.3577
-16 0.2097 | 0.1311 | 0.1772 | 0.3451 | 0.3799 | 0.3832 | 0.3464
-15 0.1951 | 0.1210 | 0.1696 | 0.3308 | 0.3648 | 0.3677 | 0.3342
-14 0.1826 | 0.1144 | 0.1600 | 0.3200 | 0.3477 | 0.3538 | 0.3223
-13 0.1666 | 0.1074 | 0.1481 | 0.3108 | 0.3337 | 0.3367 | 0.3105
-12 0.1522 | 0.0999 | 0.1362 | 0.3009 | 0.3191 | 0.3226 | 0.2970
-11 0.1358 | 0.0916 | 0.1246 | 0.2921 | 0.3052 | 0.3097 | 0.2845
-10 0.1238 | 0.0841 | 0.1152 | 0.2837 | 0.2925 | 0.2970 | 0.2715
-9 0.1116 | 0.0751 | 0.1082 | 0.2733 | 0.2779 | 0.2844 | 0.2592
-8 0.1008 | 0.0692 | 0.1022 | 0.2640 | 0.2641 | 0.2738 | 0.2473
-7 0.0877 | 0.0601 | 0.0954 | 0.2553 | 0.2511 | 0.2612 | 0.2347
-6 0.0776 | 0.0511 | 0.0899 | 0.2470 | 0.2386 | 0.2507 | 0.2232
-5 0.0642 | 0.0422 | 0.0854 | 0.2415 | 0.2264 | 0.2408 | 0.2120
-4 0.0503 | 0.0419 | 0.0784 | 0.2358 | 0.2155 | 0.2288 | 0.1977
-3 0.0383 | 0.0485 | 0.0704 | 0.2304 | 0.2098 | 0.2166 | 0.1859
-2 0.0253 | 0.0528 | 0.0632 | 0.2257 | 0.2032 | 0.2042 | 0.1762
-1 0.0125 | 0.0663 | 0.0564 | 0.2200 | 0.1963 | 0.1924 | 0.1698

0 0 0.0801 | 0.0512 | 0.2136 | 0.1901 | 0.1825 | 0.1618
1 0.0140 | 0.0952 | 0.0542 | 0.2070 | 0.1837 | 0.1738 | 0.1541
2 0.0265 | 0.1120 | 0.0702 | 0.2012 | 0.1786 | 0.1647 | 0.1451
3 0.0361 | 0.1251 | 0.0876 | 0.1957 | 0.1727 | 0.1551 | 0.1350
4 0.0427 | 0.1348 | 0.1072 | 0.1911 | 0.1648 | 0.1438 | 0.1259
) 0.0501 | 0.1507 | 0.1273 | 0.1867 | 0.1576 | 0.1396 | 0.1151
6 0.0554 | 0.1662 | 0.1450 | 0.1819 | 0.1519 | 0.1399 | 0.1065
7 0.0630 | 0.1857 | 0.1581 | 0.1775 | 0.1448 | 0.1397 | 0.0976
8 0.0724 | 0.2030 | 0.1737 | 0.1727 | 0.1394 | 0.1378 | 0.0916
9 0.0822 | 0.2223 | 0.1923 | 0.1678 | 0.1350 | 0.1379 | 0.0867
10 0.0934 | 0.2423 | 0.2101 | 0.1626 | 0.1336 | 0.1393 | 0.0833
11 0.1014 | 0.2554 | 0.2273 | 0.1610 | 0.1320 | 0.1410 | 0.0804
12 0.1183 | 0.2691 | 0.2421 | 0.1606 | 0.1331 | 0.1406 | 0.0780
13 0.1293 | 0.2884 | 0.2568 | 0.1610 | 0.1344 | 0.1380 | 0.0760
14 0.1500 | 0.3120 | 0.2712 | 0.1610 | 0.1357 | 0.1348 | 0.0761
15 0.1609 | 0.3349 | 0.2829 | 0.1603 | 0.1359 | 0.1318 | 0.0749
16 0.1803 | 0.3568 | 0.2950 | 0.1567 | 0.1378 | 0.1283 | 0.0768
17 0.1928 | 0.3820 | 0.3118 | 0.1559 | 0.1399 | 0.1271 | 0.0764
18 0.2194 | 0.3996 | 0.3223 | 0.1531 | 0.1423 | 0.1278 | 0.0762
19 0.2325 | 0.4122 | 0.3327 | 0.1502 | 0.1414 | 0.1261 | 0.0740
20 0.2756 | 0.4602 | 0.3803 | 0.1461 | 0.1391 | 0.1593 | 0.0807
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Tab. II: Imagen de referencia B.

’ escala/mariposa A B ‘ C ‘ D E F G
-20 0.3276 | 0.2559 | 0.3020 | 0.4627 | 0.4963 | 0.5038 | 0.4521
-19 0.3162 | 0.2393 | 0.2906 | 0.4484 | 0.4839 | 0.4896 | 0.4414
-18 0.3027 | 0.2228 | 0.2741 | 0.4347 | 0.4694 | 0.4732 | 0.4295
-17 0.2906 | 0.2116 | 0.2571 | 0.4206 | 0.4542 | 0.4592 | 0.4185
-16 0.2770 | 0.2005 | 0.2420 | 0.4064 | 0.4396 | 0.4428 | 0.4076
-15 0.2631 | 0.1883 | 0.2266 | 0.3927 | 0.4253 | 0.4280 | 0.3960
-14 0.2511 | 0.1746 | 0.2126 | 0.3792 | 0.4089 | 0.4147 | 0.3846
-13 0.2358 | 0.1584 | 0.1991 | 0.3663 | 0.3955 | 0.3983 | 0.3733
-12 0.2221 | 0.1415 | 0.1869 | 0.3530 | 0.3815 | 0.3849 | 0.3604
-11 0.2063 | 0.1239 | 0.1739 | 0.3394 | 0.3682 | 0.3725 | 0.3484
-10 0.1949 | 0.1090 | 0.1601 | 0.3259 | 0.3561 | 0.3604 | 0.3361
-9 0.1832 | 0.0939 | 0.1451 | 0.3148 | 0.3421 | 0.3483 | 0.3243
-8 0.1729 | 0.0806 | 0.1284 | 0.3059 | 0.3290 | 0.3382 | 0.3129
-7 0.1604 | 0.0689 | 0.1155 | 0.2976 | 0.3166 | 0.3262 | 0.3009
-6 0.1507 | 0.0578 | 0.1070 | 0.2897 | 0.3046 | 0.3162 | 0.2899
-5 0.1379 | 0.0477 | 0.0995 | 0.2818 | 0.2929 | 0.3067 | 0.2792
-4 0.1247 | 0.0393 | 0.0906 | 0.2738 | 0.2791 | 0.2953 | 0.2655
-3 0.1108 | 0.0324 | 0.0811 | 0.2658 | 0.2674 | 0.2835 | 0.2543
-2 0.1002 | 0.0261 | 0.0729 | 0.2578 | 0.2567 | 0.2717 | 0.2415
-1 0.0873 | 0.0132 | 0.0639 | 0.2489 | 0.2455 | 0.2605 | 0.2302

0 0.0766 0 0.0565 | 0.2416 | 0.2367 | 0.2510 | 0.2198
1 0.0631 | 0.0144 | 0.0465 | 0.2329 | 0.2236 | 0.2427 | 0.2086
2 0.0518 | 0.0304 | 0.0374 | 0.2251 | 0.2159 | 0.2340 | 0.2005
3 0.0540 | 0.0430 | 0.0352 | 0.2173 | 0.2063 | 0.2249 | 0.1905
4 0.0540 | 0.0522 | 0.0364 | 0.2103 | 0.1998 | 0.2140 | 0.1807
) 0.0570 | 0.0675 | 0.0451 | 0.2028 | 0.1886 | 0.1982 | 0.1711
6 0.0571 | 0.0823 | 0.0620 | 0.1951 | 0.1789 | 0.1823 | 0.1611
7 0.0609 | 0.1009 | 0.0745 | 0.1893 | 0.1686 | 0.1637 | 0.1520
8 0.0690 | 0.1174 | 0.0894 | 0.1818 | 0.1597 | 0.1469 | 0.1412
9 0.0770 | 0.1359 | 0.1073 | 0.1736 | 0.1501 | 0.1313 | 0.1301
10 0.0877 | 0.1550 | 0.1243 | 0.1681 | 0.1370 | 0.1244 | 0.1194
11 0.0982 | 0.1675 | 0.1407 | 0.1628 | 0.1251 | 0.1193 | 0.1074
12 0.1081 | 0.1806 | 0.1548 | 0.1581 | 0.1127 | 0.1184 | 0.0967
13 0.1161 | 0.1991 | 0.1689 | 0.1504 | 0.1066 | 0.1166 | 0.0868
14 0.1214 | 0.2216 | 0.1826 | 0.1463 | 0.1076 | 0.1150 | 0.0775
15 0.1265 | 0.2435 | 0.1938 | 0.1457 | 0.1074 | 0.1157 | 0.0683
16 0.1331 | 0.2645 | 0.2054 | 0.1423 | 0.1085 | 0.1151 | 0.0659
17 0.1368 | 0.2885 | 0.2214 | 0.1415 | 0.1106 | 0.1140 | 0.0655
18 0.1401 | 0.3054 | 0.2315 | 0.1388 | 0.1115 | 0.1147 | 0.0653
19 0.1485 | 0.3174 | 0.2414 | 0.1360 | 0.1135 | 0.1130 | 0.0632
20 0.1868 | 0.3633 | 0.2869 | 0.1332 | 0.1150 | 0.1101 | 0.0611
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Tab. III: Imagen de referencia C.

’ escala/mariposa A B ‘ C ‘ D E F G
-20 0.3016 | 0.2280 | 0.2754 | 0.4404 | 0.4750 | 0.4827 | 0.4296
-19 0.2899 | 0.2109 | 0.2636 | 0.4257 | 0.4623 | 0.4681 | 0.4186
-18 0.2760 | 0.1939 | 0.2467 | 0.4117 | 0.4473 | 0.4512 | 0.4064
-17 0.2636 | 0.1824 | 0.2292 | 0.3972 | 0.4317 | 0.4368 | 0.3950
-16 0.2497 | 0.1711 | 0.2137 | 0.3826 | 0.4167 | 0.4200 | 0.3838
-15 0.2353 | 0.1586 | 0.1978 | 0.3686 | 0.4020 | 0.4048 | 0.3719
-14 0.2231 | 0.1444 | 0.1835 | 0.3547 | 0.3852 | 0.3912 | 0.3602
-13 0.2074 | 0.1278 | 0.1696 | 0.3414 | 0.3714 | 0.3743 | 0.3486
-12 0.1932 | 0.1104 | 0.1571 | 0.3278 | 0.3570 | 0.3605 | 0.3354
-11 0.1770 | 0.0923 | 0.1437 | 0.3138 | 0.3434 | 0.3478 | 0.3231
-10 0.1653 | 0.0770 | 0.1296 | 0.2999 | 0.3309 | 0.3354 | 0.3104
-9 0.1533 | 0.0615 | 0.1141 | 0.2844 | 0.3166 | 0.3230 | 0.2982
-8 0.1427 | 0.0510 | 0.0970 | 0.2694 | 0.3030 | 0.3126 | 0.2866
-7 0.1298 | 0.0469 | 0.0791 | 0.2558 | 0.2903 | 0.3002 | 0.2742
-6 0.1199 | 0.0417 | 0.0625 | 0.2420 | 0.2780 | 0.2899 | 0.2629
-5 0.1068 | 0.0373 | 0.0475 | 0.2314 | 0.2660 | 0.2802 | 0.2519
-4 0.0931 | 0.0376 | 0.0350 | 0.2233 | 0.2518 | 0.2684 | 0.2378
-3 0.0789 | 0.0442 | 0.0252 | 0.2150 | 0.2398 | 0.2564 | 0.2263
-2 0.0679 | 0.0481 | 0.0168 | 0.2068 | 0.2288 | 0.2442 | 0.2132
-1 0.0547 | 0.0479 | 0.0076 | 0.1977 | 0.2173 | 0.2327 | 0.2016
0 0.0503 | 0.0581 0 0.1901 | 0.2082 | 0.2230 | 0.1909

1 0.0583 | 0.0710 | 0.0103 | 0.1812 | 0.1948 | 0.2144 | 0.1794
2 0.0644 | 0.0847 | 0.0253 | 0.1737 | 0.1869 | 0.2055 | 0.1711
3 0.0695 | 0.0949 | 0.0423 | 0.1689 | 0.1770 | 0.1961 | 0.1608
4 0.0759 | 0.1058 | 0.0616 | 0.1635 | 0.1703 | 0.1849 | 0.1507
5 0.0813 | 0.1165 | 0.0813 | 0.1595 | 0.1589 | 0.1687 | 0.1408
6 0.0879 | 0.1264 | 0.0986 | 0.1564 | 0.1488 | 0.1524 | 0.1305
7 0.0941 | 0.1386 | 0.1116 | 0.1517 | 0.1383 | 0.1332 | 0.1213
8 0.1025 | 0.1556 | 0.1268 | 0.1455 | 0.1291 | 0.1159 | 0.1101
9 0.1107 | 0.1746 | 0.1452 | 0.1415 | 0.1192 | 0.1156 | 0.0987
10 0.1217 | 0.1942 | 0.1626 | 0.1389 | 0.1114 | 0.1170 | 0.0877
11 0.1325 | 0.2071 | 0.1795 | 0.1374 | 0.1098 | 0.1186 | 0.0754
12 0.1427 | 0.2206 | 0.1940 | 0.1370 | 0.1109 | 0.1183 | 0.0644
13 0.1509 | 0.2395 | 0.2085 | 0.1374 | 0.1122 | 0.1158 | 0.0542
14 0.1564 | 0.2627 | 0.2226 | 0.1374 | 0.1134 | 0.1126 | 0.0540
15 0.1616 | 0.2852 | 0.2341 | 0.1367 | 0.1137 | 0.1096 | 0.0528
16 0.1684 | 0.3067 | 0.2460 | 0.1332 | 0.1155 | 0.1053 | 0.0547
17 0.1721 | 0.3314 | 0.2625 | 0.1324 | 0.1175 | 0.1041 | 0.0543
18 0.1755 | 0.3487 | 0.2728 | 0.1297 | 0.1199 | 0.1048 | 0.0625
19 0.1846 | 0.3611 | 0.2830 | 0.1267 | 0.1191 | 0.1031 | 0.0742
20 0.2269 | 0.4082 | 0.3298 | 0.1227 | 0.1168 | 0.1127 | 0.0826
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Tab. IV: Imagen de referencia D.

’ escala/mariposa A B ‘ C ‘ D E F G
-20 0.1886 | 0.0877 | 0.1526 | 0.3788 | 0.4262 | 0.4367 | 0.3639
-19 0.1725 | 0.0947 | 0.1364 | 0.3587 | 0.4088 | 0.4167 | 0.3489
-18 0.1535 | 0.1077 | 0.1133 | 0.3395 | 0.3883 | 0.3936 | 0.3321
-17 0.1365 | 0.1199 | 0.0894 | 0.3195 | 0.3669 | 0.3739 | 0.3166
-16 0.1174 | 0.1328 | 0.0813 | 0.2996 | 0.3464 | 0.3509 | 0.3013
-15 0.1294 | 0.1465 | 0.0940 | 0.2803 | 0.3261 | 0.3300 | 0.2849
-14 0.1412 | 0.1600 | 0.1055 | 0.2613 | 0.3031 | 0.3113 | 0.2689
-13 0.1525 | 0.1736 | 0.1181 | 0.2431 | 0.2842 | 0.2882 | 0.2529
-12 0.1639 | 0.1885 | 0.1289 | 0.2244 | 0.2645 | 0.2693 | 0.2348
-11 0.1765 | 0.2016 | 0.1403 | 0.2052 | 0.2458 | 0.2519 | 0.2180
-10 0.1897 | 0.2147 | 0.1517 | 0.1862 | 0.2288 | 0.2348 | 0.2005
-9 0.1994 | 0.2260 | 0.1624 | 0.1650 | 0.2091 | 0.2178 | 0.1839
-8 0.2090 | 0.2377 | 0.1720 | 0.1444 | 0.1905 | 0.2036 | 0.1679
-7 0.2200 | 0.2519 | 0.1823 | 0.1257 | 0.1731 | 0.1866 | 0.1510
-6 0.2298 | 0.2665 | 0.1939 | 0.1069 | 0.1562 | 0.1725 | 0.1355
-5 0.2403 | 0.2767 | 0.2089 | 0.0895 | 0.1397 | 0.1592 | 0.1205
-4 0.2521 | 0.2906 | 0.2282 | 0.0690 | 0.1203 | 0.1431 | 0.1012
-3 0.2589 | 0.3003 | 0.2404 | 0.0521 | 0.1038 | 0.1266 | 0.1076
-2 0.2691 | 0.3110 | 0.2472 | 0.0347 | 0.0888 | 0.1099 | 0.1160
-1 0.2776 | 0.3252 | 0.2507 | 0.0159 | 0.0730 | 0.1122 | 0.1227

0 0.2876 | 0.3402 | 0.2606 0 0.0679 | 0.1216 | 0.1275
1 0.2985 | 0.3580 | 0.2747 | 0.0185 | 0.0794 | 0.1322 | 0.1341
2 0.3069 | 0.3767 | 0.2899 | 0.0366 | 0.0919 | 0.1428 | 0.1425
3 0.3138 | 0.3907 | 0.3073 | 0.0562 | 0.1027 | 0.1548 | 0.1520
4 0.3226 | 0.4056 | 0.3240 | 0.0701 | 0.1120 | 0.1638 | 0.1633
) 0.3300 | 0.4202 | 0.3385 | 0.0825 | 0.1229 | 0.1703 | 0.1753
6 0.3391 | 0.4338 | 0.3600 | 0.0976 | 0.1342 | 0.1753 | 0.1888
7 0.3476 | 0.4460 | 0.3778 | 0.1131 | 0.1441 | 0.1827 | 0.2011
8 0.3591 | 0.4575 | 0.3987 | 0.1240 | 0.1531 | 0.1889 | 0.2123
9 0.3703 | 0.4659 | 0.4238 | 0.1343 | 0.1619 | 0.1996 | 0.2223
10 0.3854 | 0.4911 | 0.4478 | 0.1451 | 0.1706 | 0.2042 | 0.2314
11 0.4003 | 0.5087 | 0.4709 | 0.1588 | 0.1779 | 0.2091 | 0.2392
12 0.4141 | 0.5272 | 0.4908 | 0.1717 | 0.1848 | 0.2138 | 0.2485
13 0.4254 | 0.5532 | 0.5106 | 0.1847 | 0.1946 | 0.2228 | 0.2568
14 0.4329 | 0.5849 | 0.5299 | 0.1987 | 0.2031 | 0.2310 | 0.2659
15 0.4401 | 0.6158 | 0.5457 | 0.2117 | 0.2127 | 0.2393 | 0.2721
16 0.4494 | 0.6453 | 0.5620 | 0.2220 | 0.2220 | 0.2502 | 0.2812
17 0.4595 | 0.6791 | 0.5846 | 0.2367 | 0.2317 | 0.2744 | 0.2927
18 0.4754 | 0.7028 | 0.5987 | 0.2490 | 0.2412 | 0.2998 | 0.3043
19 0.4892 | 0.7197 | 0.6127 | 0.2697 | 0.2538 | 0.3177 | 0.3203
20 0.5359 | 0.7844 | 0.6768 | 0.3074 | 0.3099 | 0.3793 | 0.3318
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Tab. V: Imagen de referencia E.

’ escala/mariposa A B ‘ C ‘ D E F G
-20 0.1174 | 0.0935 | 0.1027 | 0.2921 | 0.3355 | 0.3452 | 0.2784
-19 0.1027 | 0.0877 | 0.0981 | 0.2735 | 0.3195 | 0.3268 | 0.2646
-18 0.0989 | 0.0809 | 0.0935 | 0.2594 | 0.3007 | 0.3056 | 0.2492
-17 0.0971 | 0.0802 | 0.0870 | 0.2474 | 0.2811 | 0.2875 | 0.2349
-16 0.0964 | 0.0901 | 0.0832 | 0.2365 | 0.2623 | 0.2664 | 0.2209
-15 0.0928 | 0.0995 | 0.0811 | 0.2242 | 0.2437 | 0.2473 | 0.2059
-14 0.0997 | 0.1076 | 0.0819 | 0.2129 | 0.2226 | 0.2301 | 0.1912
-13 0.1101 | 0.1161 | 0.0934 | 0.2015 | 0.2052 | 0.2089 | 0.1765
-12 0.1205 | 0.1259 | 0.1034 | 0.1893 | 0.1872 | 0.1916 | 0.1599
-11 0.1321 | 0.1458 | 0.1138 | 0.1783 | 0.1700 | 0.1756 | 0.1444
-10 0.1442 | 0.1651 | 0.1243 | 0.1680 | 0.1543 | 0.1599 | 0.1285
-9 0.1532 | 0.1845 | 0.1340 | 0.1551 | 0.1363 | 0.1443 | 0.1132
-8 0.1619 | 0.2018 | 0.1429 | 0.1436 | 0.1192 | 0.1312 | 0.0985
-7 0.1720 | 0.2168 | 0.1624 | 0.1330 | 0.1032 | 0.1156 | 0.0830
-6 0.1811 | 0.2312 | 0.1833 | 0.1227 | 0.0878 | 0.1028 | 0.0753
-5 0.1907 | 0.2443 | 0.2021 | 0.1125 | 0.0726 | 0.0905 | 0.0713
-4 0.2015 | 0.2551 | 0.2249 | 0.1022 | 0.05648 | 0.0757 | 0.0669
-3 0.2077 | 0.2640 | 0.2388 | 0.0919 | 0.0397 | 0.0605 | 0.0689
-2 0.2171 | 0.2722 | 0.2487 | 0.0816 | 0.0259 | 0.0627 | 0.0766
-1 0.2249 | 0.2889 | 0.2563 | 0.0701 | 0.0117 | 0.0731 | 0.0828

0 0.2348 | 0.3059 | 0.2619 | 0.0623 0 0.0817 | 0.0871
1 0.2460 | 0.3245 | 0.2739 | 0.0725 | 0.0169 | 0.0914 | 0.0932
2 0.2541 | 0.3452 | 0.2937 | 0.0891 | 0.0269 | 0.1012 | 0.1009
3 0.2582 | 0.3615 | 0.3151 | 0.1071 | 0.0392 | 0.1122 | 0.1096
4 0.2662 | 0.3734 | 0.3394 | 0.1199 | 0.0477 | 0.1205 | 0.1200
) 0.2730 | 0.3931 | 0.3642 | 0.1313 | 0.0621 | 0.1265 | 0.1310
6 0.2814 | 0.4123 | 0.3860 | 0.1451 | 0.0747 | 0.1310 | 0.1434
7 0.2892 | 0.4363 | 0.4022 | 0.1594 | 0.0880 | 0.1378 | 0.1547
8 0.2997 | 0.4577 | 0.4215 | 0.1694 | 0.0995 | 0.1435 | 0.1650
9 0.3100 | 0.4815 | 0.4445 | 0.1789 | 0.1120 | 0.1534 | 0.1742
10 0.3238 | 0.5062 | 0.4665 | 0.1887 | 0.1289 | 0.1576 | 0.1825
11 0.3375 | 0.5224 | 0.4877 | 0.2013 | 0.1442 | 0.1803 | 0.1897
12 0.3531 | 0.5394 | 0.5059 | 0.2132 | 0.1603 | 0.1990 | 0.1982
13 0.3667 | 0.5632 | 0.5241 | 0.2251 | 0.1773 | 0.2152 | 0.2058
14 0.3923 | 0.5923 | 0.5419 | 0.2379 | 0.1968 | 0.2367 | 0.2141
15 0.4056 | 0.6206 | 0.5564 | 0.2499 | 0.2151 | 0.2557 | 0.2198
16 0.4296 | 0.6477 | 0.5713 | 0.2591 | 0.2346 | 0.2797 | 0.2314
17 0.4451 | 0.6787 | 0.5921 | 0.2728 | 0.2531 | 0.3074 | 0.2430
18 0.4779 | 0.7005 | 0.6050 | 0.2841 | 0.2713 | 0.3307 | 0.2551
19 0.4942 | 0.7161 | 0.6178 | 0.3030 | 0.2885 | 0.3472 | 0.2687
20 0.5474 | 0.7754 | 0.6767 | 0.3377 | 0.3399 | 0.4037 | 0.3066
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Tab. VI: Imagen de referencia F.

’ escala/mariposa A B ‘ C ‘ D E F G
-20 0.1027 | 0.0975 | 0.1070 | 0.2860 | 0.3264 | 0.3363 | 0.2676
-19 0.1027 | 0.0916 | 0.1022 | 0.2728 | 0.3099 | 0.3174 | 0.2534
-18 0.1030 | 0.0845 | 0.0975 | 0.2611 | 0.2906 | 0.2956 | 0.2375
-17 0.1013 | 0.0744 | 0.0908 | 0.2525 | 0.2704 | 0.2769 | 0.2228
-16 0.1005 | 0.0690 | 0.0869 | 0.2442 | 0.2509 | 0.2552 | 0.2083
-15 0.0967 | 0.0834 | 0.0848 | 0.2350 | 0.2318 | 0.2350 | 0.1929
-14 0.0913 | 0.1018 | 0.0789 | 0.2254 | 0.2101 | 0.2178 | 0.1778
-13 0.0849 | 0.1233 | 0.0701 | 0.2167 | 0.1922 | 0.1960 | 0.1627
-12 0.0917 | 0.1458 | 0.0854 | 0.2072 | 0.1736 | 0.1781 | 0.1456
-11 0.1026 | 0.1692 | 0.1026 | 0.1982 | 0.1567 | 0.1617 | 0.1296
-10 0.1119 | 0.1890 | 0.1210 | 0.1901 | 0.1507 | 0.1456 | 0.1132
-9 0.1204 | 0.2091 | 0.1410 | 0.1817 | 0.1437 | 0.1295 | 0.0977
-8 0.1327 | 0.2268 | 0.1632 | 0.1743 | 0.1384 | 0.1160 | 0.0911
-7 0.1430 | 0.2424 | 0.1863 | 0.1655 | 0.1312 | 0.1000 | 0.0842
-6 0.1510 | 0.2572 | 0.2079 | 0.1569 | 0.1269 | 0.0867 | 0.0788
-5 0.1591 | 0.2706 | 0.2272 | 0.1504 | 0.1214 | 0.0741 | 0.0746
-4 0.1691 | 0.2817 | 0.2506 | 0.1431 | 0.1144 | 0.0589 | 0.0701
-3 0.1865 | 0.2909 | 0.2650 | 0.1362 | 0.1083 | 0.0433 | 0.0665
-2 0.2008 | 0.2994 | 0.2751 | 0.1302 | 0.1016 | 0.0275 | 0.0613
-1 0.2179 | 0.3165 | 0.2830 | 0.1229 | 0.0929 | 0.0126 | 0.0558

0 0.2322 | 0.3340 | 0.2888 | 0.1149 | 0.0842 0 0.0532
1 0.2500 | 0.3532 | 0.3011 | 0.1065 | 0.0739 | 0.0125 | 0.0565
2 0.2659 | 0.3745 | 0.3215 | 0.1109 | 0.0656 | 0.0234 | 0.0672
3 0.2781 | 0.3913 | 0.3436 | 0.1294 | 0.0595 | 0.0358 | 0.0806
4 0.2865 | 0.4035 | 0.3685 | 0.1425 | 0.0682 | 0.0493 | 0.0936
) 0.2958 | 0.4239 | 0.3941 | 0.1543 | 0.0830 | 0.0702 | 0.1064
6 0.3026 | 0.4436 | 0.4165 | 0.1685 | 0.0960 | 0.0914 | 0.1197
7 0.3123 | 0.4683 | 0.4332 | 0.1832 | 0.1097 | 0.1162 | 0.1317
8 0.3242 | 0.4903 | 0.4530 | 0.1935 | 0.1215 | 0.1386 | 0.1461
9 0.3367 | 0.5149 | 0.4768 | 0.2032 | 0.1344 | 0.1629 | 0.1609
10 0.3509 | 0.5403 | 0.4994 | 0.2134 | 0.1518 | 0.1804 | 0.1752
11 0.3611 | 0.5570 | 0.5212 | 0.2264 | 0.1676 | 0.2048 | 0.1911
12 0.3827 | 0.5744 | 0.5400 | 0.2386 | 0.1841 | 0.2240 | 0.2054
13 0.3967 | 0.5990 | 0.5588 | 0.2508 | 0.2017 | 0.2406 | 0.2186
14 0.4230 | 0.6289 | 0.5770 | 0.2640 | 0.2217 | 0.2628 | 0.2309
15 0.4367 | 0.6581 | 0.5919 | 0.2764 | 0.2405 | 0.2823 | 0.2432
16 0.4614 | 0.6860 | 0.6073 | 0.2859 | 0.2607 | 0.3071 | 0.2574
17 0.4773 | 0.7179 | 0.6287 | 0.3000 | 0.2797 | 0.3356 | 0.2693
18 0.5112 | 0.7404 | 0.6420 | 0.3116 | 0.2984 | 0.3595 | 0.2818
19 0.5279 | 0.7564 | 0.6552 | 0.3311 | 0.3162 | 0.3765 | 0.2957
20 0.5827 | 0.8175 | 0.7158 | 0.3668 | 0.3691 | 0.4347 | 0.3348
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Tab. VII: Imagen de referencia G.

’ escala/mariposa A B ‘ C ‘ D E F G
-20 0.1262 | 0.0468 | 0.0963 | 0.2875 | 0.3238 | 0.3326 | 0.2720
-19 0.1129 | 0.0416 | 0.0829 | 0.2759 | 0.3093 | 0.3159 | 0.2595
-18 0.0970 | 0.0354 | 0.0725 | 0.2656 | 0.2923 | 0.2967 | 0.2456
-17 0.0829 | 0.0265 | 0.0627 | 0.2548 | 0.2745 | 0.2803 | 0.2327
-16 0.0670 | 0.0344 | 0.0518 | 0.2449 | 0.2574 | 0.2612 | 0.2199
-15 0.0507 | 0.0487 | 0.0412 | 0.2338 | 0.2406 | 0.2438 | 0.2063
-14 0.0414 | 0.0611 | 0.0320 | 0.2235 | 0.2215 | 0.2283 | 0.1930
-13 0.0403 | 0.0731 | 0.0290 | 0.2132 | 0.2057 | 0.2091 | 0.1797
-12 0.0483 | 0.0918 | 0.0386 | 0.2021 | 0.1894 | 0.1933 | 0.1647
-11 0.0579 | 0.1124 | 0.0538 | 0.1922 | 0.1738 | 0.1789 | 0.1506
-10 0.0661 | 0.1298 | 0.0699 | 0.1829 | 0.1596 | 0.1647 | 0.1362
-9 0.0736 | 0.1475 | 0.0875 | 0.1712 | 0.1432 | 0.1505 | 0.1223
-8 0.0844 | 0.1631 | 0.1070 | 0.1607 | 0.1278 | 0.1387 | 0.1090
-7 0.0935 | 0.1767 | 0.1274 | 0.1511 | 0.1203 | 0.1246 | 0.0950
-6 0.1010 | 0.1898 | 0.1464 | 0.1430 | 0.1165 | 0.1129 | 0.0821
-5 0.1126 | 0.2016 | 0.1634 | 0.1372 | 0.1117 | 0.1018 | 0.0696
-4 0.1253 | 0.2113 | 0.1840 | 0.1308 | 0.1055 | 0.0884 | 0.0535
-3 0.1383 | 0.2194 | 0.1966 | 0.1247 | 0.1002 | 0.0746 | 0.0404
-2 0.1536 | 0.2269 | 0.2056 | 0.1195 | 0.0943 | 0.0608 | 0.0254
-1 0.1677 | 0.2420 | 0.2125 | 0.1131 | 0.0866 | 0.0477 | 0.0122

0 0.1812 | 0.2574 | 0.2176 | 0.1060 | 0.0789 | 0.0468 0

1 0.1938 | 0.2743 | 0.2284 | 0.0986 | 0.0699 | 0.0485 | 0.0131
2 0.2013 | 0.2931 | 0.2464 | 0.0921 | 0.0626 | 0.0497 | 0.0242
3 0.2082 | 0.3078 | 0.2658 | 0.0860 | 0.0668 | 0.0519 | 0.0377
4 0.2155 | 0.3186 | 0.2878 | 0.0889 | 0.0746 | 0.0585 | 0.0498
5 0.2238 | 0.3365 | 0.3102 | 0.0992 | 0.0806 | 0.0634 | 0.0615
6 0.2298 | 0.3538 | 0.3300 | 0.1118 | 0.0893 | 0.0701 | 0.0730
7 0.2383 | 0.3756 | 0.3447 | 0.1247 | 0.0971 | 0.0766 | 0.0815
8 0.2488 | 0.3949 | 0.3621 | 0.1337 | 0.1050 | 0.0854 | 0.0920
9 0.2597 | 0.4166 | 0.3830 | 0.1423 | 0.1104 | 0.1068 | 0.1050
10 0.2723 | 0.4389 | 0.4029 | 0.1512 | 0.1165 | 0.1222 | 0.1176
11 0.2812 | 0.4536 | 0.4222 | 0.1626 | 0.1201 | 0.1436 | 0.1316
12 0.3002 | 0.4690 | 0.4387 | 0.1734 | 0.1255 | 0.1606 | 0.1442
13 0.3125 | 0.4906 | 0.4552 | 0.1842 | 0.1409 | 0.1752 | 0.1558
14 0.3357 | 0.5170 | 0.4713 | 0.1958 | 0.1585 | 0.1947 | 0.1666
15 0.3478 | 0.5426 | 0.4844 | 0.2067 | 0.1751 | 0.2119 | 0.1775
16 0.3695 | 0.5672 | 0.4979 | 0.2150 | 0.1929 | 0.2337 | 0.1900
17 0.3835 | 0.5953 | 0.5167 | 0.2274 | 0.2095 | 0.2588 | 0.2005
18 0.4133 | 0.6150 | 0.5285 | 0.2377 | 0.2260 | 0.2799 | 0.2114
19 0.4280 | 0.6291 | 0.5401 | 0.2548 | 0.2417 | 0.2948 | 0.2237
20 0.4762 | 0.6829 | 0.5934 | 0.2862 | 0.2883 | 0.3460 | 0.2581




4. CONCLUSIONES

El descriptor invariante a posicion y escala para imagenes digitales, estudiado en esta
tesis cumplié con los objetivos planteados. El sistema fue probado exitosamente en la iden-
tificacién de patrones de diversas imagenes. Debido a los resultados de los experimentos
realizados se puedo decir que el sistema funciona eficientemente para el reconocimiento de
patrones sin importar la posicion y la escala de las imagenes, también se puede decir que la

métrica apropiada para la comparacion en el descriptor AFM es la distancia del maximo d,,,.

La eficacia del descriptor fue probado con iméagenes de cuadrados geométricos en blanco
y negro y con imagenes en escalas de grises de mariposas, los resultados fueron programados
y obtenidos mediante el lenguaje programacién Matlab, obteniendo desventajas por la
velocidad de procesamiento que tarda en llevar a cabo los cédlculos del mapeo polar. Al
usar el descriptor AFM es muy importante que la calidad de la imagen sea buena. Se tiene
bastante flexibilidad, pero entre menor sea la resolucién o si se tiene mucho ruido, menos

fiables seran los resultados.
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