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INTRODUCCION

El Analisis Funcional es un area de las matematicas que combina dos grandes
temas del conocimiento, a saber: La topologia de conjuntos que estudia los
temas de convergencia, continuidad, conectividad, conexidad, acotamiento,
entre otros y la estructura algebraica que estudia los temas de operaciones
con conjuntos, grupos, anillos, vectores, entre otros. Los problemas de tales
campos pueden ser unificados en un solo campo. Como en la mayor parte de
las matematicas, hay dos corrientes de estudio: La teoria abstracta que se
deduce de los resultados generales, empezando por los axiomas y las
aplicaciones cuyos ejemplos concretos son demostrados utilizando esta teoria.
Inevitablemente, lo primero da la apariencia de ser elegante y poderoso, y lo
ultimo parece estar lleno de detalles y quizas se vuelve hasta desalentador.
Sin embargo, tanto pedagogicamente como historicamente, a menudo por los
ejemplos es que comprendemos lo abstracto, y es por el desarrollo de la teoria
que se logran encontrar soluciones a problemas concretos.

Los origenes del Analisis Funcional yacen en los intentos de resolver
ecuaciones diferenciales utilizando las ideas del algebra lineal. Este se basa en
el estudio de espacios vectoriales n dimensionales, su meta siempre ha sido
generalizar los resultados conocidos y muy exitosos de algebra lineal en
espacios vectoriales n dimensionales para los espacios mas complicados y
sutiles de infinitas dimensiones. Por supuesto, en infinitas dimensiones, ciertos
asuntos (como Sumabilidad) se vuelven mucho mas delicados, y
consecuentemente la estructura adicional es impuesta. Quiza la estructura
mas natural impuesta en un espacio vectorial es lo que solemos llamar norma.



El presente trabajo lo hemos realizado de manera tal que sea comprensible
para cualquiera que posea conocimientos basicos sobre matematicas
superiores ya que empezamos desarrollando la teoria basica, para luego ir
conociendo de temas un poco mas abstractos, hasta llegar a lo que nos interesa
en nuestro estudio. Iniciando asi con la teoria de los espacios normados y luego
pasamos a estudiar los espacios de Banach. En consecuencia, hemos
sacrificado algo de generalidad por la comprension.

Profundizamos en el importante Teorema de Hahn-Banach y exploramos
algunas de sus maultiples consecuencias ya que los espacios de Banach
disfrutan de muchas propiedades interesantes como resultado de tener una
norma completa. En matematicas, el Teorema de Hahn Banach es una
herramienta importante, sobre todo en Analisis Funcional, puesto que, nos
permite extender cualquier operador lineal acotado definido en un subespacio
vectorial al espacio vectorial que lo contiene, varios teoremas en el Analisis
Funcional se han etiquetado como "El Teorema de Hahn-Banach" en el
corazon de todos ellos esta lo que se conoce como el Teorema de extension de
Hahn-Banach, dado en el Teorema 2.1. Este teorema esta en la base del
Analisis Funcional moderno, y su uso es tan penetrante que su importancia
no puede ser exagerada y es precisamente por esta razon que nuestro trabajo
se centrara en el desarrollo y estudio de dicho Teorema y algunas de sus mas
importantes consecuencias.

Enunciaremos y probaremos el Teorema de Hahn-Banach, que es un
resultado crucial de extension de funcionales lineales, con importantes
consecuencias ya que asegura la existencia de diferentes formas lineales
continuas lo cual ha permitido construir una teoria de dualidad muy
desarrollada.

Mostramos lo que sucede si no se usa dicho teorema en algunos resultados del
Analisis Funcional e incluso mencionamos algunas aplicaciones del mismo en
otras ciencias por si alguien desea investigar en estos campos. Esperando asi
que este trabajo sea de utilidad para los interesados en estos temas.



OBJETIVOS

Objetivo General:

+¢* Dar a conocer el Teorema de Extension de Hahn-Banach y
analizar consecuencias importantes de su aplicabilidad.

Objetivos Especificos:

¢ Dar a conocer el Teorema de Extension de Hahn-Banach y
su importancia dentro del Analisis Funcional.

¢ Analizar la aplicabilidad del Teorema de Extension de
Hahn-Banach en algunos resultados de importancia en el
Analisis Funcional.



JUSTIFICACION

El tema de nuestra tesis tiene como fundamento conceptos de la rama de las
matematicas conocida como Analisis Funcional la cual es uno de los campos
mas actuales de estudio de la matematica moderna y en donde hay un cierto
grado de complejidad en la compresion de conceptos debido a que en su
mayoria se tratan conceptos abstractos, una de nuestras inspiraciones de
trabajar en este tema ha sido el hecho que existe cierto vacio en la ensefianza
y aprendizaje de las ramas abstractas de la matematica. Los estudiantes de
la carrera de matematicas carecen de motivacion para profundizar en ramas
abstractas como el Analisis Funcional.

Por otro lado, al consultar trabajos anteriores, ninguno de ellos estudia los
topicos del Analisis Funcional y es precisamente ahi donde queremos brindar
nuestro humilde aporte, pensamos que, con este tipo de trabajos acerca de
esta rama, nos acercamos al objetivo de dar a conocer conceptos relacionados
a los Espacios de Banach y exponer la importancia de los teoremas de este
ultimo, no solo en el Analisis Funcional como tal, sino también sus
aplicaciones a teoremas importantes y resultados dentro de otras ramas de las
matematicas y asi despertar en nuestros colegas que nos preceden un cierto
grado de interés en esta rama, para promover el estudio de la misma.

Es nuestro deber entonces como matematicos llenarnos de todo el
conocimiento posible y necesario para ser mejores profesionales, y es
precisamente con nuestra tesis con la que pretendemos despertar tanto en
académicos como estudiantes de matematica la necesidad de atender las
ramas abstractas en este caso el Analisis Funcional y asi se pueda fomentar
la profundizacion en estos temas, que debido a ciertos factores combinados
con el grado de dificultad de dichos temas abstractos, impiden su estudio al
nivel requerido.

En resumen, soiiamos con el dia que se desarrollen temas de matematicas
superiores en pro de la Carrera y el desarrollo de nuestro pais ya que se ha
dedicado ultimamente a la parte aplicada olvidando que toda estas se rigen
por la teoria abstracta, subestimando la capacidad del estudiante no
creyéndolo capaz de afrontar y superar los retos que esta area exige.

\
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1. Preliminares

El Andlisis Funcional estd basado en el estudio de espacios vectoriales n
dimensionales. El objetivo del Analisis Funcional es generalizar los resultados
conocidos y muy exitosos del algebra lineal en espacios vectoriales de finitas
dimensiones a los espacios mas complicados y sutiles de infinitas dimensiones.
Por supuesto, en infinitas dimensiones, ciertos asuntos (como Sumabilidad) se
vuelven mucho mas delicados, y consecuentemente la estructura adicional es
impuesta. Quiza la estructura mas natural impuesta en un espacio vectorial es lo
que solemos llamar norma.

El concepto de espacio lineal es uno de los mas importantes en las matematicas.
Desempeniara un papel esencial en toda la exposicion sucesiva. [8]

Definicion 1.1. Un conjunto no vacio L de elementos X, Y, z, ... se llama espacio
lineal, o vectorial, cuando satisface las siguientes condiciones:

L1. Para cualesquiera dos elementos x,y € L esta definido un tercer elemento
z € L, llamado suma de ellos y denotado por x + y, tal que
i. x+y =1y + x (conmutatividad).
ii. x+ (y+2z) = (x+y) + z (asociatividad).
iii. Existe 0 € Ltalque x + 0 = x, Vx € L
iv. Vx € L existe —x tal que x + (—x) = 0.
L2. Para cualquier nimero a y cualquier elemento x € L esta definido el
elemento ax € L, de manera que
i. a(Bx)=(ap)x
ii. 1-x=x.
L3. Las operaciones de adicion y multiplicacion estan relacionadas entre si
mediante las leyes distributivas
i. (a+pB)x=ax+py.
ii. a(x+y)=ax+ ay.

Definicion 1.2. Si V es un espacio vectorial sobre un campo K, una seminorma
es una funcion p: V — [0, o), satisfaciendo:

S1. p(x+y) <p(x)+p(y)paratodax,yenV.
S2. p(ax) = |a|p(x) paratodoaen Ky xen V.

Se sigue de S2 que p(0) = 0. Una norma es una seminorma p tal que x = 0 si
p(x) = 0.

Usualmente una norma es denotado por ||-||.



Definicion 1.3. Un espacio normado es un espacio vectorial real o complejo X
junto con una funcion de valor real x = ||x|| definida para todo x € X, llamada
norma, tal que

N1. ||x]| = O paratodax € X,y ||x|| =0siysolosix =0,
N2. |lx+y|l < |lx|]| + llyl| paratodaxe yen X,y
N3. ||Ax]|| = |A]|||x]|| para toda x € X y escalar A.

La Propiedad N1 es conocida como no negatividad o positividad, la propiedad N2
es llamada subaditividad o desigualdad triangular, y la propiedad N3 es llamada
homogeneidad.

Una norma en un espacio vectorial X es esencialmente una forma de medir el
tamafo de un elemento de X. Si x estd en R (o C), la norma de x esta dada por el
valor absoluto (o modulo) de x, que se indica (en ambos casos) por |x|.

Definicion 1.4.  Un espacio métrico es un conjunto X junto con una
aplicacion d: X X X — R que satisface las siguientes propiedades:

Ml1. d(x,y) = 0 paratodaxeyen X,yd(x,y) =0siysolosix =y,
M2.d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)paratodax,y,zen X, y
M3. d(x,y) =d(y,x) paratodax e yenX.

La funcion d se dice que es una métrica en X. Como fue el caso con una norma,
M1 es conocida como no negatividad y M2 es llamada la desigualdad del
triangulo. La propiedad final, M3, es llamada simetria.

Una métrica es una medida de la distancia sobre el conjunto X. Cualquier
espacio normado es metrizable; es decir, siempre podemos introducir una métrica
en un espacio normado por

dix,y) = |[x -yl (x,y) € X x X.

Esta métrica mide el tamano del desplazamiento entre x e y. Mientras que cada
norma determina una métrica, no todo espacio métrico puede tener una norma.
Para mas detalles una buena fuente es: A Primer on Hilbert Space Theory por Carlo
Alabiso e Ittay Weiss [1]

Definiciéon 1.5. Sea X un espacio métrico con métrica d. Una sucesion (X,)n=1
en X se dice que converge a un punto x en X si para cualquier € > 0 existeun N €
N tal que d(x, x,,) < € siempre que n = N. En tal caso, decimos que la sucesion
es convergente y escribimos lim x, = x. Una sucesion (x,,), -1 en X es llamada

n—oo
una sucesion de Cauchy si para cualquier € > 0 existe un N € N tal que
d(xX,, xy,) <e€esiemprequen = Nym > N.



Es bien conocido que una sucesion de valores escalares converge siy solo si es
una Sucesion de Cauchy. Esto no es siempre cierto en espacios normados de
infinitas dimensiones. Una sucesion convergente siempre serd una sucesion de
Cauchy, pero puede haber sucesiones de Cauchy que no convergen a un elemento
del espacio normado. Tal espacio es llamado incompleto, porque nos imaginamos
que carece de ciertos puntos deseables. Por esta razon, se estd interesado
generalmente en espacios normados que son completos, es decir, espacios en el
que cada sucesion de Cauchy converge. Para estos espacios tenemos un nombre
especial.

Definicion 1.6. Un espacio normado X es llamado espacio de Banach si se trata
de un espacio métrico completo en la métrica dada por d(x,y) = ||[x — y|| para
todo (x,y) € X X X.

Supongamos que X ¢ Y son espacios de Banach (o simplemente espacios
normados) sobre un campo escalar K (el cual es R o C). Un objetivo basico del
analisis funcional es resolver ecuaciones de la formar Tx =y, donde x € X, y €
Y yT: X - Y es una aplicacion lineal dada (por ejemplo, un operador diferencial
o integral). Consecuentemente, se ha hecho mucho estudio de aplicaciones lineales
en espacios de Banach. De particular interés son las aplicaciones lineales acotadas.

Definicion 1.7. Sean X e Y espacios normados. Una aplicacion lineal T: X — Y es
llamada acotada si existe una constante M >0 tal que ||Tx|| <M para
todo ||x|| < 1. Denotamos los mas pequefios que M por ||T||, es decir, si T es una
aplicacion lineal acotada, entonces ||T|| = sup{||Tx||: ||x|| < 1}. Una aplicacion
lineal que no esta acotada es llamada no acotada.

Un resultado temprano e importante en el andlisis funcional es la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.1. Sean X e Y espacios normados y supongamos T: X = Y es una
aplicacion lineal. Los siguientes son equivalentes:

i) T es continua,
ii) T es continua en cero, y
iti) T estd acotada.



Prueba. La implicacion i) = ii) esta clara. Para mostrar ii) = iii), asumamos

que T es continua en cero, pero es no acotada. Si T es no acotada, a continuacion,
para cada n € N, existe un elemento x,, € X tal que ||x,,|| < 1y ||Tx,|| = n. Por
la eleccidn de x,,, tenemos que

|| ||<— neN.

X . X
Resulta que ||7"|| — 0 cuando n — oo, y en consecuencia ;" — 0en X comon —

oo, Por continuidad en cero, debe ser que

lim ||T( )|| = |IT(0)|| = o.

n—oo

[r Gl =

Esto es una contradiccion. Por lo tanto, T debe ser acotada.

Sin embargo,

Tx,

> 1, n € N.

Ahora mostramos iii) = i). Supongamos que T es acotada y sea x € X. Entonces

|| T (”x”) ” < ||IT||, porque ﬂ tiene norma 1. Por la linealidad de T,

‘ ()

Para probar la continuidad de T, usamos la desigualdad anterior junto con la
linealidad:

ITx =Tyl = ITx - <ITlllx-yll, (xy)eXxX.

ITCOIl = <|ITlllxll,  x€X.

Esto completa la demostracion.

Comentario 1.1. En la prueba de la Proposicion 1.1, al mostrar iii) = i), pusimos
de manifiesto que ||Tx — Ty|| = ||T||||x — y|| para todo x ¢ y en X. Esto nos
permitid llegar a la conclusion que T era continua. De hecho, esta propiedad es
mas fuerte que la continuidad. Una funcion f:X - Y que satisface la
condicion ||f(x) — f(W)Il < K|[x —y|| para una constante K >0 es
llamada continua de Lipschitz con constante de Lipschitz K. Cualquier aplicacion
lineal acotada T entre espacios de Banach es continua de Lipschitz (con constante
de Lipschitz ||T||), pero una aplicacion continua de Lipschitz entre espacios de
Banach no necesita ser lineal.

La demostracion de la Proposicion 1.1 proporciona un método alternativo para
calcular ||T]).



Corolario 1.1. Sean X e Y espacios normados. Si T: X — Y es una aplicacion
lineal, entonces

IT|| = inf{K:|ITx|| < Kl||x|l, x€ X}
Ademas, ||Tx|| < ||IT||||x|| para todo x € X.

Definicion 1.8. Si X e Y son espacios normados, entonces L(X,Y) denota el
conjunto de todas las aplicaciones lineales acotadas (u operadores) de X a Y. El
conjunto L(X,Y) de aplicaciones lineales acotadas de X a si misma es a menudo
denotada por L(X).

La palabra operador implica tanto acotacion como linealidad. Sin embargo, con
frecuencia, decimos que T € L(X,Y) es un operador lineal acotado, a pesar de
que esto es redundante.

El conjunto £(X,Y) es un espacio vectorial sobre el campo escalar K con
operaciones del espacio vectorial dadas por:

(aS + BT)(x) = aS(x) + BT (x),
dondeaypBeK,SyTeL(X,)Y),yx€eX.
Proposicion 1.2. Si X e Y son espacios normados, entonces,
ITIl = sup{liITx|l: llx]| <1}, T € LX,Y),
define una norma en L(X,Y).

Proposicion 1.3. Si X es un espacio normado y Y es un espacio de Banach,
entonces L(X,Y) es un espacio de Banach.

Prueba. Supongamos que (T, ),-, es una sucesion de Cauchy en £L(X,Y). Para
cada x € X, la sucesion (T, x),-4 es una sucesion de Cauchy en Y porque

ITpx — Txll < |ITp — TiallllxIl,
para toda my n € N. Se sigue que lim T, x existe para cada x € X. Denotamos
n—oo
este limite por Tx, de manera que

Tx = lim T,x, x € X.

n—oo

Vamos a demostrar que T es lineal y acotada, por loque T € L(X,Y).



La linealidad de T sigue de la continuidad de las operaciones en el espacio
vectorial. Para ver esto, observe que para toda x e y en X,

T(x+y) = lim T, (x +y) = lim T, (x) + lim T,, (y) = Tx + Ty.

Vamos a demostrar que T es acotada. Para cada m y n en N, tenemos que
Tl = ITnlll < 1Ty — Tall.

Por lo tanto, ya que (T,),—1 €s una sucesion de Cauchy en L(X,Y), se deduce
que (||IT,lDn=1 es una sucesion de Cauchy de escalares. En consecuencia,

sup||T,,|| < oo,y asi, para cada x € X,
neN

ITx]l < suplITxll < (suplITal) ]
neN neN
Por lo tanto, T es acotada y ||T|| < sup||T,,|I.
neN
Queda por mostrar que T = lim T,, en la norma sobre L(X,Y). Sea x € X tal
n—oo
que ||x|| £ 1. Paran € N,

I(T = To) (O < supl|(T, — Tp) (X)) < sup|[Ty, — Ty,

mz2n mz2n

por el Corolario 1.1. Tomando el supremo sobre todo x € X con ||x|| < 1, tenemos
IT — Tyl < supl|Ty, — Tyl
m=2n

La sucesion (T,),~4 €s una sucesion de Cauchy, y por lo tanto el resultado.

Cuando X e Y son espacios normados, una funcion f: X — ¥ (no necesariamente

lineal) es llamada wuna isometria si ||f(x) —f)Il = llx —yl| para
toda x e y en X. (En este caso, decimos que f preserva la distancia.) Cuando f es
lineal, esta condicion es equivalente a afirmar que ||f(x)|| = ||x|| para toda x €

X. (En este caso, decimos que f preserva la norma.) Si existe una isometria entre
los espacios X ¢ Y, se dice que son isométricos.

Recordamos al lector que una aplicacion uno a uno es llamada una inyeccion y
una aplicacion sobre es llamada una suprayeccion. Una suprayeccion inyectiva
también es llamada una biyeccion.

Definicion 1.9. Sean X e Y espacios normados. Una aplicacion lineal
biyectiva T:X - Y es llamada un isomorfismo si tanto T como T~! son
continuas. En tal caso, decimos que X ¢ Y son isomorfos. Si ||Tx|| = ||x]|| para
todo x € X también se cumple, entonces T es llamada un isomorfismo isométrico.



Sea X un espacio vectorial. Si |||l y [|'||g son dos normas en X, entonces son
denominadas normas equivalentes siempre que haya constantes ¢4 > 0y ¢y > 0
tal que

cilixlle = llxllg < czllxlle, x€X.

En tal caso, hay un isomorfismo lineal entre los espacios (X, ||*||o) ¥ (X, IR ,;).

Las siguientes definiciones son fundamentales para lo que estamos trabajando,
e incluso indican los origenes del tema que estamos estudiando.

Definicion 1.10. Sea V es un espacio vectorial. Una aplicacion p:V = R se
denomina funcional lineal si

(i) p(ax) =ap(x)paratodo a € Ry x € V (homogeneidad), y
(i) pkx+y)=px)+p(y) paratodoslos x ey enV (aditividad).

Definicion 1.11. Sea X un espacio normado sobre el campo escalar K (que es ya
sea R o Q). El espacio dual de X es el espacio L(X, K), el cual es denotado por
X*. Los elementos de X* son llamados funcionales lineales (acotados).

Destacamos que para cualquier espacio normado X, el espacio dual X* es un
espacio de Banach con la norma dada por |[x*|| = sup{|x*(x)[: ||x|| < 1} para
x* € X*. Veremos que se puede aprender mucho acerca de un espacio de Banach
mediante el estudio de las propiedades de su espacio dual.

Cerramos este apartado recordando algunas nociones topologicas que
apareceran frecuentemente a lo largo del resto de este texto. Nos encontraremos
con estos conceptos en mayor generalidad a la hora de dar algunas aplicaciones,
pero por ahora limitaremos nuestra atencion a los espacios métricos.

Definicién 1.12. Sea M un espacio métrico con métrica d. Para x € M, la bola
abierta de radio & sobre x es el conjunto B(x,8) ={ye M:d(x,y) <
8}. La bola cerrada de radio 8 sobre x es el conjunto B(x,8) ={y €
M:d(x,y) < 6}.

Un subconjunto U de M es llamado abierto si para cada x € U existe un § > 0 tal
que B(x,6) € U. Un conjunto es llamado cerrado si su complemento es
abierto. Para cualquier subconjunto E de M, el interior de E, es denotado
por int(E), que es la union de todos los conjuntos abiertos que son subconjuntos
de E. La clausura de E es denotada por E y es la interseccion de todos los conjuntos
cerrados que contienen a E como un subconjunto. Si E = M, entonces E es
llamado denso en M. Si existe un subconjunto contable denso de M, entonces M es
llamado separable.



Comentando que un conjunto E en un espacio métrico es cerrado si y solo si
cualquier sucesion convergente (X,,), -1, donde x,, € E paratodon € N, converge
aalgin x € E.

Para un espacio normado, tenemos una terminologia y notacion especial para la
bola abierta B(0, 1) y la bola cerrada B(0,1).

Definicion 1.13. Si X es un espacio normado, entonces la bola unitaria
cerrada de X es el conjunto By ={x € X:||x|| <1} y la bola unitaria
abierta de X es el conjunto Uy = {x € X: |[|x|| < 1}.

Observe que Uy = int(By). Vamos a utilizar las dos notaciones para la bola
unitaria abierta en X. Ademas, si X es un espacio de Banach (o simplemente un
espacio vectorial normado), y en consecuencia posee la adicion y la multiplicacion
escalar, podemos escribir las bolas cerradas y abiertas en X (respectivamente)
como:

B(x,6)=x+6By y B(x,8) =x+int(6By).

Esta es la notacion que generalmente utilizaremos cuando se trabaje en un espacio
de Banach (o espacio vectorial normado), con el fin de enfatizar la estructura lineal
subyacente.

Un conjunto K en un espacio métrico M es llamado compacto si cualquier
coleccion {U 4 }4ea de conjuntos abiertos para los que K € Ugey U, contiene una
subcoleccion finita {Ua1» s Ua,,} tales que K € Uy, U ...U U, . En particular,
cualquier conjunto compacto en un espacio métrico puede ser cubierto por un
numero finito de bolas abiertas de radio & para cualquier 6 > 0.

Los conjuntos compactos tienen muchas propiedades deseables. Por ejemplo,
si K es un conjunto compacto y f: K — R es una funcion continua, entonces f es
acotada y alcanza sus valores maximo y minimo. (Este es el contenido del teorema
del valor extremo.)

Si My y M, son espacios métricos, entonces una aplicacion f: M; - M, es
llamada un homeomorfismo si es una biyeccion continua con inversa continua. Si
tal homeomorfismo existe, decimos que My y M, son homeomorfos. Espacios
Homeomorfos son considerados idénticos desde un punto de vista topologico.



1.1 Espacios Clasicos de Banach y Sus Duales

En las siguientes dos secciones, consideraremos los espacios clasicos de
sucesiones y funciones. El proposito principal de estas secciones es hacer las
definiciones necesarias e identificar los espacios duales para estos espacios
clasicos. Por consiguiente daremos por hecho que los espacios diversos de Banach
son ciertamente espacios de Banach (para ver las pruebas de todo esto una buena
fuente es: Real and Complex Analysis por W. Rudin [14].

1.1.1 Espacios de Sucesiones

En el contexto de espacios de sucesiones, denotamos por e,, la sucesion con 1 en
la n — ésima coordenada, y 0 en otra parte, asi que e,, = (0, ...,0,1,0, ...) para
todo n € N. También, tenemos que e = (1,1, 1, ....) es la sucesion constante con
1 en cada coordenada.

Definicién 1.14. El conjunto €, de sucesiones p-sumables para p € [1,0) es la
coleccion de sucesiones:

ep = {(fli EZJ '"'fnf ) : Zlenlp < OO}
n=1

Se define la norma p en €, por

0 1/p
||f||,,=<2|fnlv> , E=GDmaE b,
n=1

El conjunto €, es un espacio vectorial bajo la misma componente de adicion y
multiplicacion escalar. (Este es un hecho no trivial el cual tomaremos como dado.
[Ver Teorema A.8.]) Ademas, €, es un espacio de Banach cuando la norma p es
dadaparal < p < co.

El proximo lema identifica el espacio dual del espacio€,, para p € [1, ).

Lema 1.1. Parap € (1,), el espacio £," puede ser identificado con £, donde



Prueba. Por simplicidad, empecemos asumiendo que los escalares son reales
(consideraremos el caso complejo al final de la prueba.)

Deseamos identificar el espacio dual del espacio €, para p € (1, %) como el
. : 1 1 :
espacio de sucesiones €4, donde 1_9+5 = 1. Primero demostremos como los

elementos en £, determinan funcionales lineales en €,. Sea 1 = (1,),-1 un
elemento en €, y defina una funcion de valor escalar ¢, en £, por

¢n ) = z $nlln (1.1)
n=1

donde § = (§)y=1 es cualquier sucesion el £,. Por la desigualdad de Holder
(Teorema A. 9), esta serie es absolutamente convergente (de ahi que ¢, es lineal)

y
1 1

i O q
(8| s(ZM’) (me) = 1, lml,
n=1 n=1

Se sigue que ¢, es un funcional lineal acotado en £, y ||<I),7 | < 17lg-

Suponemos que ||qb,, || es igual a ||n||,. Para demostrar esto serd suficiente
encontrar una sucesion § en €, tal que ||§][, = 1y ¢, (§) = |Inll;. Empecemos
por construir una sucesion { = ({5, asi que {, = |n,|9"1(sign n,,) para cada

ne N, entonces
oo oo (o]
Zl(nlp = Zlnnl(q_l)p = Elnnlq ’
n=1 n=1 n=1

donde (q —1)p = q se sigue del hecho que %+ i = 1. Consecuentemente la

sucesion { estien €,y [[{]|, = IInIIZ/p observe que

Gy@ =D Gurta= ) Imal? (signna) - my = ) Il = il
n=1 n=1 n=1

Sea & = ﬁ entonces § es una serie en £, tal que |||, = 1y tal que
14
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¢y (O Il

o) =, T e

-1
= lmlly ¥ = linll,.

Por consiguiente, para cualquier § = (#),,),-1 en €4, hay un funcional lineal ¢,

en €, tal que [[nllg = [l y tal que ¢,,(§) = Xp=q Pafyn paratoda § = (§)y=y
en {’p.

Hemos demostrado que cualquier sucesion en €, determina un funcional lineal
acotado en €,,. Ahora demostraremos que todo funcional lineal en €, puede ser
obtenido de esta manera. Sea ¥ € £, y definamos una sucesion 1; = (11;);24
siendo m; = P(e;) para cada i € N. Mostremos que la sucesion i es un elemento

de £4 tal que [|nlg = [Pl y tal que P($) = XiZ4 §im; para toda § = ()24 en

2,.

Primero, demostraremos que 79 es un elemento en #,. Para cada i €N,
definamos {; = |n;|9"1(sign n; ). Entonces, para cualquier n € N, tenemos

n n n
DIGP = > Il @ = 3 e
i=1 i=1 i=1

Calculando la norma €, de la serie finita i’ ; {;€;, concluimos que

T 1
D e (Zw)p - (me)p.
i=1 i=1 i=1

Por suposicion, el funcional lineal ¥ es acotado en €, y consecuentemente

1
‘w(Zziei> R =||¢||(Z|m|‘1)p- (12)
i=1 i=1 P i=1

Sin embargo, calculando directamente, obtenemos

Y (Zn: (iei> = Zn: ip(e) = Zn: ¢imi = zn:|71i|q- (1.3)
i=1 i=1 i=1 i=1

De (1.2) y (1.3), se sigue que

p

< llpli

11



1
n n p
> Imde < [l (me) .
i=1 i=1

Dividiendo, vemos que

n 1—1 n 1

p q

il = (me) - (Zmiw) .
i=1 i=1

Esta desigualdad se cumple para todan € N,y bienn € £,y ||l = ||nll,.

Falta mostrar que [[|| < [|nll, y que ¥ = ¢,,, donde ¢,, esta definida por (1.1).
Realmente hemos demostrado que ||¢,7|| < |Inllg, lo cual es suficiente para
mostrar que P = ¢,,.

Supongamos que § = (§;),=1 € €p y sea &M = (&,,...,&,,0,..) para cada
n € N. Recordemos que §™ converge a & en la norma de €,. Para ver esto,
observemos que ),;24|§;|P < oo, por la suposicion, y consecuentemente

n Yo
lim|[§ - §®] = ,1,1190( Z |fi|"> = 0. (1.4)

i=n+1

Ahora, veamos que

1/’(5“”) =Y <Zn: fiei> = Zn: §iple;) = zn: $imi -
i=1 i=1 i=1

Por consiguiente, por la continuidad de 1,
() = limp(§™) = > gy = ¢,
i=1

De esto se sigue que P = ¢, lo cual es el resultado deseado.

Ahora asumamos que el campo escalar es C. La prueba es esencialmente la
misma. Sin embargo cuando definimos {,,, para n € N, dejamos {,, = [1;|97 1 p,,,
donde p,, es un ntimero complejo tal que |p,| = 1y 9Pn = |M.]. La prueba se
procede como se hizo en el caso real.

12



El teorema previo identifico el dual del espacio £, para p € (1,0) como el

espacio €,, donde Iylis 1, por la accion del espacio dual
P q P q

n) = zn: $nlln »
i=1

donde § = (§p)pn=1 esta en £, y 7 = ()4 esta en £,. En la ecuacion anterior
escribimos 7(§) como taquigrafia para ¢,(§), donde ¢, es el funcional lineal

correspondiente a 17 que aparece en (1. 1). El objeto 77 es una sucesion en el espacio
€4, pero escribimos 17(§) porque miramos 7) como un funcional lineal en €.

Ahora, deseamos identificar el dual del espacio €;. En orden a hacer esto,
debemos introducir un nuevo espacio de sucesiones.

Definicion 1.15. El conjunto €., de sucesiones acotadas es la coleccion de
sucesiones

£ = {(E)imns suplé,| < co}.

Definimos la norma del supremo en €, por

€1l = flggl?nl, §=()ne1 € Voo

El conjunto €, es un espacio vectorial bajo la misma componente de adicién y
multiplicacion escalar y es un espacio de Banach cuando se da la norma del
supremo.

Lema 1.2. El espacio €7 puede ser identificado con €.

Identificamos el espacio dual de €, con €,
Cuando escribimos esto, sin embargo, se tiene entendido que hay una manera de
identificar el funcional lineal en €, con las sucesiones en €4 y la identificacion es

es muy comun escribir £, = £,.

explicitamente mostrada por la accion del espacio dual n(§) = Yo §u1n, donde
£ = (En)iq eston €, y 1) = ()5 esti en £,

Estos resultados previos conllevan al siguiente teorema.

Teorema 1.1. Sea p € [1,00) y supongamos que q es tal que % + % =1, con la

convencion que q = o cuando p = 1. Entonces €, = €.

Prueba: ver Lemas 1.1y 1.2.

13



La relacion entre los exponentes p y q en el Teorema 1.1 motiva la siguiente
definicion.

Definicion 1.16. Sip € [1,00) y si q es tal que % +$ = 1, con la convencién que
q = o cuando p = 1, entonces p y q son llamados exponentes conjugados.

Si p y q son exponentes conjugados que son ambos finitos, entonces €, = €,y
€y = €,. Desde €7 = £, es natural preguntarse si £ es el espacio dual de €.
Mientras €1 € €5, el espacio no coincide. El argumento usado en la prueba del
Lema 2.2 para p € (1, ) falla en el caso p = oo porque ahi existen sucesiones
acotadas (§,)y=1 que no satisfacen la ecuacion que corresponde a (1.4) para el
caso p = oo, Esto es, que podemos encontrar & € €, tal que

n—->oo

lim|¢ - ]|, = lim (supiZ.]) # o 19)
n

donde &™ = (&, ..., &, 0, ...). Como un simple ejemplo, sea & = e, la sucesion
constante teniendo cada término igual a 1. Tenemos que ||e||, = 1, y también e
es un elemento de €, pero ||e — e(")”OO = 1paratodan € N .

Consideremos ahora el espacio de sucesiones para los cuales el limite en (1.5) es
0.

Definicion 1.17 Sea ¢ el espacio de todas las sucesiones convergentes a 0.
co={Eizy ¢ lim &, = 0}
n—-oo
El espacio ¢ es un espacio de Banach con la norma del supremo

ISl = SlElelfnl, § = ($n)n=1 € Co.

Teorema 1.2. ¢, = #;.
El ultimo espacio de sucesiones que discutiremos es el espacio c.

Definicion 1.18. Sea c el espacio de todas las sucesiones convergentes:
c= {(fn);‘le : lim &, existe}.
n—->oo

El espacio ¢ es también un espacio de Banach con la norma del supremo. Quizés
sorprendentemente, el espacio dual de ¢ es también €4, si bien con una accion del
espacio dual ligeramente diferente. Es util demostrar que ¢y es un subespacio
cerrado de ¢, y a la vez ¢ es un subespacio cerrado de €.

14



1.1.2 Espacios de Funciones

En esta seccion, sea (Q, X, ) un espacio medible, donde p es una medida positiva.
Los teoremas en esta seccion son ciertos para espacios de medida positiva finita o,
pero por simplicidad asumiremos u(Q) < oco. Como antes, IK denota el subyacente
campo escalar, el cual es R o C. Comencemos por recordar algunas definiciones
de la teoria de la medida. (Para una discusion mds detallada de la teoria de la

medida, ver Apéndice; otra buena fuente es el Andlisis Real y Complejo por W.
Rudin [14]).

Definicion 1.19. Si A es un subconjunto de Q, entonces la funcidn caracteristica
de A es la funcion

w _(1siw € A
Xa _{Osiw ¢ A

La funcion caracteristica de A es una funcion medible si y solo si A es un

subconjunto medible de €.

Definicion 1.20. Para p € [1, ), el conjunto de funciones p —integrables (o
funciones Ly) en (Q, X, p) es la coleccion

L,(QZp = {f: Q — K una funcién medible: fﬂlfl”du < 00}.

A menudo escribimos este espacio como L, (2, ) o L,(1) cuando no hay riesgo
de confusion.

El conjunto L,(p) es realmente una coleccion de clases de equivalencia de
funciones medibles. Dos funciones en L, (i) son consideradas equivalentes si ellas

se difieren so6lo en un conjunto de medida cero u. A pesar de esto, nosotros
generalmente hablamos de los elementos en L, (1) como funciones, en lugar de

clases de equivalencia de funciones. Destacamos que el conjunto L,(1) es un
espacio vectorial con adicion puntual y la multiplicacion escalar. (Al igual que con
€, en la seccidn anterior, este es un resultado no trivial. [Ver Teorema A.8.])
Definimos la p —norma en L, (1) por

1

p
Ifll, = (f Ifl”du> , FeLy(w.
Q
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Como en el caso de los espacios de sucesiones, debemos considerar el caso p = oo
separadamente.

Definicion 1.21. Sea (£, X, p) un espacio medible. La norma esencial del supremo
de una funcidon medible f se define como

Iflleo = inf{k : u(|f] > k) = 0}.

El conjunto de funciones esencialmente acotadas (o funciones L, ) en (£, X, p)
es la coleccion

L,(Q,X, 1) = {f : Q- Kunafuncion medible: ||f|[, < }.
A menudo escribimos L, (2, ) o Lo, (1) cuando no hay riesgo de confusion.

Como es el caso para L,(n) cuando p es finito, el conjunto L, () es una
coleccion de clases de equivalencia de funciones medibles y (como antes) se
consideran dos funciones a ser iguales en L, () si difieren s6lo en un conjunto de
medida cero u.

El conjunto L., () es un espacio vectorial con adicion puntual y multiplicacion
escalar. El supremo esencial define una norma en L, () y Lo, (|) €s un espacio
de Banach cuando se da esta norma. (Véase [1].) Nosotros usamos la terminologia
"esencialmente acotada" para describir las funciones en Lo, (i) y llamamos || f||c
el "supremo esencial" de |f| en L, (1), porque la cantidad ||f]|, es el nimero mas
pequeiio K tal que |f| < K.

Queremos identificar el espacio dual de L,(n) donde p € [1,0).Veremos que,
analogo al caso de espacios de sucesiones, el espacio dual de L,(p) es Lg(p),
donde p y q son exponentes conjugados. En este caso, sin embargo, la accion del
dual L,y (p) en Ly, (p) esta dado por integracion. Eso es, si f € L,(W) y g € Lg(p),
entonces la accion dual de g en f esta dada por

g(f) = jﬂ fgdp.

Observe que g es una funcion de Q. Aqui, sin embargo, se escribe g(f) porque
vemos g como un elemento del espacio L,(u)*. Al igual que antes, escribimos

L,(u)" = Lq() para indicar la identificacion de funcionales lineales en L, (u)”
con elementos del espacio de funciones Lq ().

16



Teorema 1.3. Sea (2, X, p) un espacio de medida positiva. Si p y q son exponentes
conjugados, donde p € [1, ), entonces L,(i)* = Lq(1).

El Teorema 1.3. sigue siendo cierto cuando p es una medida positiva o-finita.
Tal caso puede ser visto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.1. Considere la medida del espacio (N, 2N, m), donde 2N denotan el
conjunto potencia de N (la coleccion de todos los subconjuntos de N), y m es una
medida contable en N (la funcion determinada para la cual m(A) es la cardinalidad
del conjunto A € N). Supongamos que f € L,(N,2N,m), donde p € [1, ).

Entonces,
1/p 0 1/p
it = ([ rieam) - <Z|f(n)l”> .
N n=1

Vemos que f en L,(N, 2N, m) corresponde a la sucesion (f (n)):;l en £,. La

misma conclusion se cumple para p = oo. Por consiguiente,
Lp(N,ZN,m) =¥, 1<p<oo
Consideremos ahora los espacios de funciones continuas.

Definicion 1.22. Sea K un espacio métrico compacto. Denotamos la coleccion de
funciones continuas de valor escalar sobre K por C(K). Definimos la norma del
supremo en C(K) por

Iflleo = St;lll()lf(t)l, f e C).

El conjunto C(K) es un espacio vectorial bajo la adicién y la multiplicacion
escalar y es un espacio de Banach cuando se da la norma del supremo. Si queremos
enfatizar el campo escalar subyacente, escribiremos Cr (K) o Cc(K). Observe que,
para f € C(K), la cantidad ||f|| es realmente el maximo de |f|, desde que una
funcion continua logra su supremo en conjuntos compactos.

Comentario 1.2. Usamos la notacion || . ||, para representar la norma suprema de
ambos en C(K) (para un espacio métrico compacto K) y la norma suprema esencial
en L, (1) (para un espacio medible (Q, A, u)). Si hay algin riesgo de confusion,
escribiremos || . |l¢iky ¥ I - Il quy para denotar la norma en C(K) y Lo (W),
respectivamente. Queremos identificar el espacio dual de C(K). Consideremos el
siguiente ejemplo, donde K = [0, 1]. En este caso, escribimos C(K) = C[0, 1].
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Ejemplo 1.2. Consideremos los siguientes funcionales lineales en C[0, 1]:
a) (Integracion) f — fol f(t) dt.
b) (Punto de evaluacion) f — f(s) paras € K.
¢) (Integracion ante funciones de Ly) f — f01 f(®g(t)dt para g € L,(0,1).

Usamos L;(0,1) para denotar el espacio de Banach de L; —funciones en [0, 1]
con la medida de Lebesgue.

Note que el punto de evaluacion (Ejemplo 1.2. (b)) puede ser considerado como
integracion, por medio de una medida de Dirac:

(1 sis € A,
85(4) = {OSlS ¢ A.

Para cualquier s € [0, 1], el conjunto de la funcion & es una medida en [0,1],y
fs)=1| [f®)ss(dr).
[0,1]

La medida 6, es también conocida como la masa de Dirac en s. Una medida de
Dirac es un ejemplo de una medida singular, o una medida que estd concentrada
en un conjunto de Lebesgue de medida cero.

Ejemplo 1.2. (¢) provee un funcional lineal en C[0, 1] porque

sup

S8 @1 [ laiae = Il lgls.

f FOg(dt| <

Para f € C(K) y g € L{(0,1). Esto, también, puede ser realizado como
integracion ante una medida. Sea

v(A) = jg(t)dt, A € B,
A

Donde B denota la coleccion de subconjuntos medibles de Borel de [0, 1].
Entonces

fo Fog@dt = | rav

[0,1]
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Los funcionales lineales dados en el ejemplo 1.2. no son todos los funcionales
lineales en C[0, 1] (como lo pueden ver al estudiar el teorema de representacion
de Riesz pero este es un resultado clésico de la teoria de la medida por lo tanto nos
limitamos a mencionarlo nada méas) pero ellos dan un salto verdadero a la
naturaleza de (C[0,1])".

Es natural preguntarse si hay algtin espacio de Banach con el espacio dual trivial.
El Teorema de Hahn-Banach, el cual probamos en el capitulo 2, garantiza que no
hay tal espacio de Banach. En particular, probaremos lo siguiente. (Ver Teorema
2.3)

Teorema 1.4. (Teorema de Hahn-Banach) Supongamos que X es un espacio de
Banach real y sea E un subespacio lineal de X. Si ¢ € E*, entonces existe un
funcional lineal acotado P € X* tal que ||P|| = ||pl| y Y (x) = ¢(x) para toda
x €E.

El Teorema de Hahn-Banach implica que no hay espacios de Banach X con
X* = {0}. Cualquier subespacio unidimensional de X tendra funcionales lineales
no triviales, y el Teorema de Hahn-Banach establece que estos pueden ser
extendidos al espacio X.

1.1.3 Completitud en espacios de funciones

En esta seccion, probaremos que los espacios de funciones de la seccion anterior
son completos en sus normas dadas. Los espacios de sucesiones se dejan para
ejercitar la mente. Comencemos probando un lema muy util.

Lema 1.3 (Criterio de Sumabilidad de Cauchy) Un espacio normado X es
completo si y solo si toda serie Y1 Xn converge en X cuando Y ,—1||x,|| < oo.

Prueba. Primero, supongamos que X es completo en la norma || . || y supongamos
me1llxnl| < o0. Para n € N, sea §,, = xq + -+ x,. Entonces [|S,, —S,| <
Yjmn+1llxkll paracadamy nen N, y asi ($,),~1 €s una sucesion de cauchy. Por

consiguiente, desde que X es completo, la serie },;24 x; converge.

[0¢]

Ahora supongamos que ),—q X, converge cuando Y., ||x, || < . Sea (¥,)n=1
una sucesion de Cauchy en X. Escojamos una sucesion creciente (ny)gey de
numeros naturales tal que

1
lvp — ¥4l < cuando p > q = n,.
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Sea y,, = 0. Entonces

Vi =) (Yuy=Iny), kEN

M-

=1
P truccion, t _ < L toda j > 2.y asi
or construccion, tenemos || Yn, — ¥n,_, 5= paratodaj > 2,y asi vemos que

. L4 S L4
Qi1 ||yn]. ~ ¥nj_y || < oo, Se sigue que la subsucesion (y"k)k—l converge a algiin

elemento en X. Sea y el limite de esta subsucesion.

Sea € > 0. Podemos escoger K € N suficientemente grande asi que || VYo, — y|| <
€/2 y 1/2¥ < €/2. Por definicién, si m > n;, , entonces ||ym — ynk” < 1/2K,
Asi,

1 €

”ym_y” = ||ym_ynk||+||ynk_y|| <2_K+E<€;

Cuando m > n,.
Por consiguiente, (¥,,)m=1 €S Una sucesion convergente, Como se requeria.

Teorema 1.5. Sea (Q,X,u) un espacio de medida positiva. Si 1 < p < oo,
entonces L, (R, X, p) es un espacio de Banach dada bajo la norma

1/p
Ifll, = ( f T du) . feL,@p.
QO

Prueba. Haremos uso liberal de los Teoremas en el apéndice A. Primero,
observemos que ||.[|, es una norma en L,(Q,X,u), por la desigualdad de

Minkowski. Para demostrar que ||.[[, es completa, usaremos el Criterio de
Sumabilidad de Cauchy (Lema 1.3)

Asumamos (fy)r-; es una sucesion de funciones en L,(Q,pu) tal que
Yietllfll, < oo.Sea M = Y1 1lIfkll, - Para cadan € N, definimos g,, en Q por

In(@) =Y} 4lfr(w)| para toda w € Q. Observemos que (gn)p=1 €S uUna
sucesion de funciones medibles no negativas y que g, < gn+1 paracadan € N.
Por el Lema de Fatou,

flim inf |g,|Pdu < lim infflgnlpdu = lim inf ||gn||5 < MP < o,
n—oo n—oo n—-oo
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Se sigue que liminf |g,|P < o, y consecuentemente,
n—>oo

0o P n P
(2'fk|> = lim <z|fk|> = liminf |g,|? < .
k=1 " k=1 "

Consecuentemente, la funcion g = Y34 f| existe y [|gll, < M.

Ahorasea f = Y;_; fi. Se sigue que f existe, porque |f(w)| < g(w) paratoda
w € Q. Observe también que

i fi(w)
k=1

Por consiguiente, por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue,
Yk=1fk converge a f en L,,(Q, X, u), como se requeria.

<glw), wEeA.

Teorema 1.6 Sea (2, X, i) un espacio de medida positiva. El espacio Lo, (0, 1) es
un espacio de Banach cuando se da bajo la norma esencial del supremo || . || .

Prueba. De nuevo usamos el Lema 1.3. Sea (f}) -1 una sucesion de funciones en
L,(Q,u)yseaM =Y 4| fklle- Supongamos que M < co. Por suposicion, para
cada k € N, tenemos |f| < ||fkll. Por consiguiente, para cada k € N, existe un
conjunto medible N tal que u(Ny) = 0y fr(®) < ||fill paratoda w € Q/N,.
Sea N = Up-4 Ni. Entonces u(N) = 0 (como una union de conjuntos contables
de medida cero) y fr(w)<oo para toda w€ Q/N y toda k€N.
Consecuentemente, f = Y;7 1 fr v

@I ) Ifi@)] < ) lIfelle = M,
k=1 k=1

Para toda w € Q/N.

Tenemos determinado que f € L., (Q, i), pero ahora debemos mostrar que f es
el limite de )}}}_, fx en la norma esencial suprema. Sea € > 0. Por suposicion,
Y1l frllo < 0. Por consiguiente, existe algiin ng € N tal que Y5, || frllo < €
cuando m > n,. Entonces

f—ka

Siempre y cuando n = ny — 1. Esto completa la prueba.

(]

< D Il <e
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Teorema 1.7 Sea K un espacio métrico compacto. El espacio C(K) de funciones
continuas en K es un espacio de Banach cuando se da la norma del supremo || . || .

Prueba La prueba es similar a la del Teorema 1.6, con modificaciones relativas a
la continuidad, y se deja al lector.

El teorema 1.7 queda sigue siendo cierto si reemplazamos K con un espacio de
Hausdorff localmente compacto y consideramos el espacio Cy(K) de funciones
continuas sobre K que se desvanecen en el infinito.

Cuando K es un espacio localmente compacto de Hausdorff, el espacio dual
Co(K)* esta estatico con M(K), pero en este caso este denota el espacio de Banach
de medidas regulares de Borel sobre K con la norma de variacion total. Esta no es
una notacidn inconsistente porque, cuando K es un espacio métrico compacto,
Cy(K) = C(K) y toda medida de Borel finita en K son regular.

Note que M(K) es necesariamente un espacio de Banach como el espacio dual de
un espacio de Banach. (Ver proposicion 1.3)

1.2 Nociones Fundamentales para el Teorema de Hahn-Banach.

Cerramos este capitulo detallando brevemente el axioma de eleccion y
funcionales sublineales que son partes esenciales en el desarrollo del teorema de
extension de Hahn-Banach version analitica y finalmente algunos conceptos sobre
hiperplanos y conjuntos convexos que seran de utilidad a la hora de tratar con el
teorema de Hahn-Banach en su version geométrica ya que queremos dejar el
siguiente capitulo exclusivamente a dicho teorema y sus consecuencias en diversos
campos y lo relacionado con el mismo.

1.2.1 El axioma de eleccion

Los axiomas de Zermelo-Fraenkel (ZF) es una lista de declaraciones aceptadas
sobre la cual las matemdticas pueden forjarse. Ellos forman lo que es,
posiblemente, la base mas comun de las matematicas. Cuando el sistema incluye
el axioma de eleccion, a menudo se llama (ZFC).

Axioma de eleccion para cualquier coleccion de conjuntos no vacios X, existe una
funcion de eleccion definida sobre X.

Una funcion de eleccion en una coleccion de conjuntos no vacios, X es una funcion
de ¢, que se define en X, tal que c(A) € A para cada conjunto 4 en X.
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De interés para nosotros es una formulacion del axioma alternativa (pero
equivalente) del axioma de eleccion conocido como el Lema de Zorn.

Lema de Zorn. Supongamos que (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Si
cada cadena en P tiene un limite superior, entonces P contiene un elemento
maximo.

Recordemos las definiciones pertinentes.

Definicion 1.23. Sea P un conjunto. Una relacion < en P se dice que es un orden
parcial si para cadaa, b, y cen P:

i) (a <byb <c)=>ac<c
ii) (a <byb <a) = a=b,

Un subconjunto C de P es una cadena en P si (C, <) es totalmente ordenado:
{a, b} S C=>(a<bob<a).

SiA € P, entonces b se llama una cota superior de A sia < b paratodo a € A. Un
elemento a € P se llama madximo si a < b implica b = a.

Naturalmente, podemos definir un orden parcial inverso = de la manera obvia, y
reinterpretar el Lema de Zorn en términos de limites inferior y elementos
minimos. Otra formulacion (equivalente) del axioma de eleccion es el principio de
maximalidad de Hausdorff.

Principio de maximalidad de Hausdorff. En un conjunto parcialmente ordenado,
cada cadena es contenida en una cadena maxima.

El principio de maximalidad de Hausdorff fue formulado por Félix Hausdorff en
1914. El Lema de Zorn se propuso mas tarde, en 1935, por Max Zorn. Ambos son
equivalentes al Axioma de eleccion. Una discusion detallada de la historia del
axioma de eleccion y sus formulaciones equivalentes se pueden encontrar en la
bibliografia. La formulacion que usualmente usaremos es Lema de Zorn.
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1.2.2 Funcionales sublineales

Pasaremos brevemente nuestra atencion de funcionales lineales a funcionales
sublineales.

Definicion 1.24. Supongamos que F es un espacio vectorial. Una
aplicacion p: V — R se denomina funcional sublineal si

i) p(ax) = ap(x) paratodo a = 0 y x € V (homogeneidad positivo), y
i) px+y) <plx)+p(y)paratodoslos xeyenV (subaditividad).

Tenga en cuenta que la condicion (i) implica que p(0)=0. La
condicidn (ii) también se denomina desigualdad del triangulo.

Ejemplo 1.3. Los siguientes son ejemplos de los funcionales sublineales:

a) Cualquier funcional lineal es un funcional sublineal.

b) Si E es un espacio normado, entonces la funcion norma definida por p(x) =
||x|| para x € E es un funcional sublineal.

c) Si C(K) es el espacio de Banach de funciones continuas con valores reales
en un espacio métrico compacto K, a continuacion,

p(f) = max f(s), f € C(K),

define un funcional sublineal.

d) Si l, es el espacio de Banach de sucesiones acotadas de nimeros reales,
entonces

p) = Slell\l? o §= Ene1 € s
n
define un funcional sublineal.

Lo que presentamos a continuacion sera pieza clave al tratar el teorema de Hahn-
Banach en su version geométrica. En lo siguiente, E denota un espacio vectorial
normado.
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1.2.3 Hiperplanos y conjuntos convexos

Brevemente detallaremos ciertos aspectos sobre hiperplano y conjuntos convexos
ya que son de mucha importancia a la hora de tratar el teorema de Hahn-Banach
en sus versiones geométricas.

Definicion 1.25. Un hiperplano es un subconjunto H de E de la forma.
H={x€E; f(x) =aj,

donde f es un funcional lineal que no desaparece idénticamente y & € R es una
constante. Escribimos H = [f = a] y decimos que f = a es la ecuacion de H.

Proposicion 1.4. El hiperplano H = [f = a] es cerrado si y solo si f es continuo.

Prueba. Estd claro que f es continuo entonces H es cerrado. Inversamente,
asumamos que H es cerrado. El complemento H¢ de H es abierto y no vacio. Sea
X9 € HC, asi que f(xq) # a, por ejemplo, f(xy) < a.

Fijemos r > 0 tal que B(x,,r) € H¢, donde
B(xy,7) ={x €EE;||x — x| <71}
Vemos que
f(x) <a, Vx € B(xq,1).

Ciertamente, supongamos por contradiccion que f(x;) > a para algin x; €
B(xq, 7). El segmento

{x;, = (1 —t)xy + txq, te[0,1]}

esta contenido en B(xy, 1) y asi f(x,) # a, Vt € [0,1]; por otra parte, f(x;) =
f(x1)—x

fx)=f(x0)’

probado que f(x) < &, Vx € B(x,, 7). De esto se sigue que

a para algin t € [0, 1], también t = una contradiccion, y asi hemos

f(xg+712) <a, vz € B(0,1).
Consecuentemente, f es continuo y || f|| < %(a —f (xo)).

Definicion 1.26. Sean A y B dos subconjuntos de E. Decimos que el hiperplano
H = [f = a] separa Ay B si

f(x) <a, VvxeAd y f(x)=a, Vx € B
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Decimos que H separa estrictamente A y B si existe algin € > 0 tal que
f(x) <a-c¢ VxXeEA vy f(x)=a+e¢, Vx € B.

Geométricamente, la separacion significa que A esta en uno de los semi-espacios
determinados por la linea H, y B en el otro lado de la linea; (figura 1).

H

Fig. 1

Definicion 1.27. Si V es cualquier espacio vectorial sobre Fy A € V, luego A es
un conjunto convexo si

tx+ (1—-t)y e A, Vx,y € A, vt € [0,1].

Note que {tx + (1 —t)y: 0 < t < 1} es ¢l segmento de linea recta asociado a x
e y. Asi un conjunto convexo es un conjunto A tal que si x e y pertenecen a 4 el
segmento de linea entero asociado a x e y est4 contenido en A.

Si V es un espacio vectorial, luego cualquier subespacio en V es un conjunto
convexo. La interseccion de cualquier coleccion de conjuntos convexos es
convexo.

Ya teniendo claro todos estos hechos preliminares estamos listos para iniciar lo
que compete al desarrollo del teorema de extension de Hahn-Banach en sus
distintas formas, sus pruebas y sus consecuencias.
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2. Los Teoremas de Hahn-Banach

Varios teoremas en el andlisis funcional se han etiquetado como "El Teorema de
Hahn-Banach. " En el corazén de todos ellos esta lo que llamamos aqui el Teorema
de extension de Hahn-Banach, dado en el teorema 2.1 a continuacion. Este teorema
esta en la base del andlisis funcional moderno, y su uso es tan penetrante que su
importancia no puede ser exagerada.

2.1 Forma Analitica del Teorema de Hahn-Banach: Extension de
Funcionales Lineales.

Sea E un espacio vectorial sobre R. Recordemos que un funcional es una funcion
definida en E, o en algun subespacio de E, con valores en R. El principal resultado
de esta seccidon concierne a la extension de un funcional lineal definido en un
subespacio de E a un funcional lineal definido sobre todo E.

Teorema 2.1 (Teorema de Extension de Hahn-Banach) Sea E un espacio
vectorial real y sea p un funcional sublineal en E. Si V es un subespacio de E y si
f:V = R es un funcional lineal tal que

f(x)<plx), x€V,
entonces hay una extension f: E — R de f que es lineal y satisface

f(x) < p(x), x € E.

Antes de probar el Teorema de extension de Hahn-Banach, probaremos varios
lemas preliminares.

Lema 2.1 Un funcional sublineal p en un espacio vectorial real E es lineal si y

solo si p(—x) = —p(x) para todo x € E.

Prueba. Ciertamente, si p es lineal, entonces la conclusion sigue. Supongamos
ahora que p(—x) = —p(x) para todo x € E. Entonces, por la desigualdad
triangular,

p(x+y)=-p(—x—-y) = —-(p(—x) +p(-y)) =p) +p).

La desigualdad inversa es simplemente la subaditividad de p.
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Sea B la coleccion de todos los funcionales sublineales en un espacio vectorial
real E. Definimos un orden en el conjunto Br diciendo que p < q siempre
que p(x) < q(x) paratoda x € E.

Lema 2.2 Supongamos que p € Bg y V es un subespacio lineal de un espacio
vectorial real E. Si q es un funcional sublineal en V tal que q < p|y, entonces
existe un funcional sublineal r € B de tal manera quer|y =qyr < p.

Prueba. Defina
r(x) =inf{q(v) + p(x —v):v eV}, x €E.

Para demostrar que r estd bien definida, mostramos que el conjunto {q(v) +
p(x —v):v € V} tiene una cota inferior para todo x € E. Fijar x € E y dejar
que v € V. Por el supuesto, q(—v) < p(—7v), y asi, por la subaditividad de q,

0<q@)+q(-v) <q®) +p(-v).

De ello resulta que —p(—v) < q(v). A continuacion, utilizando la subaditividad
de p, tenemos

p(—v) < p(—x) + p(x — v).

Reorganizando esta desigualdad, y ademas usando el hecho de que —p(—v) <
q(v), tenemos

—p(—x) < —p(-v) +p(x —v) < q(v) + p(x — V).

Esto es cierto para todo v € V, por lo que el conjunto {q(v) + p(x —v):v €
V} tiene una cota inferior. Por lo tanto 1(x) esta bien definida para cada x € E.

Es evidente que r es positivamente homogénea y que r(x) < p(x) para todo
x €E (tomando v =0). Afirmamos que también 7r(x)=q(x) para

cada x € V. Para ver esto, supongamos que x € V. Entonces para todo v € V,

q) +p(x—v) 2q) +t q(x —v) 2 q(v + (x —v)) = q(x).

Por lo tanto,

r(x) =inf{q(v) + p(x —v):v € V} = q(x).

Este infimo se logra (cuando v = x), y asi r(x) = q(x).
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S6lo queda por demostrar que 7 es subaditiva en E. Sean x e y en E y suponga un
€ > 0. Escojav e wen V de manera que

€ €
qW) +px—v) <r(@) +5 y qw) +py-w) <r(y) +=.
Por la sublinealidad de p y q,
qv+w)+px+y—wW+w) <rkx)+r(y +e

Tomando el infimo sobre los elementos en V, tenemosr(x + y) < r(x) + r(y) +
€. Desde que € > 0 es arbitrario, r es subaditiva y la prueba estd completa.

Lema 2.3 Si p € B, entonces existe un minimo q € Pg tal que q < p.

Prueba. Sea P = {r € Pg:r < p}yseaC = (r;);e; una cadena en P. Parax € E,
dejemos
r(x) = infr;(x).
i€l

Afirmamos que r es un funcional sublineal sobre E. En primer lugar debemos
demostrar que 71 estd bien definida. Sea i €I y x € E. Por subaditividad,

0 < r;(x) + r;(—x). Por lo tanto, desde que r; € P,

ri(x) 2 —ri(=x) = —p(-x)

Por lo tanto, el conjunto {r;(x):i € I} tiene una cota inferior, y por lo tanto r
estd bien definida. La Homogeneidad positiva esta clara. Ahora mostramos la
subaditividad. Sean x e y elementos de E. Para cualquier &£ > 0, existen
indices i y j en I tal que

@ <r@+sy 1) <r)+:
Dado que C es una cadena, r; y r; son comparables. Sin pérdida de generalidad,
suponemos 1; < 7. Entonces
rx+y)<rjx+y <rx +r;(y) <)+ ;).

Por lo tanto
rx+y)<rx)+r(y)+e

Esto es cierto para todo € > 0, y asi r es subaditiva. Por construccion, r es una
cota inferior de la cadena C. Por lo tanto, por el Lema de Zorn, P contiene un
elemento minimo q.
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Afirmamos que q es realmente minima en Pg. Supongamos que gy €s un
elemento de B tal que q¢ < q. Entonces q¢9 < p, y asi q¢ € P. De ello se sigue
que qo es un elemento de P tal que qo < q, y asi qo = q por la minimalidad
de q en P. Esto completa la prueba.

Lema 2.4. Si q € P es minima, entonces q es lineal.

Prueba. Por el lema 2.1, es suficiente mostrar q(—x) = —q(x) para toda x € E.

Fijar un x € E y dejar V = {ax: a € R}. Definir un funcional lineal en V por
flax) = —aq(—x), a € R.

Si a<0, entonces f(ax)=q(ax), por la homogeneidad positiva
de q. Supongamos que a = 0. Por la subaditividad de q, tenemos que 0 <

q(ax) + q(—ax), y asi
flax) = —aq(—x) = —q(—ax) < q(ax).

De ello resulta que f < q en el subespacio V. Asi, por el Lema 2.2, existe un
funcional sublineal 7 en E tal que r < q y r|y = f. Entonces r = q por la
minimalidad de q, y asi f = q|y. Por lo tanto (tomando a¢ = 1), tenemos

q(x) = f(x) = —q(—x).
La eleccidn de x fue arbitraria, y por eso tenemos el resultado deseado.
Ahora estamos listos para probar el Teorema de Extension de Hahn-Banach
Prueba.

Por el lema 2.2, existe un funcional sublineal q en E tal que q|y = f y q < p. Por
el lema 2.3, existe un funcional sublineal minimo q, en E tal que q, < q. Por el

lema 2.4, la aplicacion q, es lineal en E. Sea f = q,.

Entonces f es lineal y f < p. Debemos mostrar que f|V = f.Desde que f <q
y qly = f, tenemos f < f en V. Sea x € V. Entonces f(x) < f(x).

Ademas, f(—x) < f(—x). Por linealidad, tenemos entonces f(x) = f(x). Se
sigue que f(x) = f(x) para todo x € V, segun se requeria.
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Teorema 2.2 (Teorema de Hahn-Banach Extension Mayorada) Sea E un
espacio vectorial sobre R o C, p una seminorma sobre E, V un subespacio
vectorial de E y f un funcional lineal sobre V, dominado por p, tal que

If)| <px), VxeV
Luego existe una extension f de f para E, dominada por p tal que

fO) =fx), vxev,

F)|<p(»), VyeE

Prueba:

Supongamos F = R. Luego f(x) < |f(x)| < p(x), Vx € V entonces el teorema
2.1 implica que hay una extensién lineal f: X — R tal que f(x) < p(x), Vx € E.
Pero luego f(—x) = —f(x) < p(—x) = p(x) asi |f| < p(x).

Supongamos F = C. Luego Rf es un funcional lineal real sobre X tal que
IRf(x)| < |f(x)| < p(x), Vx € V. Por la primera parte, existe un funcional
lineal real f1: X — R el cual extiende a Rf tal que |f;(x)] < p(x), Vx € X.
Hagamos F(x) = f1(x) — if,(ix). Entonces F es C lineal y extiende a f.

Para x € X, escribimos F(x) = |F(x)|e®. Luego
|F(x)| = e ®F(x) = F(e %) = RF(e %x) = f,(e"¥x) < p(e™¥x) = p(x)
Terminando asi la prueba.

Teorema 2.3 (Teorema de Hahn-Banach para Espacios Reales Normados
Extension Equindrmica) Supongamos que X es un espacio vectorial real
normado y sea V un subespacio lineal de X. Si f € V*, entonces alli existe una

extension f € X* tales que fly = fy ||f|| = |If]l.

Prueba. Definamos p(x) = || f||||x|| para x € X. Entonces f < pen V. (Tenga en
cuenta que f se define solo en V.) Por lo tanto, por el Teorema de Extension de
Hahn-Banach (Teorema 2.1), hay un funcional lineal f € X* tal que f<p y

flv = f. De ello se desprende directamente que ||f|| =|IfIl.

Ejemplo 2.1. Consideremos el espacio de sucesiones reales convergentes ¢. La
norma en este Espacio de Banach es |[|&|| =sup|§,|, donde &=
neN

(&n)n=1- Sabemos que ¢ es un subespacio de €, el espacio de todas las sucesiones
reales acotadas. Definir un funcional lineal f: ¢ — R por

F@=lim g, §=EDig€c @)
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La funcion f es acotada y || f || = 1. Por el Teorema 2.3 (el teorema de Hahn-

Banach para espacios reales normados), existe una extension lineal f: €, — R tal
que

fle=fylfll=1

Por construccion, f € (£4,)*. Ahora vamos a demostrar que f ¢ £;. (Tenga en
cuenta que, entre otras cosas, esto demuestra que €4 no es reflexivo.) Supongamos
por el contrario que f € £,. Entonces existe una sucesion de escalares (). de
tal manera que ).,—4|a,| = 1y tal que

f(f) = Yin=1Anén = (fn);o=1 € . (2,2)

Si x es una sucesion de valores escalares, entonces denotemos la n — ésima
coordenada de x por x(n). Sea e, la sucesion con un 1 en la m — ésima
coordenada y ceros en cualquier otro lugar, por loque e,,(m) =1ye,,(n) =0
si m # n. Ciertamente, tenemos e,,, € € para cadam € N. Asi, por (2.1),

flew) = flem) = lim e,,(n) = 0.

Por otra parte, por (2.2),
f(em) = § lanem(n) =Qy
n=

En consecuencia, &, para todo m € N. Esto implica que f = 0, lo cual es una
contradiccidn (porque ||)Ac || = 1). Llegamos a la conclusion de que f & €.

Ejemplo 2.2 Consideremos de nuevo el espacio de sucesiones reales convergentes

c, esta vez con el funcional sublineal p(§) = sup &, donde & = (§,,)=1. Como
neN

en Ejemplo 2.1, dejemos

f(f) = 1!2130 $n § = (En);o=1 €c

Entonces f es una norma funcional lineal en c. Esta claro que f < p en c. Por lo
tanto, por Teorema 2.1 (Teorema de la Extension de Hahn-Banach), existe un
funcional lineal f:€, — R tal que f|. = f y f < p. Como fue el caso en el
Ejemplo 2.1, se puede demostrar que f & £;.
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Vale la pena sefialar que f tiene una propiedad adicional. Si & es una sucesion
acotada de los niimeros reales no negativos, entonces f(§) = 0. Para ver esto,
supongamos que & = (§,)n=q ©S una sucesion acotada tal que &, = 0 para
todo n € N. Entonces

p(—=$§) = ilelg(_fn) <0

Por construccion, f < p en €.,y asi, f(—&) < 0. Por lo tanto, f(&) = 0, por la
linealidad de, f.

Como una extension simple, observe que, para las sucesiones § = (§)n=1 Y

n=Mp)n=1 n £,, tenemos f(f) > f(n) >0 siempre que &, =1, para
todan € N.

Observacion 2.1 La existencia de f y f en los ejemplos anteriores esta garantizada
por el Teorema de Hahn-Banach, pero esto se basa en el axioma de eleccion. No
existe una formula para la construccion de f o f y de hecho, ninguna formula
puede existir. Si el axioma de eleccion se sustituye por un supuesto mas débil,
entonces €5, = €. Esto significa, por un lado, que cualquier funcional lineal en
€, que puede escribirse explicitamente debe pertenecer a €;.

Cuando una extension de un funcional lineal es encontrado usando El Teorema
de Hahn-Banach, que a veces se llama una extension de Hahn-Banach del
funcional. Las extensiones f y f en los ejemplos 2.1 y 2.2 (respectivamente) son
ambos extensiones de Hahn-Banach del mismo funcional lineal acotado f. Las
extensiones de Hahn-Banach son en general no inicas, como el siguiente ejemplo
ilustra.

Ejemplo 2.3 Sea c el espacio de las sucesiones convergentes y sea f(§) = lim &,
n—oo

para toda § = (§,)n=1 en €. Entonces f es un funcional lineal en ¢ con ||f || = 1.

Ahora sea 1; = (0,1,0,1, ...) la sucesion que tiene 0 en cada coordenada
impar y 1 en cada coordenada par. Sea X el subespacio de €., generada por ¢y
1g. (Es decir, sea X el subespacio mas pequefio de €, que contiene todas las
secuencias en ¢ y la sucesion 1g.) Extenderemos el funcional lineal f para X de
dos maneras:

fe=1limx,, vy fo(x) = lim x;,,,4,
n—oo n—oo

donde x = (x,);—1; es una sucesion en X. Observe que fg(§) = f(&) =
fo (&) para toda sucesion € € c.
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Cada uno de los funcionales lineales fg y fo son acotados en X y tienen norma
uno. Por el teorema de Hahn-Banach, estos funcionales lineales acotados pueden
extenderse para la norma uno los funcionales fr y fo (respectivamente) en
£ . Porque

fElc:folczfa

y ambos fr v fo tienen norma 1, son ambos extensiones de Hahn-Banach de f a
€. Se ve facilmente, sin embargo, que fr y fo son funcionales lineales distintos

en €, porque fE(lE) =1 on(lE) = 0.

En el ejemplo anterior, encontramos dos distintas extensiones de Hahn-Banach
para el funcional lineal acotado f dividiendo N en dos conjuntos, es decir el
conjunto de los nimeros pares y el conjunto de los nimeros impares. Podemos
encontrar mas alld extensiones de Hahn-Banach para f repitiendo el mismo
argumento utilizando diferentes particiones de N.

Cuando p € [1, 00), en realidad se puede escribir una férmula explicita para los
funcionales lineales en €,,. En ultima instancia, esto es porque €, €s un espacio
separable cuando p € [1,00). El espacio €, sin embargo, es enorme, y
consecuentemente €5, es un "monstruo”. Para conseguir alguna perspectiva del
tamafio de €, considere el conjunto § de todas las sucesiones de ceros y unos,
que estd sin duda contenida en £,. Cualquiera de los dos elementos
distintos £ y ; en S deben diferir en al menos una coordenada, y asi || — 1|, =
1. El tamafio de S es |S| = 2%, el tamafio del continuo (también denotado por ¢),
y asi €, esté lejos de ser separable.

Observacion 2.2 (Separabilidad y espacios cldasicos) L.os comentarios anteriores
muestran que el espacio €, de sucesiones acotadas no es un espacio separable. Por
otro lado, el espacio de #,, de sucesiones p-sumables es separable cuando p €
[1, ), porque el conjunto {e: k € N} es un subconjunto denso numerable de £,,,

donde ey, es la sucesion con 1 en la k — ésima coordenada y cero en cualquier
otra coordenada.

El espacio C[0,1] de funciones continuas en [0, 1] es separable, porque el
conjunto {t*: k € N U {0}} es denso en C[0, 1], por el teorema de aproximacion
de Weierstrass. En consecuencia, €l espacio L,(0,1) de funciones medibles p—
integrable en [0, 1], donde p € [1, ), también es separable, debido a que C[0, 1]
es denso en este espacio, por el teorema de Lusin. El espacio L, (0, 1) de funciones
medibles esencialmente acotadas en [0, 1] no es separable, sin embargo. Observe
que {X10x: 0 < x < 1} es una coleccion innumerable de funciones en L, (0,1) y

”X [os] — X [o,t]”Oo = 1 siempre que s # t.
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Teorema 2.4 (Teorema de Hahn-Banach para Espacios Complejos
Normados) Suponga que X es un espacio vectorial complejo normado y sea V un

subespacio lineal de X. Si f € V*, entonces existe una extension f € X* tales que

flv =1y |Ifll = IFl.

Prueba. Sea Xy el espacio real de Banach subyacente (olvidemos que se puede
utilizar escalares complejos). Definamos fo:V = R por fo(V) = R(f(v)) para
toda v € V. Entonces f, es un funcional lineal real en V. Por otra parte, para
todov €V,

[fo@) = If @) = lIfIlllvl

y asi ||foll < f. Por el Teorema 2.3 (Teorema de Hahn-Banach para espacios
reales normados), el funcional lineal f, tiene una extension fo: Xg — R que es

lineal y tal que || fol| = IIfoll < IIfIl-

Definamos
F(x) = fo(x)-if,(ix), x € X. (2.3)
Observe que si v € V, entonces (ya que f es lineal complejo)
fo(iv) = R(f(iv)) = R(if (v)) = —J(f()).

De ello se desprende que, paratodov € V,
f@) = fo(@) — ifo(iv) = R ) +iFF®)) = f(W).

Por lo tanto, f es una extension de f. Por construccion, f es R-lineal.

Para ver que también es C -lineal, reemplacemos ix en (2.3), para x € X,
f(ix) = fo(ix) +ifo(x) = i f(x).
Queda por demostrar que ||f|| = IIfIl. Sabemos que ||| = IIfIl, ya que f es una

extension de f. Supongamos que x € X con ||x]| < 1. Sabemos que f(x) €

C. Tomemos @ € R para que e’® f(x) € R. Entonces, por linealidad, f(e® x) €
R. Por lo tanto,

(e x) = fo(e® x),
y entonces
[F0| = |e* F0| = [Fo(e®® 0| < [|Folllle® x[| < lIFNlIxII.

En consecuencia,

f” < |Ifll, lo que completa la prueba.
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2.2 Forma Geométrica del Teorema de Hahn-Banach: Separacion de
Conjuntos convexos

Ahora introducimos la forma geométrica del teorema de Hahn-Banach el cual
garantiza la separacion de conjuntos convexos en espacios lineales normados por
hiperplanos. Este teorema es crucial para investigar o averiguar la existencia de un
Optimo en problemas de optimizacion, constituyendo asi una herramienta especial
en este tipo de problemas.

Teorema 2.5 (Hahn-Banach, primera Forma Geométrica). Sean AC Ey B C
E dos subconjuntos convexos no vacios tal que A N B = Q. Asumamos que uno de
ellos es abierto. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa A y B.

Similarmente a como se hizo con el teorema de extension version analitica la
prueba del teorema 2.5 se consigue con los siguientes dos lemas.

Lema 2.5. Sea C c E un conjunto convexo abierto con 0 € C. Para todo x € E,
p(x) = inf{a > 0, alx € C}

(p es llamado el calibre de C o el funcional de Minkowski de C).

Entonces p satisface

1. p(Ax) = Ap(x), VXEE y VA >0,
2. p(x+y) <p)+pQ) Vx,y €E.

Y ademas las siguientes propiedades:

3. Existe una constante M tal que 0 < p(x) < M||x||, Vx € E,
4. C={x€E;P(x) <1}.

Prueba del lema 2.5. Es obvio que se satisface 1.

Prueba de 3. Sea r > 0 tal que B(0,r) c C; claramente tenemos
1
p(x) < - Irll, Vx€E.

Prueba de 4. Primero, supongamos que x € C; como C es abierto, se sigue que
(14 &)x € C para € > 0 bastante pequefo y por consiguiente p(x) < ﬁ < 1.

Inversamente, si p(x) <1 existe a@ € (0,1) tal que a lx €C, y asi x =
alalx)+(1-a)0 €C.

36



X
p(x)+e

y , I (1-t)y ) _
e € C. Asi i + S Gyre € C para todo t € [0,1]. Escogiendo el valor t =
p(x)+e x+y
p(x)+p(y)+2¢ p(xX)+p(y)+2¢
llegamos ap(x +y) < p(x) + p(y) + 2¢, Ve > 0.

Prueba de 2. Sea x,y € E y sea € > 0. Usando 1. y 4. obtenemos que Cy

, encontramos que € C. Usando 1. y 4. una vez mas,

Lema 2.6. Sea C C E un conjunto abierto convexo no vacio y sea xo € E con xo &
C. Entonces existe f € E* tal que f(x) < f(xy), Vx € C. En particular, el

hiperplano [f = f(xq)] separa {x¢}y C.

Prueba: Podemos asumir siempre que 0 € C. Podemos asi introducir el calibre p
de C (ver lema 2.5). Consideremos el subespacio lineal G = Rx, y el funcional
lineal g: G — R definida por

g(txy) =t t e R
Es claro que
gx) <pk), VXEG

(Consideremos los dos casos t > 0y t < 0). Se sigue del Teorema 2.1 que existe
un funcional lineal f en E que extiende g y satisface

f(x) <px), Vx € E.

En particular tenemos f(xo) = 1 y que f es continua por 3. De 4. deducimos que
f(x) < 1paratodax € C.

Prueba del teorema 2.5. El conjunto € = A — B, asi que C es convexo, C es
abierto y 0 € C (porque A N B = ). Por el Lema 2.6 existe algun f € E* tal que

f(z) <O, Vz € C,
Esto es,

fx) < f(y), Vx € A, Vy € B.

Fijemos una constante & satisfaciendo

sup f(x) < a < inf f(y).
yEB

XEA

Claramente, el hiperplano [f = «] separa A y B.
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Teorema 2.6 (Segunda Forma Geométrica del Teorema de Hahn-Banach).
Sean A € E y B c E dos subconjuntos convexos no vacios tal que AN B = Q.
Asumamos que A es cerrado y B es compacto. Entonces existe un hiperplano
cerrado que separa estrictamente A y B.

Prueba. El conjunto € = A — B, C es convexo, cerrado, y 0 € C. Por lo tanto,
existe r > 0 tal que B(0,7) N € = @. Por el Teorema 2.5 es un hiperplano cerrado
que separa B(0,71) y C. Por consiguiente, existe algun f € E*, f #+ 0, tal que

fx—y) < f(rz), Vx € A, Vy € B, vz € B(0,1).
Se sigue que f(x —y) < —r||f|l, Vx € A, Vy € B. Haciendo € = %rllfll > 0,

obtenemos
fX)+e<f(y)—¢ Vx € A, Vy € B.

Escogiendo « tal que

supf(x)+e<a<inff(y) —e¢
x€A YEB

Vemos que el hiperplano [f = «a] estrictamente separa Ay B.

Observacion 2.3. Asumamos que A € E y B c E son dos conjuntos convexos no
vacios tal que AN B = @. Si no suponemos mas alla, es en general imposible
separar A y B por un hiperplano cerrado. Sin embargo, si E es finito-dimensional
podemos siempre separar cualquiera dos conjuntos convexos no vacios Ay B tal
que ANB = Q.

Concluimos esta seccion con un exitoso hecho:

Corolario 2.1 Sea F c E un subespacio lineal tal que F # E. Entonces existe f €
E*, f + 0, tal que
(f,x) =0 VxEeF.

Prueba. Sea x, € E con xg € F. Usando el Teorema 2.5con A =Fy B = {x,},
encontramos un hiperplano cerrado [f = a] que separa estrictamente F y {x,}.
Asi, tenemos

(f,x) < a<(f, xp) Vx €F.

Se sigue que (f,x) = 0, Vx € F, desde entonces A(f, x) < a paratoda A € R.

Observacion 2.4. El Corolario 2.1 es usado muy a menudo para probar que un
subespacio lineal F c E es denso. Es suficiente demostrar que todo funcional
lineal continuo en E que deja de existir en F debe dejar de existir en todas partes
de E.
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2.3 Otros Resultados

Consecuencia 1.
Sea x € X, x # 0. Entonces existe una f € X" tal que ||f|| = 1y [|fF(x)] = ||x]l.
Prueba:
Es necesario probar que si
xeXx#0=>3feX : |fll=1y lIfIl = x|l
Consideremos

M={Ax :21€K}.
Definimos

f(Ax) = A|x]|.

f es un funcional lineal sobre M:

f(xq+xp) = f(/}}jf + &zjf) = (41 + 1) | x]]
X1 X2
= Aqllx]] + A |[x]| .
f(x1) f(x2)
flaxy) = f@d)

X1

Aplicando ahora la definicion de f

= al|lx|| = af(xy).
~—_~———
f(x1)

Parad=1 f(x)=|x|.
f continuo sobre M:

[f(Ax)| = |Allx]I| = [Alllx]l = llAx]| = [Ifll < 1.

Luego,
|f (Ax)] If )
V)L * 0 = 1 S sup —— = )
ax P Ty - W
dedonde ||f]| =1.
Luego por el teorema 2.3 3f € X~ : ||f|| =fll=1y f(x) =fx) = x| .
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Observacion

El funcional lineal construido asi se llamard “funcional lineal normalizador al
punto x”, y se denotara por f,. Este funcional lineal no necesita ser unico en
general (desde que las extensiones no son Unicas como veremos después).

La consecuencia 1 afirma la existencia de algiin espacio lineal normado no trivial
de un funcional lineal continuo diferente de cero, esto es, de la consecuencia se
deduce que si para algun elemento x € X se cumple que f(x) = 0 para f funcional
lineal del espacio conjugado X* entonces x = 0.

La consecuencia 1 tiene también un aprovechamiento geométrico asi a través de
cualquier punto x, en alguna bola ||x|| < r esto es, ||xq|| = 7 se puede trazar un
plano en esta bola.

Consecuencia 2.
Sean X un espacio normado, x,y € X, x # y. Demostrar que si existe una f € X’

tal que, f(x) = f(y) .
Prueba:

Seax—y#0=>3feX : f(x—y)=|x—y|.Entonces
fx=y)=fx)—f» = f)=Ff+

||x —
~———————
>

yll
0

= f) =)
Observacion

Esto se resume diciendo que el funcional f separa x de y, o también que X* separa
los puntos de X.

Consecuencia 3.
Sean X un espacio normado, X, € X y supongamos que para cualquier f € X', tal
que ||f]] = 1, se cumple la desigualdad |f(xq)| < 1. Demostrar que |[xo|] < 1

Para el caso de que x5 = 0 tenemos una trivialidad. Para el caso xy # 0, por la
consecuencia 1 tenemos que If € X" tal que ||flIl=1 y |f(xo)] = |lxoll
aplicando directamente la hipotesis tenemos que ||x]| < 1.
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Consecuencia 4.

Sea x4(t) € C[0,1], xo # 0, consideramos el subespacio unidimensional L=
{Axy(t)} donde A € R. Definamos sobre L un funcional lineal f mediante la
igualdad f(x) = Asix = Ax, .

1
a) Demostrar que ||f]| = Pk

b) Seglin el teorema 2.3 f se puede prolongar sobre todo el espacio C[O0,1]
conservando la norma. ;Es tnica esta prolongacion si x¢(t) = 1 — 2¢t?

Prueba:

Inciso a) f(Axy) = A4 es lineal

lxoll _ I2lllxoll _ 1 Feor_ 1
(Axp)| = 14| 70 = = o lIxll = su =l
P& 1= AT ™ el ol w0 Nl Il
7l
Inciso b)
1 1
xo(t) =1-2t f(Axo) =2 “f“ - llxoll - tgfg){ﬂxo(t)l -

Consideremos

f1(x) =x(0) y f2(x) = —x(1)

Se tiene que

||f1|| = ||f2|| =1

Probemos que f; y f coinciden con f sobre L

f1(4x,) Def.=de f1 (4x0)(0) =2Ax¢(0) = 4 (1 - 2(0))
=1
= 4= f(4x)
f20x0) ) = (~2x)(1) = = Axo(1) = (=) (1 - 2(D))
=1
= 4 = f(4x)

Luego f1 y f2 son dos prolongaciones de f a C[0, 1] que preservan la norma.
Observacion
Este resultado muestra que las extensiones pueden ser o no ser Unicas.
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Consecuencia 5.
Sean L € X una variedad lineal, xy € X, xo € Ly d = p(x,, L) > 0. Entonces

una f € X’ tal que f(x) = 0 para cualquier x € L, f(xo) =1y ||fll = %

Consideremos
M={Ax,+1l: A€K, lel}
Definamos
f(Axo+ 1) = A

Hay que probar que f es un funcional lineal, continua sobre L y que ||f]|| = 1/ d

para aplicar seguidamente la consecuencia 1.

flaxy + Bxz) = fla(A1x¢ + 1) + B(A2x0 + 15)]
= fl(ady + BA2)xo + (aly + Bly)]

= aldy + BA; = af(x1) + Bf(xz)

f continua:

I I
1] x0—<——)||, VA%0, donde ——€lL

d d

%o + DI = 415 <
d d
1
“If Ao+ DI < S 1A% + 1
Observemos que si 4 = 0, entonces
FOI< =1
d
Luego,
Ifll <=
—d
Se tiene que
If(Axo — DI < lIfllllxo =, VIEL
Como

d=infllxo - Ill, 3HLIcL l,->|xg-Ll —d
leL n—-oo
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Sustituyendo
1<|Ifllllxo =1l  Vvn

Pasando el limite

1
L=llflld= - = IIfl

Por la consecuencia 1. 3f € X f(xg) =1y ||f|| = %.

Observacion
Esta consecuencia tiene la siguiente interpretacion:

Para que x sea un punto limite de alguna combinacién lineal de funcionales tipo
Yi=1 CiX; es necesario y suficiente que f(x) = 0 para todo f, funcionales lineales
que son iguales a cero en {X;, X5, ... X, ... }

Consecuencia 6.
Si X # {0} es un espacio real lineal normado, entonces existen siempre
funcionales lineales no triviales en X.

Prueba. En el teorema de Hahn-Banach tomamos p(x) = ||x||. Ahora tomamos
cualquier xo # 0 y definamos M = {ax, , @ real}. Entonces M es un subespacio
y si se tiene f(axy) = al|xy|| entonces f es lineal y continuo en M. De aqui
podemos extender f hasta X con preservacion de la norma (por el teorema 2.3).
Asi cada elemento x distinto de cero de X genera un funcional lineal continuo en
X cuyo valor en xg es ||x]| > O.

Consecuencia 7.
Sea X un espacio real lineal normado y supongamos f(x) = 0 para toda f € X*.
Entonces se debe tener x = 6.

Prueba. Si x # 0 existe, por el resultado anterior, f € X* tal que f(x) > 0,
mientras asumamos que f(x) = 0 para toda f € X*. De aqui el resultado.
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Consecuencia 8.

Sea E un espacio vectorial topologico real, A subconjunto convexo abierto no
vacio, B subconjunto convexo no vacio en el cual no se encuentra A. Entonces hay
un funcional lineal continuo f y un nimero real a tal que:

Ac{x€E, f(x)<a}, Bc{x€E; f(x)=a}.
Prueba:

El conjunto € = U,cg(A — z) = A — B (conjunto de diferencias de elementos de
Ay elementos de B, no A N B) es abierto, como una reunion de conjuntos abiertos
y este es convexo, desde que este es la imagen de A X B por la aplicacion (y, z) —
y — z. Este es no vacio, y no contiene al 0. Por el teorema de Hahn-Banach version
geométrica, existe un hiperplano cerrado en el cual no se halla C: uno puede
encontrar un funcional lineal continuo f tal que f(x) < 0, para toda x € C.

Por consiguiente, tenemos f(y) < f(z), para toda y € A, y toda z € B. Asi, si
ponemos & = igg f(z), tenemos
z

fy) <a<f(2), Vy € A, Vz € B.
Esto no es atin nuestra declaracion pero desde que A es abierto, tenemos
Ac{y€E; f(x)<aj},
lo cual finaliza la prueba.

Sitenemos Ac{x€E; f(x)<a}yBc{x€E; f(x) = a} decimos que el
hiperplano {x; f(x) = a} separa A y B cada una de estas lineas recae sobre un
espacio medio cerrado. Si tenemos AC{x€E; f(x)<a} y Bc{x€
E; f(x) > a}, decimos que este hiperplano separa estrictamente Ay B.
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Ahora establecemos el analogo del resultado anterior para espacios vectoriales
complejos. Diremos que un conjunto A, contenido en un espacio vectorial
complejo E, es C —simétrico si, cuandoquiera x € A, luego, para toda a € C con
|A| =1, Ax € A (tales conjuntos son ademas llamados “balanceados”).

Consecuencia 9.

Sea E un espacio vectorial topologico complejo, A un conjunto convexo, abierto,
C —simétrico, y no vacio. B un conjunto convexo no vacio, el cual no contiene A.
Luego hay un funcional lineal continuo (complejo) f y un numero a > 0 tal que:

Ac{x€E; |f(x)|<a}, Bc{x€E; |f(x)| = a}.
Prueba:

Por resultado anterior, hay un funcional lineal continuo g sobre E y un nimero
a € R tal que

Ac{x€E; glx) <a}, Bc{x€E, gx) = a}

Desde que 0 € A (A es convexo y C —simétrico), tenemos 0 < a. Pongamos
f(x) =g(x) —ig(ix);luegoR f = g, y asi

If)|=>Rf(x) >a,  six€B.

Tomemos ahora x € A,y 0 tal que
F =% (e°(x)) = g(e®x).

Desde que 4 es C —simétrico, e®x € Ay |f(x)| < a, lo cual prueba el resultado.
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Consecuencia 10.
En cualquier espacio polinormado L hay suficientemente muchos funcionales
lineales continuos para separar cualesquiera dos puntos.

Prueba:

Ciertamente, si X,y € L y x # y, sabemos que cada vecindad de ceros en un
espacio convexo localmente contiene un conjunto convexo balanceado abierto;
esto es existe una vecindad convexa balanceada U de cero que no contiene x — y.
Sea p=py, Lo =K(x—1y),y fo(x —y) =1. Por teorema de Hahn-Banach
existe un funcional f € L* tal que f(x) — f(y) =1y |f(x)| < py(x).

Consecuencia 11.
Sea U, y U, conjuntos convexos disjuntos en L, uno de los cuales es abierto. Luego
existe un hiperplano T separando U, y U,.

Ciertamente, dejemos U = Uy — U, = {0}. Luego U es un conjunto convexo
abierto, y § es una variedad lineal disjunta de U. Sea T un hiperplano conteniendo
S y disjunto de U. Desde que T contiene al cero, este es determinado por una
ecuacion f(x) = 0, donde f es un funcional lineal sobre L desde que U es convexo
y disjunto de T, toma valores de un solo signo sobre U.

Suponga por definiciones que f(x) > 0 para x € U. Recordando la definicion de
U, vemos que f(xq) > f(x,) para toda xq; € Uy, x5 € U,. Dejemos ¢ =
sup f(x;). Luego el hiperplano T = {x: f(x) = c} separa U; y U,.

x2€U2

Comentario

El requerimiento que U; y U, sean abiertos en la afirmacidn anterior es esencial.
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Comentarios del capitulo 2

1. Generalizaciones y variantes de los teoremas Hahn-Banach

La primera forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach (Teorema 2.4) es aun
valida en Topologia General de espacios vectoriales. La segunda forma geométrica
(Teorema 2.5) se aplica en espacios localmente convexos—tales espacios juegan
un papel importante, por ejemplo, en la teoria de distribuciones. Los lectores
interesados pueden consultar N. Bourbaki [13].

El Teorema de Hahn-Banach es un poderoso teorema de existencia cuya forma es
particularmente apropiada para aplicaciones en problemas lineales. Algunas
formas en las cuales resuenan a lo largo del andlisis funcional incluyen:

a)

b)

d)

El teorema de Krein-Milman

La segunda forma geométrica del teorema de Hahn-Banach es un
ingrediente basico en la prueba del teorema de Krein-Milman.

Teorema (Krein-Milman). Sea K c E un conjunto convexo compacto.
Entonces K coincide con la envoltura convexa y cerrada de sus puntos
extremos. El teorema de (Krein-Milman) tiene por si mismo numerosas
aplicaciones y extensiones (tales como el teorema de representacion integral
de Choquet, el teorema de Bochner, teorema de Berstein, etc.). En este tema
muy extenso, recomendamos ver N. Bourbaki [13], W. Rudin [14].

En la teoria de ecuaciones diferenciales parciales.

Mencionemos, por ejemplo, que la existencia de una solucién fundamental
para un operador diferencial general P(D) con coeficientes constantes (el
teorema de Malgrange—Ehrenpreis) se sustenta en la forma analitica de
Hahn-Banach; ver W. Rudin [14].

Teorema de la Integral de Cauchy: para funciones analiticas de valor
vectorial x: D — X, X un espacio de Banach, D un dominio del plano

complejo C.

Criterio de Helly: para resolver sistemas de ecuaciones lineales en espacios
normados reflexivos.
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El alcance del Teorema de Hahn-Banach se extiende mas alla del analisis
funcional

El anélisis convexo y los principios de dualidad son temas que considerablemente
se han incrementado y se han hecho progresivamente populares en los ultimos

anos.

Entre las aplicaciones mencionamos las siguientes:

a)

b)
c)

d)
e)

f)

g)

Teoria de Juegos, teoria de control, economia, optimizacion,
programacion convexa.

Mecanica y Termodinamica.

La teoria de operadores mono6tonos y semigrupos no lineales; ver H.
Brezis [11].

Prueba de la existencia de Funciones de Green.

Problemas de variacion que involucran soluciones periddicas de
sistemas Hamiltonianos y cuerdas vibrantes no lineales.

La teoria de desviaciones grandes en probabilidad; ver Tailen Hsing
[3].

La teoria de ecuaciones diferenciales parciales y analisis complejo; ver
H. Brezis [11].
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3. CONCLUSIONES

Junto con los teoremas de Banach-Steinhaus, la aplicacion abierta y el grafo
cerrado, el teorema de extension de Hahn-Banach constituye uno de los cuatro
pilares fundamentales del Analisis Funcional lineal , este permite asegurar la
existencia, sobre un espacio vectorial o un espacio normado, de funcionales
lineales que satisfagan cualquier propiedad razonable, sin mas que construir
un subespacio adecuado, definir un funcional sobre ese subespacio
verificando las condiciones requeridas y aplicar un teorema de extension.

La riqueza del teorema de Hahn-Banach como generador de funcionales hace
que dicho teorema se encuentre en la base de la teoria de la dualidad de
espacios normados, la cual es a su vez importante porque muchas propiedades
de un espacio normado tienen su reflejo e, incluso, se estudian mejor, en el
espacio dual que en el primal.

La presente tesis recoge solamente una parte muy pequeiia del potencial del
teorema de Hahn-Banach, de manera que el campo que se abre ante quien
desee profundizar en su estudio es inmenso. Nos hemos limitado a considerar
los aspectos basicos del teorema en espacios vectoriales y normados.

El teorema de Hahn-Banach sirve como parte fundamental de soporte de
otros resultados, los cuales se mencionaron al final del capitulo 2, este teorema
se basa en el axioma de eleccion, garantizando la existencia de la prolongacion
de un funcional, la cual puede ser o no ser unica.

El teorema de Hahn-Banach asegura la existencia de la extension mas no
proporciona un método para obtenerla salvo en espacios finitos. Este teorema
es un resultado gravido en espacios lineales mas falla en general en espacios
no lineales.

Ademas del impacto en el analisis funcional, este resultado alcanza otras areas
de las matematicas, tales como la teoria de la aproximacion, la optimizacion,
el analisis complejo, las ecuaciones en derivadas parciales; e incluso, a otras
disciplinas, entre las que cabe citar las finanzas, la termodinamica o la
mecanica de fluidos.
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Apéndice A

Fundamentos de la Teoria de 1a Medida

En este apéndice, le damos un breve resumen de los fundamentos de la teoria de la
medida. Para discusion detallada de la teoria de la medida, una buena fuente es el
Analisis Real y Complejo por W. Rudin [14].

A.1.Mensurabilidad

Definicion A.1. Sea X un conjunto. Una coleccion A de subconjuntos de X se
llama una o — algebra de conjuntos en X si las tres afirmaciones siguientes son
verdaderas:

a) El conjunto X estd en A.
b) Si A € A, entonces A € A, donde A€ es el complemento de A en X.
¢) Sid, € Aparatodan € N,ysi A = U, -, 4, entonces A € A.

Un conjunto X junto con una o —algebra A es llamado un espacio medible y se

representado por (X, A), o simplemente por X cuando no existe ningtn riesgo de
confusion. Los elementos A € A son conocidos como conjuntos medibles.

A partir de a) y b), podemos ver facilmente que el conjunto vacio es siempre
medible; esto es, @ € A. Si A, € A para toda n € N, entonces N, -4 4, siempre
es medible, por b) y ¢), porque

(o] o c
M= (Uar)
n=1 n=1

Entre otras cosas, podemos concluir que, para los conjuntos medibles A y B, el
conjunto A\B = A N B¢ es medible.

El o en el nombre o —algebra se refiere al supuesto de contabilidad en c¢) de la
definicion A.1. Si se requiere s6lo uniones finitas de conjuntos medibles para estar
en A, entonces A es llamada una dlgebra de conjuntos en X.
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Definicion A.2. Sea (X, A) un espacio medible. Una funcion de valores escalares
f con dominio X es llamada medible si f 1 (V) € A siempre que V sea un conjunto
abierto en el campo escalar.

Ejemplo A.1. Sea (X, A) un espacio medible. Si E € X, entonces la funcion
caracteristica (o funcion indicadora) de E es la funcion definida por

Xp(x) = {

1 sixeE
o0 Ssix¢E

La funcion caracteristica de E es medible si y solo si E € A. La funcion
caracteristica X también se denota por 1.

Supongamos que u y v son funciones de valores reales. Entonces f = u + iv es
una funcién de medida compleja si y sélo si u y v son funciones reales
medibles. Ademas, si f y g son funciones medibles, entonces también lo es f + g.

Funciones medibles tienen un buen comportamiento. Por ejemplo, si (f)y=1 €S
una sucesion de funciones medibles con valores reales, entonces las funciones

sup f, = limsup f,

neN n—oo
son medibles siempre que los valores de la funcidon sean finitos. En particular,

si (fr)ne1 ©s una sucesion convergente de funciones medibles con valores
escalares, entonces el limite de la sucesion es también una funcidon medible de
valor escalar.

Definicion A.3. Una funcion simple es cualquier combinacion lineal de funciones

caracteristicas; esto es
n

z a]-XE]-,

j=1
donden € N, a4, ..., a, son escalares, y Eq, ..., E,, son conjuntos medibles.

Ciertamente, cualquier funcion simple es medible, ya que es una suma finita de
funciones medibles.

El siguiente teorema es clave para el futuro desarrollo de la teoria de la medida.

Teorema A.1. Sea (X, A) un espacio medible. Si f es una funcion medible
positiva, entonces existe una sucesion (Sp)q—q1 de funciones simples tales que:

0SS1SSZS"'Sf

flx) = r!l_)ngo sp(x), x € X.
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A.2. Medidas positivas e Integracion

En esta seccion, consideraremos las funciones definidas en una o —algebra A.
Tales funciones son llamadas conjuntos de funciones. Por ahora, limitaremos
nuestra atencion al conjunto de funciones que toman valores en el intervalo [0, oo].

Definicion A.4. Sea (X, A) un espacio medible. Una conjunto de
funcion u: A — [0, 0] se dice que es numerable aditivo si

u CJA]- =§:u(Aj), (A.1)
j=1 j=1

. o .y . . . .
siempre que (A]-)_ , ©8 una sucesion de parejas disjuntas de conjuntos
]:

medibles. Por parejas disjuntas nos referimos A;NA; = @ siempre que j # k.

Un conjunto contablemente aditivo de funcion u: A — [0, ] tal que u(@) =0
se llama medida positiva en A. En tal caso, llamamos la tripleta (X, A, p)
un espacio de medida positiva. Si la o —algebra se sobrentiende, a menudo
escribimos (X, i) para el espacio de medida positiva y decimos que @ es una
medida positiva sobre X.

Notese que permitimos que g alcance valores infinitos. La suposicion de
que u(®) = 0 es para evitar el caso trivial en que la funcion de conjunto es siempre
co. De manera equivalente, podriamos suponer que existe algin A € A tal que
p(4) < oo.

Ejemplo A.2. El o —algebra de Borel en R es el o —algebra mas pequefia que
contiene todos los intervalos abiertos en R. A medida definida en la 0 —algebra de
Borel en R es llamada una medida de Borel en R.

Sea p una medida positiva en una o —algebra. Un conjunto mensurable que tiene
medida cero con respecto a u es llamada un conjunto g —nulo o un conjunto
u —medida-cero. Un subconjunto de un conjunto @ —nulo es lamado
U —insignificante. Un conjunto u —insignificante puede o no ser medible. Si cada
conjunto u —insignificante es medible (y por lo tanto un conjunto g —nulo), luego
la medida u es llamada completa. (Es decir, p es completa si cada subconjunto de
un conjunto u —nulo es 4 —medible y tiene g —medida cero.)
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Ejemplo A.3. (Medida de Lebesgue) Sea B o —algebra de Borel en Ry sea m
una medida positiva de Borel en B definida de modo que m((a, b)) = b —
a cada vez que a y b son nimeros reales tales que a < b. (Esta medida se puede
demostrar que existe.) Ahora definimos una medida completa en R que esta de
acuerdo con m para todos los conjuntos medibles de Borel en 8. Para ello, vamos
a ampliar nuestra o —algebra.

La o —algebra de Lebesgue en R es la coleccion de todos los conjuntos de
la forma B U N, donde B € B y N es un conjunto m —insignificante. Definamos
una medida A en esta coleccion de conjuntos por la regla A(B U N) = m(B) para
cualquier conjunto B m —medible y cualquier conjunto N m —insignificante. Se
puede demostrar que A es una medida aditiva contablemente completa en la
o —algebra de Lebesgue en R. La medida A es llamada medida de Lebesgue
sobre R.

La o —algebra de Lebesgue en R es la menor o —algebra en R que
contiene los conjuntos mensurables de Borel y todos los subconjuntos de los
conjuntos de m —medida—cero. En consecuencia, todo conjuntos medible de
Borel son medibles de Lebesgue, pero hay conjuntos medibles de Lebesgue que
no son medible de Borel.

Ejemplo A.4. (Contando medida) Otro ejemplo clasico de una medida positiva es
la llamada medida de conteo en N. Sea A el conjunto potencia, que es la familia
de todos los subconjuntos de N, a menudo denotado por P(N) o 2N. Para
cualquier subconjunto A € N, definimos n(A4) siendo el tamafo (o cardinalidad)
del conjunto A. Entonces n es una medida positiva en N y n(N) = oo,

Definicion A.S. Una medida positiva que alcanza so6lo valores finitos es
llamada finita. Si p es una medida positiva en X tal que u(X) = 1, entonces
llamamos p una medida de probabilidad.

Ejemplo A.5. La restriccion de la medida A del ejemplo A.3 para el intervalo
unitario [0, 1] es una medida de probabilidad.

Hagamos algunas observaciones obvias acerca de las medidas
positivas. Supongamos que (X, A, p) es un espacio de medida positiva. Si A
y B son conjuntos medibles tales que A € B, entonces u(A) < u(B). También,

observe que si p es una medida positiva finita, entonces u(-)/u(X) es una medida
de probabilidad.
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Definicion A.6. Sea (X, A, u) un espacio de medida positiva y sea § =
Yj=1 a;Xg; una funcion simple. Para cualquier A € A, definimos la integral de s

sobre A con respecto a u por
n

fsdu = z a; p(ANE;).
A =
(El valor de esta integral no depende de la representacion de s que se utiliza.)

Si f:X—->R es una funcion medible no negativa, entonces
definimos la integral de f en A con respecto a p por

Lfdu = sup {Lsdu},

donde se toma el supremo sobre todas las funciones simples s tales que s(x) <
f(x) para todo x € X.

Con el fin de ampliar de manera significativa nuestra nocioén de una integral
a una clase mas amplia de funciones, primero definimos la clase de funciones para
las cuales nuestra integral existira.

Definicion A.7. Sea (X, A, u) un espacio de medida positiva. Una funcion
medible de valor escalar f es llamada integrable de Lebesgue (o
simplemente integrable) con respecto a u si.

fx fldp < oo.

Si f'es integrable con respecto a u, entonces escribimos f € Ly ().

Ahora, sea (X, A, p) un espacio de medida positiva y sea f: X - R una
funcion integrable de valor real. Definamos la integral de f en A por

jA fdu = fA frdp - fA fdu

Fr = [f@ () 20

0 en otro caso

donde

es la parte positiva de f, y

f(x) = {—f(x) sifx) <0

0 de lo contrario

es la parte negativa de f.
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Si f: X — C es una funcion integrable de valor complejo, definir la integral de f
sobre A por

jA fdp = f R(F)dp + i j 3(Fdu,

donde R(f) y I(f) denotan las partes real e imaginaria de f, respectivamente.

Para evitar ciertas dificultades aritméticas que se derivan de las definiciones
anteriores, adoptamos la convencién de que 0-oco0 = 0. Consecuentemente,
) Sdn =0 siempre que f(x) =0 para todo x €A, incluso si p(4) =
0. Ademds, si (A) = 0 para un conjunto medible A € A, entonces [ Jdn=0
para todas las funciones medibles f.

En algunos casos, es util para mostrar explicitamente la variable
dependiente en una integracion, y en tal situacidon escribimos

fA fdp = fA f(x)udx.

A.3. Teoremas de convergencia y el Lema de Fatou

Definicion A.8. Sea (X, A, ) un espacio de medida positiva. Dos funciones
medibles f y g se dice que son iguales en casi todas partes, si u{x € X: f(x) #
g(x)} = 0. Si f y g son iguales en casi todas partes, escribimos f = ga.e. (i)
(a.e. proviene de la abreviacion del ingles almost everywhere). A veces decimos
f(x) = g(x) para casi toda x.

La definicion anterior es importante porque, si f = ga. e. (1), entonces
ffduzfgdu, A€ A
A A

Esto es asi porque la integral sobre un conjunto de medida cero es siempre
cero. Funciones que son iguales en casi todas partes son indistinguibles desde el
punto de vista de la integracion. Con esto en mente, extendemos nuestra nocion de
una funcion medible. Sea (X, A, u) un espacio de medida. Una funcion
f se define a. e. (i) sobre X si el dominio D de f es un subconjunto de X y X\D es
un conjunto u —insignificante. Si f es definida a.e.(u) sobre X y hay un
conjunto g —nule E € A tal que f~1(V)\E es medible para cada conjunto
abierto V, entonces f es llamada u —medible. Cada funcion medible (en el sentido
de la Definicion A.2) es 4 —medible y cada funcién u —medible es igual casi en
todas partes (con respecto a ) a una funcion medible.
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La nocion de p — mensurabilidad nos permite ampliar nuestras
construcciones a una mas amplia coleccion de funciones. Decimos que
una funcion u —medible f es integrable si es igual a. e. (i) a una funcién medible
g que es integrable con respecto a gty definimos [ 1 fdu paraser [ ,9dp para cada

conjunto medible A.

Una sucesion de funciones medibles (f,)n=q1 se dice que converge en casi
todas partes a una funcion f si el conjunto {x € X:f,(x) »

f(x)} tiene p -medida-cero. En este caso, escribimos f, = fa.e.(u). Una
funcion f que es el a. e. (u) —limite de funciones medibles es u —medible.

Teorema A.2. (Teorema de Convergencia  Mondtona)  Sea

(X, A, p) un espacio de medida positiva. Supongamos que (fp)m=q €S una
sucesion de funciones medibles tales que

0 < f1(0) < f(0) < f5(x) <~

para casi toda x. Si f, — fa.e.(u), entonces f es una funcion integrable y

ffdu= limffndu.
X n=eJx

El Teorema de Convergencia Monoétona es una herramienta muy util y uno de las
mejores consecuencias conocidas de la misma es el Lema de Fatou, llamado asi
por el matematico Pierre Fatou.

Teorema A.3. (Lema de Fatou) Sea (X, A, p) un espacio de medida positiva. Si
(fn)m=1 €s una sucesion de funciones medibles con valores escalares, entonces

f (liminf |fn|)du < liminff If.ldp.
X n—o0o n—->0oo X

Tal vez el uso mas importante del Lema de Fatou es probar el siguiente teorema,
que es una de las piedras angulares de la teoria de la medida.

Teorema A.4. (Teorema de Convergencia Dominado de Lebesgue) Sea
(X, A, p) un espacio de medida positiva y supongamos que (fp)p=1 €S una
sucesion de funciones medibles con valores escalares que convergen en casi todas
partes a f. Si existe una funcion g € Ly(u) tal que |f,| < ga.e.(u) para toda
n €N, entonces f € Liy(() y

tim [ If ~ fldu=o.
n-oo Jo

jfduz limjfndu.
X n=eJx

En particular,
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La Gltima igualdad se deduce del hecho de que ||, o du| < | | fldp siempre que f
es una funcion integrable.

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema de Convergencia
Dominada de Lebesgue.

Corolario A.1. (Teorema de Convergencia Acotada) Sea (X, A, ) un espacio
de medida positiva finita y supongamos que (fn)p=q1 €S una sucesion funciones
medibles uniformemente acotada de valores escalares. Si f, - fa.e.(u)
entonces f € Ly () y

ffdu= limffndu.
X n=eJx

A.4 Medidas complejas y continuidad absoluta

Definicion A.9. Sea (X, A) un espacio medible. Una funcién determinada
contablemente aditiva u:A — C es llamada una medida compleja. Cuando
decimos que u es contablemente aditiva, queremos decir

() -Sw
j=1 j=1

. o .y . . .« .
siempre que (A]-)_ , ©8 una sucesion de conjuntos medibles disjuntos por pares
]:

en A, donde la serie en (A.2) es absolutamente convergente. (Compare con la
Definicion A.4). Una medida compleja que toma valores en R es llamada una
medida real o una medida firmada.

Si u es una medida compleja sobre A, entonces la tripleta (X, A, u) es llamada
un espacio de medida (compleja). Si se sobrentiende el o —algebra, entonces
podemos escribir (X, ).

En términos mas generales, podemos definir una medida para ser una funcion
determinada contablemente aditiva que toma valores en cualquier espacio vectorial
topologico, tan grandes como la convergencia de las series en (A.2) tiene
sentido. Para nuestros propositos, tal generalidad no es necesario, y asi que nos
limitaremos a las medidas complejas y medidas positivas.

Hay una significante diferencia entre las medidas positivas y medidas complejas.
En la definicion A.9, requerimos que una medida compleja u sea finita; esto es,
|u(A)| < oo para toda A € A. Esto no fue un requisito para una medida positiva.
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Definicion A.10. Sea pu una medida compleja en la o —dlgebra A. Definimos la
medida de variacion total de u que es la funcion determinada por |u|: A — R dada
por

1IB) = sup{ > |u(E)| 1
=1

Donde el supremo es tomado sobre todas las sucesiones finitas de pareja disjuntas
de conjuntos medibles (E ]-);:1, paratodan € N, tal que E = Uj_, E;.

Como su nombre indica, la medida de variacion total es una
medida. Adicionalmente, es una medida finita, un hecho que afirmamos en el
siguiente teorema.

Teorema A.5. Si (X, A, u) es un espacio de medida compleja, entonces |u| es
una medida positiva en A y || (X) < oo,

Hay naturalmente, una relacion entre una medida y su medida de variacion
total. Por ejemplo, si |¢|(E) = 0 para alglin conjunto E € A, debe ser el caso de
que u(E) = 0. Esta es una instancia de una propiedad llamada continuidad
absoluta.

Definicion A.11. Sea pu una medida compleja de A y supongamos que 4 es una
medida positiva sobre A. Decimos que u es absolutamente continua con respecto
a A si, para todo A € A, tenemos que u(A) = 0 siempre que A(A) = 0. Cuando
U es absolutamente continua con respecto a A, escribimos pu << A.

En breve, vamos a indicar el Teorema de Radon-Nikodym, uno de los resultados
clave en teoria de la medida. Antes de eso, sin embargo, introducimos una
definicion.

Definicion A.12. Sea (X, A) un espacio medible. Una medida positiva g en A se
dice o-finito si existe una sucesion contable (E ]-);:1 de conjuntos de medibles de

tal manera que X = Uf.i1 E;y [,t(Ej) < ooparacadaj € N.

Ejemplos importantes de medidas o —finita incluyen medida de Lebesgue en Ry
contando la medida en N. (Ver ejemplos A.3 y A.4, respectivamente). Uno también
puede tener una medida de recuento en R, pero no es o —finito.
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Teorema A.6. (Teorema de Radon-Nikodym) Supongamos que (X, A) es un
espacio medible y sea A una medida o —finita positiva en A. Si p es una medida
compleja en A que es absolutamente continua con respecto a A, entonces existe
un unico g € L{(A) de tal manera que

u(E) = j gWAdx), EcA (A3)
E

La ecuacion en (A.3) se escribe a veces u(dx) = g(x)A(dx) o du = gdA.
La funcion g € L1(4) es llamada la derivada de Radon-Nikodym de p con
respecto a A y, a veces se denota du/dA. Cuando decimos que la derivada de
Radon-Nikodym es unica, nos referimos a un conjunto de medida cero. Es decir,
si g y h son ambos derivadas de Radon-Nikodym de u con respecto
a A, entonces g = ha.e.(4) (y en consecuencia a. e. (in)).

El supuesto de o —finita en u en el Teorema A.6 no puede estar relajado.

Buscamos definir una integral con respecto a una medida compleja. Para ello, sea

(X, A, p) un espacio de medida compleja. Desde pu«|u|, existe (por el Teorema
de Radon-Nikodym) una unica (hasta conjuntos de medida cero) funcion g €
L, (|u|) tales que du = gd|u|. Podemos, por lo tanto, definir la integral de una
funcion medible f: X — C por

[rau=[roam, Eea @w
E E

Se puede decir mas de la derivada de Radon-Nikodym de u con respecto a |u|. La
siguiente proposicion es un corolario del teorema A.6 y, a menudo se le llama la
representacion polar o descomposicion polar de u.

Proposicion A.1. Si (X, A, n) esun espacio de medida compleja, entonces existe
una funcion medible g tal que |g(x)| =1 Vx € Xy tal que du = gd|p|.

Como una consecuencia de la Proposicion A.1 y la definicion de (A.3), versiones
del Teorema de Convergencia Mondotona, Lema de Fatou y Teorema de
Convergencia dominado de Lebesgue se cumplen para integrales con respecto
a las medidas complejas. Aplicamos los teoremas existentes a la medida finita

positiva || y observe que
| raul < [ i1din,
X X

para todas las funciones medibles f en X.
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El Teorema de Radon-Nikodym lleva el nombre de Johann Radon, quien
comprob6 el teorema para R™ en 1913 (n € N), y por Otton Nikodym, quien
demostro el teorema para el caso general en 1930 [16].

A.S. Espacios L,

En esta seccion, consideramos un espacio de medida (X, A, u), donde u es una
medida positiva. Vamos a identificar ciertos espacios de funciones
medibles sobre X. Para p € [1, ), sea

L,(w) = {una funcion medible f:J If1Pdu < 00}.
X

Este es el espacio de las funciones p —integrables, también conocido
como funciones Ly, sobre X. Para cada p € [1, ), sea

l/p
£l = ( f Ifl”du> .
X

donde f es una funcién medible pu en X. Observe que |[f]l, < oo siy solo f €
L,(p). Para el caso p = oo, dejamos

Ifll.. = inf{K: u(If| > K) = 0},
para todas las funciones medibles f. La cantidad [|f||., es llamada la norma
esencial de supremo de f, y es el nimero mas pequeio que tiene la propiedad de

que |f] < [Iflloa.e. ().

El conjunto
L, (n) = {una funcion medible f: ||f||, < oo}

es el espacio de las funciones medibles esencialmente acotadas en X.

Teorema A.7. Sea (X,u) un espacio de medida positiva. Si 1 <p < oo,
entonces |||, es una norma completa sobre L,(). En particular, L,(ft) es un
espacio de Banach.

De hecho, los Espacios L, son colecciones de clases de equivalencia de funciones
medibles. Dos funciones f y g en L,(u) son consideras equivalentes si f =
ga.e.(u). A pesar de esto, por lo general hablan de los elementos en Espacios L,,
como funciones, en lugar de clases de equivalencia de funciones.

La prueba del Teorema A.7 confia con exceso en la siguiente desigualdad
fundamental, lo cual provee la desigualdad del tridngulo para L, ().
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Teorema A.8. (Desigualdad de Minkowski) Sea (X, i) un espacio de medida
positiva. Si f y g estdn en L,(u), donde 1 < p < oo, entonces f + g € L,(1) y
If+gll, < lifll, + gl

Antes de dar otro teorema, hay que introducir una definicion.

Definicion A.13. Si 1 <p <oy %+ % =1, luego q es llamado el exponente

conjugado de p. El exponente conjugado de p =1 se define como q = @
(y viceversa).

Sip € [1, 0] y q es el exponente conjugado de p, entonces también podemos decir

que q es conjugado a p, o incluso que p y q son conjugados entre si. Si p € (1, 00)

y q es conjugado a p, a veces es conveniente escribir q = ﬁ.

El siguiente teorema, que es ubicuo en la teoria de la medida, puede ser visto como
una generalizacion de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Teorema A.9. (Desigualdad de Hélder) Sea (X,u) un espacio de medida
positiva. Suponga 1 < p < oy sea q conjugado ap. Si f € L,() y g € Ly(),
entonces fg € L{(u) y

Ifglls < lIflipllgllq

La desigualdad de Hélder asegura que, dado cualquier g € L, (), la aplicacion
fr [ fogeon@n,  fet,w,
X

define un funcional lineal acotado en L, (u) siempre que 1 < p < oo. Resulta que
cualquier funcional lineal acotado en L, () se puede lograr de esta manera, que es
el contenido del siguiente teorema.

Teorema A.10. Sea (X, u) un espacio de medida positiva o —finita. Si1 < p <
0, y 5i q es conjugado a p, entonces L,(1)" = Lq(p).

Con frecuencia, con el fin de demostrar algo sobre espacios L,, es suficiente

probarlo para funciones simples. Esto es una consecuencia del siguiente teorema,
que sigue del teorema A.1 y el teorema A.2 (el Teorema de Convergencia
Monotona).

Teorema A.11. (Densidad de funciones simples) Sea (X,u) un espacio de
medida positiva. El conjunto de funciones simples es denso en L, (i) siempre que

1< p<s o

64



A.6 Mensurabilidad y Medidas de Borel

Definicion A.14. Supongamos que X es un espacio topologico. El
o —ilgebra mas pequeiia en X que contiene los conjuntos abiertos en X es
llamado la o —dlgebra de Borel, o el campo de Borel, en X. Una funcion que es
mensurable con respecto a la o —algebra de Borel es denomina funcion medible
de Borel, o una funcion de Borel. Una medida en la o —algebra de Borel es
llamada una medida de Borel.

Recordamos que un espacio topologico se dice que es localmente compacto si cada
punto tiene un entorno compacto. Naturalmente, todos los espacios compactos son
localmente compacto, pero el reciproco no necesita ser cierto. Por ejemplo, la recta
real R con su topologia estandar es localmente compacto, pero no compacta.

Si X es un espacio localmente compacto de Hausdorff, entonces
denotamos por Cy(X) la coleccion de todas las funciones continuas que se
desvanecen (o se anulan) en el infinito. Decimos que f se anula en el infinito si
para cada € > 0, existe un conjunto compacto K tal que |f(x)| < € para todo x &
K. El conjunto Cy(X) es un espacio de Banach bajo la norma del supremo.

Ejemplo A.6. El espacio de Banach C,(N) es el clasico espacio de sucesiones ¢
de sucesiones que tiende a cero.

Definicion A.15. Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorff y
supongamos H es una medida positiva de Borel en X. Si, para
cada conjunto medible E,

W) =inf{u(V):ECV, V es un conjunto abierto},
entonces U es llamada regularmente exterior. Si, para cada conjunto medible E,

U(E) = sup{u(K):K € E, K es un conjunto compacto},
entonces u se llama regularmente interior. Si u es tanto regular interior como
exterior, entonces lamamos a @ una medida regular. Una medida compleja es

llamada regular si |u| es regular.

La definicion A.15 nos permite describir el espacio dual de Cy(X).
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Teorema A.12. (Teorema de Representacion de Riesz) Sea X un espacio
localmente compacto de Hausdorff. Si A es un funcional lineal acotado en
Co(X), entonces existe una medida de Borel regular compleja unica p de tal
manera que

A(f) = j fdu,  f€CoX).
X
VA = [1](X).

El Teorema A.12 lleva el nombre de F. Riesz, que en un principio demostré el
teorema para el caso especial X = [0, 1] [18]. El teorema que lleva el nombre de
Nikolai Lusin (o Luzin), quien también trabajo en el contexto de la recta real [17].

Teorema A.13. (Teorema de Lusin) Sea X un espacio localmente compacto de
Hausdorff y supongamos que p es una medida de Borel regular positiva finita en

X. El espacio Co(X) es denso en L,(u) para toda p € [1, ).

La hipotesis del Teorema de Lusin puede estar relajada. De hecho, el teorema se
cumple para toda medida de Borel positiva que son finita sobre conjuntos
compactos. Tenga en cuenta que el Teorema de Lusin no es cierto cuando p =
o0, La convergencia en la norma L, es la misma como la convergencia uniforme,
y el limite uniforme de una sucesion de funciones continuas es continua; sin
embargo, las funciones en L., (i) no necesitan ser continuas.

Proposicion A.2. Si X es un espacio metrizable localmente compacto, entonces
cualquier medida de Borel finita en X es necesariamente regular.

Una vez mas, la medida de Borel en cuestion sélo tiene que ser finita en conjuntos
compactos para la conclusion a sostener. A la luz de la Proposicion A.2, el teorema
A.12 se afirma a menudo por un espacio metrizable X, en cuyo caso el término
"regular" se omite de la conclusion.
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A.7 Medidas del Producto

Sean (X, A) y (Y, B) dos espacios medibles. Un rectangulo medible en X X Y es
cualquier conjunto de la forma A X B, donde A € A y B € B. Denotamos
por o(A X B) la mas pequena o —algebra que contiene todos los rectangulos
mediblesen X X Y.

Proposicion A.3. Sea (X, A) y (Y, B) dos espacios medibles. Si una funcion de
valor escalar f sobre X X Y es a(A X B) —medible, entonces la aplicacion x —

f(x,y) es A —medible para todoy €Y, eY — f(x, y) es B —medible para todo
x €eX

Ahora sean (X,A,u) y (Y,B,v) dos espacios de medida o —finita. Definimos
la medida del producto en (A X B) que es la funcion determinada por p X
v dada por la féormula

(WX v)(Q) = fX ( fy Xo(x, y)v(dy)) u(dx)

- f ( f xQ(x,y)u(dx))v<dy).
Y X

para toda Q € 6(A X B). Como el nombre implica, g X v es una medida
en 6(AXB). Ademas, la medida uXxv es tal que (UXV)(EXF)=
U(E)v(F) paratodaE € Ay F € B.

El resultado fundamental en esta seccidon se conoce como el teorema de
Fubini. Lleva el nombre después de Guido Fubini, quien demostré una version del
teorema en 1907 [13].

Teorema A.14. (Teorema de Fubini) Sean (X, A, w) y (Y, B, V) dos espacios de
medida o —finita. Si f € L{(u X v), entonces

fd(uxv) = fX ( fy fx, y)v(dy)) u(dx)

= f ( fx f(x,y)u(dx>)v(dy)-

La misma conclusion es valida si f es una funcion o(A X B) —medible tal que

f ( f I, y)IV(dy)>u(dx) <o
X Y

El Teorema de Fubini a veces se llama el teorema de Fubini-Tonelli, después de
Leonida Tonelli, quien prob6 una version del teorema A.14 en 1909 [19].

XxY
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