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INTRODUCCION

Resolver ecuaciones diferenciales es uno de los problemas principales del
analisis numérico. Esto ocurre porque hay una gran variedad de
aplicaciones que al formularse conducen a ecuaciones diferenciales, pocas
de las cuales pueden resolverse analiticamente.

En electroquimica, la rama de la quimica que estudia las reacciones
quimicas por intermedio de la electricidad, suelen presentarse diversas
aplicaciones que se modelizan mediante ecuaciones diferenciales parciales
y para las cuales se requieren el empleo de métodos numéricos para
encontrar su solucion aproximada. Por lo anterior, se considera de mucho
interés el desarrollar una monografia que muestre la solucién numérica de
algunos problemas que se presentan comiinmente en electroquimica, en
contraste con la solucion analitica de otros problemas sencillos.

Este trabajo monografico puede ser utilizado por estudiantes o por
profesionales de la quimica como un material de consulta para la solucion
numeérica de problemas en electroquimica.

El presente trabajo consta de cuatro capitulos. En el primer capitulo se
incluye la terminologia y los conceptos basicos de las ecuaciones
diferenciales que se requieran para el desarrollo del capitulo de las
aplicaciones. En el segundo capitulo se estudian los aspectos mas
relevantes del analisis numérico que sustentan la presentacion del método
de diferencia finita.

En el tercer capitulo se incluyen los conceptos, propiedades y resultados en
Electroquimica que serviran para ilustrar las diversas aplicaciones.

En el capitulo cuarto se presentan las aplicaciones a la Electroquimica que
seran consideradas en la forma analitica y en la forma numérica.

En los anexos se incluye una tabla de transformada de lLaplace que se
utilizara en el desarrollo del trabajo. Ademas, se incluyen los listados de
los programas elaborados para los diversos ejemplos, asi como su corrida
correspondiente.




OBJETIVOS

» Objetivos Generales:

- Mostrar el uso de métodos numéricos en la solucion de problemas en
electroquimica.

» Objetivos Especificos:

- Contrastar las técnicas de trabajo de la solucion numérica y de la solucion
analitica de problemas en electroquimica.

- Aplicar el método de diferencia finita para la solucion numérica de
problemas en electroquimica.

- Implementar los algoritmos de las aplicaciones estudiadas como programas
en lenguaje Turbo Pascal.




Capitulo 1

Elementos basicos de ecuaciones
diferenciales

1.1 INTRODUCCION

El presente capitulo tiene un doble proposito: introducir la terminologia
basica de las ecuaciones diferenciales y examinar, aunque brevemente,
como se usan las transformadas de Laplace en la solucion de ecuaciones
diferenciales.

1.2 GENERALIDADES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Si una ecuacion contiene las derivadas o diferenciales de una o mas
variables dependientes con respecto a una o mas variables independientes.
se dice que es una l'cuacion Diferencial.

LLas ecuaciones diferenciales se clasifican de acuerdo al tipo. al orden o a la
linealidad.

e Clasificacion segun el tipo
Si una ecuacion contiene solo derivadas ordinarias de una o mas variables
dependientes con respecto a una sola variable independiente, entonces se
dice que es una lcuacion diferencial ordinaria.
Ejemplo:
LLas ecuaciones
u"iﬂ'
ey

{'\ { l.')u’r.l' -1_1'({'1' 0

i v

2% ey =0.




son ecuaciones diferenciales ordinarias.

Una ecuacion que contiene las derivadas parciales de una o mas variables
dependientes de dos o mas variables independientes se llama [cuacion
Diferencial Parcial.

Ejemplo:

[.as ecuaciones

cu 2
v Ox
N
& cn
Y bW =
- -
Oox A
{ r.-" (
(ot} uo 5 i
oy ar af

son ecuaciones diferenciales parciales.

e (lasificacion segun el orden

El orden de la mas alta derivada de una ecuacion diferencial se llama
Orden de la ecuacion.

. oz d v dv Y’ o - -
Ejemplo: La ecuacion v 5( ol 4y =x es una ecuacion diferencial
ax LdX )

ordinaria de segundo orden. Puesto que la ecuacion diferencial

y ~ (n"l' v
X dv+ vdx =0 puede llevarse a la forma / + v =0 dividiendo entre dx. es
X

un ejemplo de ecuacion diferencial de primer orden.

amy

LLa ecuacion a° . =0 es una ccuacion diferencial de cuarto orden.

Una ecuacion diferencial ordinaria general de orden n se representa a
menudo mediante el simbolo

TN oy




Las ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden son las que
aparecen con mayor frecuencia en las aplicaciones, es decir, ecuaciones de
la forma

/ (\ L7 VN VI TN VA VI T ) 0

vr L5

II.3 PROBLEMAS CON VALORES INICIALES

Un problema con valores iniciales para una ecuacion diferencial lineal de
orden n es:

d"y d"'y dv
Resolver a,(x)"—= +a, ,(x)~—=+..+a,(x) > +a,(x)y=g(x)
x dx dx
(1)
Sujeta a PRV s BRI YL w0 PR
En donde v, v).....v"" son constantes arbitrarias. Se busca una solucion

en algun intervalo / que contenga al puntox = x, .

En el caso de una ecuacion lineal de segundo orden, una solucion de

u_,(.\')d \ a (\]L'r +a,(x)y = g(x)
AN ax
x, ) =v., ¥ix, )=y

Es una funcion definida en / cuya grafica pasa por (v, v,) y tal que la

pendiente de la curva en el punto es el nimero 1/ .

El siguiente teorema da condiciones suficientes para la existencia de una
solucton unica de (1),




Teorema 1.1. Sean a (x)a, (x). .a(x)a,(x) v gl(x) continuas en un

mtervalo |y sea a,(x)#0 para toda x en este intervalo. Si x=x, es

cualquier punio de este intervalo, entonces existe una solucion v(x) del
problema de valores iniciales (1) en el intervalo y esa solucion es tinica.

Ejemplo: La funcion v , sen4x es una solucion del problema con valores

iniciales
V' 416y =0
mo)=0, »(0)=1.

y del teorema 1.1 se desprende que la solucion es unica en cualquier
intervalo que contengaa x 0.

En el teorema 1.1 se requiere que a,(x), siendo i~ /,2,....,n, sea continia y

que a,(x)#0 para todo x de /. Ambos requisitos son importantes.
Especificamente, si «, (x)=0 para algan x del intervalo, entonces la
solucion de un problema lineal con valores iniciales puede no ser unica y
hasta puede no existir.

1.4 PROBLEMAS DE VALORES EN LA FRONTERA

Otro tipo de problema consiste en resolver una ecuacion diferencial de
orden dos o de orden mayor que dos en la cual la variable dependiente y (0
sus derivadas) se especifica en dos puntos diferentes.

Un problema como:

Y a,(x) % ta, (x)v=g(x)

X [XRY

Resolver: a. (v)

Sujetaa: via)=v,. vir)=y

Se llaman problemas de valores de frontera de dos puntos o, simplemente.
un problema de valores de frontera.




Ejemplo: En el caso del problema de valor de frontera

wWl)=0, »(2)=3

Se busca una funcion definida en un intervalo que contenga x—/ y x—2, que
satisfaga la ecuacion diferencial y cuya grafica pase por los dos puntos
(1,0)y (2,3).

Los problemas de valor de frontera se encuentran a menudo en las
aplicaciones de ecuaciones diferenciales parciales.

1.5 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
LINEALES DE PRIMER ORDEN

Existe una importante relacion entre los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias y las ecuaciones diferenciales aisladas de orden
arbitrario. En efecto, una ecuacion de n-ésimo orden

v = Fle v e ':) (1)

Siempre puede reducirse a un sistema de n ecuaciones de primer orden que
tiene una forma un tanto especial. Para mostrar esto, introduciremos las
variables x,, x,,...,x, definidas por

30y

Xy =WE, = V¥ = Vit = 9%, (2)

¥ =4
X3 = s, ”
: (3)
X i =
y de la ecuacion (1)
X =1k x, . x,) (4)




LLas ecuaciones (3) y (4) son un caso especial del sistema mas general

Xy =40 X, )

X =k (r, TR ) (5)

Se dice que el sistema de ecuaciones (5) tiene una solucion sobre el
mtervalo a<t<f si  existe un conjunto de n funciones
x, =@, (t)-.x, =¢,(t). que sean diferenciables en todos los puntos en
a <t < f# y que satisfaga el sistema (5) en todos los puntos en este intervalo.

Ademas del sistema dado de ecuaciones diferenciales, también puede darse
condiciones iniciales de la forma:

() =x" x,(t,)=x . x (1) =2, (6)

il

Donde ¢, es un valor especificado de ¢ en a<r<p, v x'....x! son

numeros prescritos. Las ecuaciones diferenciales (5) y las condiciones
iiciales (6), juntas, forman un problema con valores iniciales.

Teorema 1.2.. Suponga que cada una de las funciones F,,....F, y cada
una de las derivadas parciales o, ox, ,...,0F, [éx, ,...,0F, jox, ,...,0F, |ox, son

continuas en una region R del espacio ixx,...x, que contiene al

pmn‘a(.f,,,x{’,_r';,...,.\-jj). Entonces, existe un intervalo |t—1t,)<h en el que
existe una solucion unica x, = ¢ (1).....x, = ¢ (t) del sistema de ecuaciones

diferenciales (3), la cual también satisface las condiciones iniciales (6).

Note, sin embargo, que en la hipotesis del teorema nada se dice acerca de
las derivadas parciales de las funciones #,/.,....F, con respecto a [.
También, en la conclusion. no se especifica exactamente la longitud 2/ del
intervalo en donde existe la solucion y, en algunos casos, puede ser muy
corto. Finalmente. el teorema no es el mas general que se conoce y las
condiciones dadas son suficientes. pero no necesarias, para asegurar la
conclusion.

St cada una de las funciones 7, ...../, en las ecuaciones (5) es una funcion

lineal de las variables dependientes v ... x,. entonces se dice que el sistema




de ecuaciones es lineal. Por lo tanto, el sistema mas general de n
ecuaciones lineales de primer orden tiene la forma:

X =p 0O+t p, (Ox, +g,(0),
! (7)
xh=palx o+ p (Ox, + g, ().
St cada una de las funciones g, ....,g, es idénticamente cero, entonces se

dice que el sistema (7) es homogéneo; de lo contrario es no homogéneo.

Para el sistema lineal (7), el teorema de existencia y unicidad es mas
sencillo y tiene una conclusion mas fuerte.

Teorema 1.3. Si las funciones p,....p,.g,....g, SOn continuas
sobre un intervalo abierto « <1< p, que contiene al punto =1,
entonces existe una solucion uinica x, = ¢,(1).....x, = ¢,(t). Del sistema
de ecuaciones diferenciales (7), que también satisface las
condiciones iniciales (6). Esta solucion es valida en todo el
intervalo a <1< p.

Note que, en contraste con la situacion que prevalece en un sistema no
lineal, la existencia y la unicidad de la solucion de un sistema lineal queda
garantizada en todo el intervalo en el que se satisface la hipotesis. Ademas,

¥ 4]

para un sistema lineal, los valores iniciales x',... x en (=1, son

completamente arbitrarios, mientras que en el caso no lineal, el punto
nicial debe estar en la region R que se define en el teorema 1.2.

1.6 GENERALIDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

La transformada de Laplace es una herramienta matematica que facilita
considerablemente la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes. Aunque dicho método se desarrolld hace mas de
ciento cincuenta anos por P.S de Laplace, ha sido recientemente cuando se
ha extendido su empleo. Fundamentalmente consiste, en que permite
transformar una ecuacion diferencial en otra algebraica de relativa
sencillez, la cual puede ser expresada en la forma deseada.



En el calculo elemental se estudiaron las operaciones de derivacion e
integracion; recuérdese que

e o) el L) el
(8)
J[ﬂ_}"(. g \)}f\ = J. (x pix */?J.H(Y}J'\

Donde « y /# son constante reales cualesquiera. Si una operacion tiene la
propiedad ilustrada en (8), se dice que es una operacion lineal. Por
supuesto la integral definida de una suma puede expresarse como la suma
de integrales,

h

_“ f(x)+ B g(x)]dx —aI ) dx + /ijg x)dx,

a

Siempre que cada integral exista. Por lo tanto, la integracion definida es
una operacion lineal.

lLas anteriores operaciones lineales de derivacion e integracion transforman
esencialmente una funcion en otra funcion. Por ejemplo,

d , 5 x<? b
X =2 Ix 2de=2_4 e, I.r ‘dx=9
dx

i
2

Especificamente en la transformada de Laplace se estara interesado en una
integral impropia que transforme una funcion  f(r) en una funcién de
parametro s.

Definicion: Sea /(r) una funcion definida para 1 > 0 ; entonces la integral
J‘t’ Ml.fl(f )d.“ - [”n ‘ .‘}di’ (C))

se llama transformada de Laplace de /. siempre que el limite exista.
Simbolicamente, la transformada de Laplace de /' se denota por, L{/ (1)}, y
puesto que el resultado depende de s escribimos

()} 1(s) .

1)



Ejemplo: Calcular L{1}.

Solucion:
LA = [e (e = [ [e Vi

sl

~lim °

boro i 1

=lim

bora
= stempre que s >0,
s

La funcion 7 debe de satisfacer ciertas condiciones para que su
transformada de Laplace F exista. Las mas sencillas y mas utiles de estas
condiciones se establecen en el siguiente teorema.

Teorema 1.4. Suponga que:

(i) I es seccionalmente continua sobre el intervalo 0<i<A para
cualquier A positiva,

(ii) f(()<Ke” Cuando t>M. En esta desigualdad K.ay M son

constantes reales, K y M necesariamente positivas.

I'ntonces, la transformada de Laplace 1{f(t)} = 1'(s), que se define por la

ecuacion (9), existe para s >a.

La transformada de Laplace se puede usar para resolver problemas con
valores iniciales de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes. |.a
utilidad de la transformada de Laplace a este respecto. se basa
principalmente en el hecho de que la transformada de 7’ se relaciona, en
una forma simple. con la transformada de /. Dicha relacion claramente se

indica en el siguiente teorema.




Teorema 1.5. Suponga que [ es continua y que ' es seccionalmente
continua en cualquier intervalo 0<r<A4 Suponga ademds que existen
constantes K.a y M tales que 'f(1)<Ke“ para 1>M. Entonces existe

IAF'()) para a,s>y, se tiene

LA (0} = sLAf()y - £(0). (10)

Corolario. Suponga que las funciones f,f"..... "V son continuas Y que
1" es seccionalmente continua en cualquier intervalo 0<i<A4. Suponga,
ademds, que existen las constantes k. a y M, tales que
f(r) < Ke”,| () < Ke?.....|F* ) < Ke para (=M. Intonces L{f"""(f)}

existe, para s >a y estd dada por

LY O = "L O} " 70) =5 2(0)- /" 0).  (11)

L.a transformada inversa

Usando la definicion integral de la transformada de Laplace de una funcion
/ determinamos otra funcién /-, esto es, una funcién del parametro s de la

transformada. Simbolicamente, denotamos esto por L{f(e)} = £ (s).

Ahora invertimos el problema, es decir, dada #(s) queremos encontrar la
funcion /(1) que corresponde a esta transformada. Decimos que f(r) es la
iransformada inversa de Laplace de I(s) y escribimos

0= L)
/" también es una operacion lineal

Supondremos que la transformada de Laplace inversa es una
transformacion lineal, esto es, para constantes « y f cualesquiera, se tiene

LNt (s)+ BG(s) = a L '{(s)h+ gL G (s,

donde /'y (5 son la transformadas de ciertas funciones /'y ¢.

~



Ejemplo: Calcular /. Jl I‘_ |
g

Solucion: Multiplicamos y dividimos por 4! y luego usamos la tabla
A.I(IX) de transformada

En los anexos se incluye una tabla de transformadas de Laplace
elementales. Los elementos de la segunda columna son las transformadas
de los correspondientes en la primera columna. Las funciones de la primera
columna son la transformadas inversa de las correspondientes en la
segunda columna.

LLa importancia de esta tabla se da en el hecho de que si se conoce la
transformada de la solucion de una ecuacion diferencial, se puede encontrar
la propia solucion, buscandola en la tabla.

Frecuentemente una transformada de Laplace #(s) esexpresable como una
suma de varios términos

Fls)=F(s)+ £,(s)+ 4 F,(s). (12)

Suponga que  £,(1)=L "{#(s)h....7,(()= L '"{# (s)}. Entonces la funcion
)= /() +--+ £,(t) tiene la transformada de Laplace £(s). Por el teorema
de unicidad que se enuncio, no existe otra funcion / que tenga la misma
transformada. Por lo tanto.

L' (s)y=L7HE (s + -+ LHE ()} (13)
es decir, la transformada inversa de Laplace es también un operador lineal.
En muchos problemas es conveniente hacer uso de esta propiedad,
descomponiendo una transformada dada en una suma de funciones cuyas

transformadas inversas ya se conozcan o puedan encontrarse en la tabla.

Para ilustrar la técnica de la wransformada de Laplace para resolver
problemas con valores iniciales. consideremos el siguiente ejemplo.

-d




Ejemplo: Encontrar la solucion de la ecuacion diferencial
'+ v=sen2s,
que satisfaga las condiciones iniciales
v0)=0, y(0)=1.

Supondremos que este problema con valores iniciales tiene una solucion
v=¢(r), la cual, con sus dos primeras derivadas, satisface las condiciones

del corolario para el teorema 1.5. Entonces, tomando la transformada de
[Laplace de la ecuacion diferencial. tenemos

s (s)-s3(0) - v'(0)+ ¥(s) =

. i

Habiendo usado la tabla A.1(XVIIl) de transformadas para obtener la
transformada desen2:. Sustituyendo (0) y  1'(0) de las condiciones
miciales, y despejando Y(s), obtenemos

$T+6

e

Usando fracciones parciales, es posible escribir ¥(s) en la forma

}/(_\') i (J.s" +h R r_'.\.' 4 d.
§$°+1 s +4

Después de determinar las constantes a,b,¢ y d, encontramos que

Tomando como referencia la tabla A.1(XVIIl) de transformada de Laplace
se deduce que
';

13 |
v=¢(t)="sentr— sen2s.
3 3




CAPITULG 2

ASPECTOS DE ANALISIS NUMERICO

2.1 INTRODUCCION

El analisis numérico trata de disenar métodos para aproximar de una
manera  eficiente, las  soluciones de problemas expresados
matematicamente. Para obtener tal aproximacion se idea un método
llamado algeritmo.

Un algoritmo es un procedimiento que describe, sin ninguna ambigiiedad,
una sucesion finita de pasos a realizar en un orden especifico.

El objetivo del algontmo sera generalmente el de mmplementar un
procedimiento numérico para resolver un problema o aproximar una
solucion del problema.

Generalmente se seleccionan métodos que produzcan resultados confiables
en cuanto a la propagacion del error que puede ocurrir cuando se aplica
métodos numéricos. Con ellos se tiene la oportunidad de aproximar con
cierta precision la solucion de algunos problemas que no pueden resolverse
exactamente.

2.2 ERRORES

Ll analisis del error en un resultado numérico es fundamental para
cualquier problema, ya sea hecho a mano o con la ayuda de una
computadora. Los datos de entrada rara vez son exactos, ya que a menudo
se basan en experimentos o son estimados, y los procesos numéricos a su
vez introducen errores de varios tipos.




Tipos de errores

Existen tres tipos basicos de errores en una computacion numeérica:
inherentes, por truncamiento, y por redondeo.

a)

b)

Errores inherentes: son errores que existen en los valores de los datos,
causados por incertidumbre en las mediciones, por verdaderas
equivocaciones, o por la naturaleza necesariamente aproximada de la
representacion, mediante un nimero finito de digitos, de cantidades que
no pueden representarse exactamente con los numeros de digitos
permisible. Por ejemplo: una medicion fisica, tal como una distancia, un
voltaje, o un periodo de tiempo, no puede ser exacta.

Errores por truncamiento: los términos omitidos (que son infinitos en
numeros) introducen un error en los resultados calculados. Este error se
llama error por truncamiento. Por ejemplo la conocida serie infinita de
Taylor

SNy =X— —+——"— 4.

Se puede usar para calcular el seno de cualquier angulo x expresado en
radianes. Por supuesto no podemos usar todos los términos de la serie en
un calculo, porque la serie es infinita; detenemos la operacion después
de calcular un nimero finito de términos, digamos hasta x’ox".

Errores por redondeo: Aun si suponemos que los datos de entrada no
tienen errores inherentes y aplicamos procesos de computacién que son
finitos y no tienen, por tanto, error por truncamiento, podemos
introducir otra clase de errores al efectuar aritmética simple: error por
redondeo.

Por ejemplo: supongase por el momento que tenemos una computadora
en la cual cada niimero contiene cinco digitos y que deseamos sumar
9.2654 y 7.1625, los que suponemos exactos. La suma es 16.4279, que
tiene seis digitos y por lo tanto no puede ser almacenada en nuestra
computadora hipotética. La computadora debe entonces redondear el
resultado de seis digitos a 16.428 y al hacerlo introduce un error por
redondeo.




Cada uno de los tipos de errores anteriores se puede expresar en forma
absoluta o en forma relativa. Para empezar establecemos una distincion
entre errores relativos y crrores absolutos.

i) Errores absolutos: el error absoluto en una cantidad es la diferencia
entre el valor verdadero, suponiendo que se conoce, y una aproximacion al
valor verdadero. La notacion ordinaria consiste en indicar el valor
aproximado mediante una barra sobre el simbolo de la cantidad. y el error
se indica mediante la letra ¢ con un subindice. Entonces. si x es el valor
verdadero, escribiriamos

r=x+e,

En esta expresion ¢, es el error absoluto, que, repetimos se define como la
diferencia entre el valor real y la aproximacion:

€. =X —X.

i) Errores relativos: El error relativo es el cociente del error absoluto entre
la aproximacion.

X

error relativo =

Pareceria mas razonable definirlo como error absoluto dividido entre el
valor verdadero, pero generalmente no conocemos éste. Todo lo que
tenemos generalmente es un valor aprcximado y una estimacion del error o
un limite al tamafio méaximo del error. Si el error es pequeiio, la diferencia
cn la definicion no tiene una influencia muy grande en el valor numérico
del error relativo.

El error absoluto y el error relativo son aproximadamente iguales para
numeros cercanos a 1. Para niimeros no cercanos a | puede haber una gran
diferencia.

Por ejemplo. si tenemos un valor verdadero de 0.00006 y una aproximacion
de 0.00005. el error absoluto es solo 10 °, pero el error relativo es 0.2, es
decir, 20%. Por otra parte. si tenemos un valor verdadero de 100.500 y una
aproximacion de 100.000. el error absoluto es 500 pero el error relativo es
solo 0.005, o sea, 0.5%.




2.3 ANALISIS DE CONVERGENCIA

Debido a quc el uso de las técnicas iterativas que involucran sucesiones es
frecuente que se haga una presentacion breve de alguna terminologia que
se usa para describir la rapidez con la cual ocurre la convergencia cuando
se emplean técnicas numéricas. En general, se requiere que la técnica
converja lo mas rapidamente posible. Para comparar las reglas de
convergencia de varios métodos, se usa la siguiente definicion.

Definicion: Supongamos que 5a, es uUna sucesion que converge a un
- p 1 1

nimero «. Decimos que 1 converge a a con rapidez de
l )

convergencia O(f,), donde {ﬁ”} es otra sucesion con f,+0 para cada

n=1

n, s8I

é <K para n suficientemente grande,

donde K es una constante independiente de n. I'sto se indica por lo general
escribiendo a, =a+O(B,) 0 a, >a con una rapidez de convergencia

o, ).

Ejemplo:  Supongamos que las sucesiones {a,} y {2,} se describen
mediante «, =(senn)n y @&, =(n+3)/n' para cada entero n>1.
Aunque [ima, = [ima, =0, la sucesion {a@, jconverge a este limite

n—sm o

mucho mas rapidamente que la sucesion {a, }.
Sttomamos f, =1ny A =1n paracada n podemos ver que

(senn) n—0

(1'n)

lsenn < |

; ; . (1
ast que a, —» 0 con una rapidez de convergencia O
M




; ; 3 1)
Mientras que @, » 0 con una rapidez de convergencia ()[ .
wnt )
Esto implica que la rapidez de convergencia de {z,} a cero es similar a la
convergencia de {I/n} a cero. mientras que {&,} converge a cero de una
manera similar a la sucesion mas rapidamente convergente §i/n° |.

Este concepto se generaliza a funciones como sigue:

Definicion: Si [jm!(x)= L, se dice que la convergencia es O(G(x)) si

x i)

existe un numero K 0, independiente de x, tal que

F(x)-L - .
G(x) <K para x 0 suficientemente pequena.
X
I'sta  situacion  se  indica  por  lo  general  escribiendo

Flx)=1+0(G(x)) o F(x) > conuna rapidez de convergencia O(G(x)).

Ejemplo:  Considerando el desarrollo del polinomio de Taylor de grado
tres para f(x)=cosx,n=3, y x,=0.Esto es,

1 . 1
cosx=1-_x*4 x' cosé&(x)
para algin namero &(x) entre cero y x. Consecuentemente,
I | 5
cosx+—x" =1+ —x*cosé(x).
24 '

Esto implica que
| :
cosx+ —x" =1+ ()(.1")

ya que

- sSlX)=
i 24 77 24




lLa 1mplicacion es que cosx+(l/2)x- converge a su limite, 1.
aproximadamente con la misma rapidez con la que x* converge a cero.

2.4 ESTABILIDAD DE ALGORITMOS

Un algoritmo se dice que es estable cuando a cambios pequenos en los
datos 1niciales produzcan correspondientemente cambios pequefios en los
resultados finales. Es inestable cuando este criterio no se cumple.

Algunos algoritmos seran estables para cierto grupo de datos iniciales pero
no para todos.

Para considerar un poco mas el tema del crecimiento del error de redondeo
y su conexion con la estabilidad de los algoritmos, supongamos que se
introducen un error ¢ en alguna etapa de los calculos y que el error después

de n operaciones subsecuentes se denota por I, .

LLos dos casos que se presentan mas seguido en la practica se definen a
continuacion.

Definicion: Supongamos que I, representa el crecimiento del error

1

después de n operaciones subsecuentes. Si |E |~Cne, donde (' es una

constante independiente de n, se dice que el crecimiento del error es lineal.
Si|E |~K"s, para alguna K — 1, el crecimiento del error es exponencial.

El crecimiento lineal del error es usualmente inevitable, y cuando 'y
¢ son pequenos, los resultados son generalmente aceptables. El crecimiento
exponencial del error debe ser evitado, ya que el término K" sera grande
aun para valores relativamente pequenos de ».

Esto lleva a imprecisiones inaceptables. no importando el tamano de « .
Como consecuencia, un algoritmo que exhibe crecimiento lineal del error
es estable, mientras que un algoritmo en el que el crecimiento del error es
exponencial es inestable.

2.5 METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS

El' método umiversal de resolucion aproximada de las ecuaciones
diferenciales. que se aplica a una amplia clase de ecuaciones es el de las
diferencias finitas (o méiodo de las mallas).

20



El método de las diferencias finitas consiste en lo siguiente. La region de
variacion continua de los argumentos (por ejemplo, x y 1) se sustituye por
un conjunto finito (discreto) de puntos (nudos), llamado malla; en lugar de
las funciones de argumento continuo, se consideran las de argumento
discreto, definidas en los nudos de la malla y llamadas funciones de malla.

LLas derivadas que figuran en la ecuacion diferencial se sustituyen (se
aproximan) mediante los cocientes respectivos de diferencia, es decir,
combinaciones lineales de valores de la funcion de malla en varios nudos
de la red; entonces, la ecuacion diferencial se sustituye por un sistema de
ecuaciones algebraicas (ecuacion en diferencias).

lLas condiciones iniciales y de frontera también se sustituye por
condiciones iniciales y de contorno en diferencias, para la funcion de malla.

Consideremos un ejemplo sencillo de malla.

Supongamos que la region de variacion de los argumentos (x, ) es el
rectangulo D =(0<x <1, 0<r<7) Construyamos en el segmento, 0<x<1 la

; 1
malla  ws={x, =i, i=01....N} con paso hTN y la  malla

. 1
w: =Y, =jr,j=0L....N,}, con paso - y o en el segmento 0<r<7

El conjunto de nudos (x,,) de coordenadas x, =i y ¢, = j sera llamado
malla en el rectangulo D, y denotado por
one = {(x, =ih,t = jr),i=01..,N, j=0]l,...,N,}. Esta malla es uniforme con
respecto a cada variable x y £, Si por lo menos una de las mallas @, u .
es nregular, la red ws. se llama irregular. La malla ., evidentemente, esta
formada por los puntos de interseccion de las rectas x=x,,i=0]1....N con

las r=r, j=0]1....N,.

Sea v una funcion de malla dada en w... Denotaremos por v/ = v{x.1 ) el
valor de esta funcion en el nudo (v./ ) de la malla ... Pondremos en

correspondencia a la funcion continua u(x.¢), donde (x,r) es un punto D, la
funcion de malla u/ =, =uly, 1 ).

Aproximacion de los operadores diferenciales mas simples

El operador 7,, que transforma la funcion de malla v en la funcion de

malla ¥ = 7,y es llamado operador de malla o de diferencias.




El operador diferencial .. puede ser sustituido aproximadamente (ser
aproximado) por el operador de diferencias /,, dado en las funciones
de malla. Para esto, cada derivada se sustituye por un cociente de
diferencia (de aqui el nombre de ( “operador de diferencias’ ), que
contiene los valores de la funcion de malla en varios puntos de red.
Analicemos como se efectiia esto para las derivadas primera y segunda de
una funcion de una variable.

Sea w; = {x, = h} una malla con paso 4 en el segmento 0 < x < 1. Tomemos
la derivada primera Zv =v' de la funcion v(x). Podemos sustituirla por una

expresion de diferencias de una infinidad de maneras. Las mas simples son
los cambios

V=¥

Lv= - . L=1v, derivada izquierda en diferencias, o
1
cociente izquierdo de diferencias,
Vo=V _ : ; :
L —= L'y derivada derecha en diferencias,
1
A v v 5 . .
Lyss "12; i-] derivada central en diferencias.
1

Aqui v, =v(x ), el signo ~ indica correspondencia, o aproximacion. Al

sustituir Lv =y por la expresion en diferencias L,v, se obtiene un error

Ly

aa

—(Lv), =y/. llamado error de aproximacion del operador /. por el
operador de diferencias /7,. Es natural exigir que, al tender 4 a cero, este
error tienda a cero.

Problema de diferencias

Comunmente hay que resolver la ecuacion diferencial  Lu = - f con ciertas
condiciones complementarias (iniciales, de frontera). Por esto, ademas de
escribir el operador de diferencias hay que aproximar, en la malla. el
segundo miembro y las condiciones complementarias, luego de lo cual se
debe plantear el problema de diferencias. es decir, escribir las ecuaciones
en diferencias (algebraicas) vy las condiciones complementarias en la malla.

La ley de escritura de las ecuaciones en diferencias y la condicion
complementaria es llamada esquema de diferencias.

g i,



Consideremos un ejemplo de planteamiento del problema de diferencias.
Ejemplo: Al problema de Cauchy para la ecuacion de primer orden
ulx)= flx), x>0 ul0)=u,

le corresponde, en la malla uniforme, el problema de contorno de
diferencias
\(h -
.llr‘I - —"',1 = hl’ﬂr, ‘l.tl . ‘i"‘il((pi = ji = ./ ("'r))

que se obtiene al sustituir el operador u' por el operador de diferencias

L =u_.

Estabilidad

Después de formular la ecuacion en diferencias y todas las condiciones
complementarias, surge, ante todo, el problema sobre la resolucion del
sistema de ecuaciones algebraicas obtenido. Si este sistema es irresoluble,
tal esquema debe considerarse inservible.

Supongamos que el problema de diferencias es resoluble. Entonces, es
natural exigir que para un empequenecimiento ilimitado de la malla la
solucion del problema de diferencias tienda a la solucion del problema
micial para la ecuacion diferencial (que el esquema converja). En este
razonamiento se supone que el problema de diferencias se resuelve en
forma exacta y que la solucion se puede hallar con cualquier nimero de
cifras. En la practica, sin embargo los calculos se efectian con un niimero
finito de cifras, y en cada etapa de los calculos se hacen errores de
aproximacion. Si pequenos errores de aproximacion, que se efectian en las
etapas intermedias del proceso del calculo, al espesarse la red conducen a
erandes deformaciones de la solucion. el esquema se llama inestable. En la
practica es inservible.

Los errores de los calculos se pueden considerar como una perturbacion de
los datos iniciales, o del segundo miembro de la ecuacion. De aqui se
deduce que hay que pedir que la solucion del problema de diferencias varie
poco para pequerios cambios de los datos iniciales del problema (segundo
miembro, condiciones de frontera ¢ iniciales) o, en otras palabras, que la
solucion dependa en forma continua de los datos iniciales al espesarse la
red..

[-4
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St esta condicion se cumple, el esquema se llama estable; en caso contrario,
el esquema es nestable.

A continuacion se exponen e¢jemplos de esquemas estables e inestables.

Ejemplo (a). Lsquema estable. Consideremos el problema de Cauchy para
la ecuacion

u'=—-au, x>0, u(0)=u, a>0, (1)

cuya solucion es  u(x)=ue ™ vy sustituyamoslo por el esquema de
diferencias

V=V
bl il § =SB Y Sl
h
De las ecuaciones de diferencias, se obtiene v(l+ah)=y ,. o0 bien
| - . s
v, =sy,,=s'y,,donde s = = I . Transtformemos la expresion para s:
t (X

Ins = -In(1 + ah) = —ah + Oh*) = —h(a + O(h)),
o bien

§ = {J-Jr’;rr-{a’ilrl:l

Tomemos cierto punto x. Para simplificar, supondremos que este punto es
un nudo de la sucesion de mallas @, cuando 4 — 0. Los numeros i que

i X .
corresponde a este punto para la malla o, son igualesa i = & Es evidente

que

. bk
fler s (3 b 1h

-1.; — \-".1-I = . i o= Ve ax QN h) = ‘.._II{E., X +()(h)l.

lo cual demuestra la convergencia del esquema de diferencias.

De aqui se aprecia que a pequenas variaciones del valor inicial v, le

corresponden pequenios cambios de la solucion v, (v, depende de la forma

i

continua de 1 ).




Ejemplo (b): Lisquema inestable. Consideremos el mismo problema de la
ecuacion (1) en el ejemplo (a):

w=—au, x>0, ul0)=u,.
Aproximemos la ecuacion ' = -au por el esquema de diferencias

y. —y V.=V
e _.:I__+_(I_{-J—).‘_r|| —Ligy =0 i=12,.. (2)
h ' h
donde o esun parametro arbitrario, diferente de la unidad, o »1. Como el

esquema es de tres puntos, hay que dar las condiciones iniciales no

solamente en el punto x =0, sino tambiénen el x =h:y, =u,, v =u,. De
(2) se sigue que
(-1, -[2o-1)+ahly, +oy., =0. (3)

Buscaremos las soluciones particulares de esta ecuacion en la forma
v, =s'. Para s se obtiene, de (3). la ecuacion cuadratica

(-1)s" (26 -1+ah)s+0=0, (4)
cuyo discriminante es igual a

"

A=Qo-1+ah) -4o(c-1)=1+202-1)ah+a *h*,

de forma que VA =1+ (20— 1)k +O(h*). De aqui se halla, para las raices s
v s.de la ecuacion (4):

(@2

(7 : (1+ah+olh’ )) s,=l-ah+ ()(h':)_ ’/"‘x

o
L.a solucion general de la ecuacion (3) tiene la forma

v = As! + Bs, (5)

donde las constantes A y /3 se determinan de las condiciones iniciales para
1=0 ¢ i-1. Teniendo en cuenta que In(l+ah- ()(_h'))-_ thia +O(h)), se
halla:

&

o - |

-3
h



Sea x un punto fijo, que sea nudo de la malla o,. de forma que x - . De

(5) se deduce que

x
N3

o "[.,.si.;.ulhu + Be Harotnn

B l\U L

De aqui se ve que el comportamiento de la solucion depende del valor del
a ;
I >1 y el primer sumando, para

cualquier valor de 4 # 0, crece indefinidamente cuando 4 0.

parametro 6. Si o>1, entonces es

.1!\




Capitulo 3
Elementos Basicos de Electroquimica

3.1 INTRODUCCION
Dado que la Electroquimica es muy amplia, limitaremos nuestra
atencion en este capitulo a describir algunos conceptos basicos, leyes vy

resultados que nos seran de gran utilidad para la presentacion de las
aplicaciones.

3.2 CONCEPTOS BASICOS
Electron

Electron fue descubierto por J.J. Thomson en 1896, el electron es una
particula fundamental de la materia que puede existir como constituyente
de un atomo o en estado libre.
lon

lon es un atomo o radical que ha perdido o ganado uno o mas
clectrones adquiriendo asi una carga eléctrica. Los iones cargados
positivamente son cationes y 10s que tienen carga negativa son aniones.
Electrodo

Electrodo es uno de los dos terminales en un sistema de conduccion
cléctrica o celda. El electrodo positivo se llama dnodo, y el electrodo
negativo cdtodo.
Agente Oxidante

Agente oxidante es la especie 10nica que gana electrones.

Agente Reductor

Agente reductor es la especie 10nica que pierde electrones.

e




3.3 PRIMERA Y SEGUNDA LEY DE FICK

Las leyes de Fick son ecuaciones diferenciales que describen el flujo
o movimiento de una sustancia y su concentracion bajo control por
difusion, como funciones del tiempo y la posicion.

Considérese una posicion x particular. En el tiempo ¢ se supone que
N(x) moléculas esta a la izquierda de esta posicidn y que N(x+dx)
moléculas se hallan a la derecha. Después de un incremento de tiempo,d!,
las moléculas inicialmente en x se habran movido una distancia promedio,
dx. Debido a que la fuerza impulsora para el movimiento de estas
moléculas es un proceso térmico aleatorio, el mismo nimero se mueve
hacia la derecha como hacia la izquierda. El nimero neto de moléculas que
se¢ mueve entre x y (x+dx) esta dado por la diferencia entre el naumero de
moléculas a la 1zquierda y el numero a la derecha. EI movimiento neto por
unidad de tiempo, o flujo a traves de un area A es

[N(x)] [N(x+dx)
| dN _fwyo | 2 | | 2 | (3.1)
A di areda Adt N

Multiplicando el lado derecho de la ecuacion (3.1) por (d*‘.r)_,.--"(.:f.r:) se
convierte el nimero de moléculas a concentracion, y considerando que la
concentracion de la especie esta dada por € = N/(Adx), se obtiene

(dx)

dt

[C(x+dx)-C(x)

flujo =
o dx

| (3.2)

El primer término del lado derecho de la ecuacion (3.2) es una
funcion de la distancia promedio que las moléculas han desplazado, dx, en

un tiempo dado, dr. Es una constante, caracteristica del sistema particular

de soluto y moléculas de solvente, (jue se denomina coeficiente de difusion,
D. Sidx vy dt tienden a cero, se obtiene la forma diferencial o primera ley
de Fick

| dN [ dC )
Tlujo porwnidad dearea - = pl - ‘ s (3.3)
! {” % Lf\ /




que establece que el flujo es proporcional al gradiente de concentracion
dC/dx, el cual decrece a medida que se aproxima hacia la superficie del
clectrodo.

lLa segunda ley de Fick se refiere al cambio del gradiente de la
concentracion de funcion del tiempo. Se deriva de la primera ley
considerando que el cambio en concentracion a partir de una posicion x,
esta dado por la diferencia del flujo hacia y fuera de un elemento

diferencial dx
(a( J _pf ] B “[d( W
di i \HE X o

oy

Cuando dx y dr tienden a cero, y debido a que D se supone independiente de
Xyt para electrodos planos, la segunda ley de Fick se puede expresar como

dc | d%c]
D .
dt | (UJ.\')

3.4 ELL. POTENCIAL DE UN ELECTRODO

El Potencial E de cualquier electrodo esta dado por la forma
generalizada de la ecuacion de Nernst
RT  —a,,

L =FE In
nl a

En donde /2 es el potencial normal de electrodo, R es la constante molar
de los gases, T es la temperatura absoluta, m# es el namero de
electrones transferidos en la reaccion del electrodo, F es la constante de
Faraday, y a,. y @,.4 son las actividades de las formas oxidadas y reducidas
respectivamente de la accion del electrodo.

3.5 DIFUSION

La difusion es el fenomeno fisico mediante el cual una especie
oxidante O, difunde hacia la superficie del electrodo donde es reducida
(red). En general existen tres procesos de transferencias mediante los cuales
una especie reaccionante se desplace hacia una superficie del electrodo.




Ellos son:
I') Difusion bajo la influencia de un gradiente de concentracion.
2) Emigracion de iones cargados en un campo eléctrico.

3) Conveccion debido al movimiento de la solucion o del electrodo.

Por otro lado nunca esta totalmente ausente la convecciéon mecanica
debido a cambios en la temperatura y la vibracion.

De acuerdo con la ley de Fick, la velocidad neta de difusion de una
especie hacia una unidad de area de electrodo 4 en cualquier tiempo 1 es
proporcional a la magnitud del gradiente de concentracion, esto es,

dc) -D(C_ -,
fujo = -,’)If J = (—E'—“_"—"— )
\ L‘{r 4 =) ()

en donde D es el coeficiente de difusion de la especie y & es el espesor de
la capa de difusion hipotética alrededor del microelectrodo.

A medida que la region que rodea al microelectrodo se empobrece de
especies electroactivas, esto es, a medida que (', tiende a cero, la velocidad
de difusion se vuelve proporcional a la concentracion en la masa de
solucion, (..

3.6 REACCIONES HOMOGENEAS.

Se puede definir como reaccion homogénea aquella reaccion en que
las especies reaccionante se encuentran en la misma fase. asi en la
secuencia

O+ne >R
R l:_) <L L
Ntoprp =3




se debe tomar en cuenta la parte cinética de las reacciones en cuanto que
nos proporciona la velocidad con que se realizarian las mismas, es decir. el
proceso de transferencia de electrones es lento o rapido.

3.7 VOLTAMETRIA DE BARRIDO LINEAL

En la Voltametria de barrido lineal las medidas dependen de la
velocidad a las que se barre el voltaje la corriente observada también
depende de la forma exacta del barrido el cual es por lo general un barrido
lineal ciclico.

Existen ciertas variantes de la Voltametria de barrido lineal una de
ellas es la Voltametria de barrido lineal escalonada la cual es util para el
control de computadoras; en ellas el voltaje se hace en forma escalonada
Ok, ., Voltametria de barrido lineal de corriente alterna (CA) y la de

pulso.
3.8 CONVECCION - ELECTRODO DE DISCO ROTATORIO

La conveccion es un tipo de difusion que puede ser debida al
momento de la solucion o a la del electrodo. Describimos brevemente el
electrodo de disco rotatorio.

La forma mas comun RDE es un disco rotatorio de platino, el
movimiento del disco hace que él liquido se mueva en la misma direccion y
asegure asi un flujo continuo de materia hacia el electrodo.

En su movimiento, el disco arrastra una capa de liquido de espesor
efectivo P, como la llamada capa de separacion del fluido, el movimiento
de esta capa se complica porque la fuerza centrifuga aleja al liquido,
mientras que la solucion fresca lo reemplaza continuamente,

N



Capitulo 4

Aplicaciones

4.1 INTRODUCCION

En este capitulo presentamos dos formas de resolver problemas de
Electroquimica:

1) Problemas tratados analiticamente usando las herramientas
tradicionales de la matematica.

2) Problemas tratados numéricamente que no pueden ser
resueltos analiticamente y en este caso hay que recurrir a
los  metodos numéricos uno de ellos: el método de diferencia
finita.

4.2 RESOLUCION ANALITICA

Ejemplo 1: Calculo del estado estacionario, a corriente de difusion
controlada para la reaccion simple de transferencia de electrones

O+ne >R (1.1)
donde Oy R son estable y la solucion inicialmente solo contiene O.
El punto de partida a considerar es la forma de las concentraciones
de Oy R en este punto, la distancia x del electrodo. pero dentro de la capa

de difusion varia con el tiempo. Esto esta dado por la segunda ley de Fick.
es decir

D (1.3)



Pero, logicamente si estamos interesados solo en el estado
estacionario la situacion o',/ =ac, /ér—0 . y las dos ecuaciones necesarias

para resolverlo son

d-C

¢ (1.4)
(f.l"
y
4l (1.5)
(f,\"
con las condiciones de frontera
1V En e=0, €, =10 (1.6)

Ya que la reaccion en el electrodo esta bajo control de difusion, todas
las especies electroactivas que alcanzan la superficie es reducida o
(despreciable).

i) En x =0, (% ) (%) an
\de ., g

Esta condicion de frontera es real para todas las reacciones en el
electrodo. y reflejan el hecho de que el flujo de reactantes y productos en la
superficie son siempre iguales, pero de signo opuesto. Se debe de notar que
puede entonces igualar el flujo de Oy R ax = 0 con el flujo de electrones,
esto es

(1.8)

-f.)‘ \ (f\. /

| (il J “‘f dC, )
ntk \dx ),

x=0

y esta es la ecuacion que utilizaremos para calcular la corriente a partir del
perfil de concentracion para las especies en solucion.

m)En x=o0,C,=0,C,=C (1.9)

t

Ya que en gran manera de la superficie a la solucion es incambiable por la
reaccion en el electrodo.




Ya que las condiciones de frontera para la especic R en x=0 solo es
conocida en términos de O, un buen inicio para la solucion, esto es, afadir
las ecuaciones (1.4) y (1.5) y al grupo de condiciones de frontera (1.7) y
(1.9) apropiadamente. Esto es,

d*(C, +Cy)
c‘fl’:

0 (1.10)

Con las condiciones de frontera modificadasen x =0, d(C, +C,)dx =0y en

5. La simple integracion de (1.10) utilizando esas

condiciones de frontera para encontrar las constantes de integracion da
como resultado

x=0,Ch +Cp =

O, =02 (1.11)

en todo x . Este resultado puede verse en el sentido quimico ya que solo los
cambios quimicos involucran la interconversion de Oy R.

De esta forma las condiciones de frontera en x = 0, las ecuaciones (1.6) y
(1.7), pueden en este caso simplificarse en

en x=0,C, =0 y C,=C} (1.12)

(2}

Se puede demostrar por resolucion de las ecuaciones dependientes
del tiempo y dejando que ¢—>x solo en el estado estacionario
la solucion es ¢, =0 ¢ 7=0. Esto es debido a que con el modelo

utilizado, no existe perfil de concentracion estacionario 6 (estable) hasta
que todas las especies ) sean removidas de la solucion. En la practica
sabemos que la corriente en el estado estacionario se obtiene facilmente y
la situacion experimental es predicha rapidamente si definimos una capa de
frontera de espesor & y asumimos que en el exterior de esta capa las
concentraciones de O y R se mantienen constantes por conveccion ya sea
natural o forzada. Las condiciones de frontera para (1.4)y (1.5) son

en x=0.0..=0

en x=0,C,=C5, » C,=0 (1.14)




La ntegracion de (1.4) y (1.5) y la sustitucion de las condiciones de
frontera para obtener la constante de integracion produce

i)

€, =20 5 (1.15)
e

g g

Cy =—2x47 (1.16)
o

y podemos ver que este estado estacionario el modelo de la capa de
difusion de Nernst produce un perfil de concentracion lineal. La densidad
de corriente esta dada por

[ = —niD

(dC, J B n!f}f( = (1.17)

0

\ {4‘{1' —

Se debe recordar que este modelo es aplicable a todas las situaciones
experimentales debido a la conveccion natural, esta solo bajo
circunstancias particulares, por ejemplo: el electrodo de disco rotatorio, y
que & es una cantidad conocida o calculable.

Ejemplo 2: Calculo de la corriente limite del estado estacionario
(también conocida como corriente catalitica) para el sistema

O+ne >R (2.1)
R+s 50+ product, (2.2)

donde s es una especie electroactiva presente en gran exceso y k es una
constante de velocidad de 1 orden. Inicialmente el medio de solucion
solamente contiene (), a concentracion (' .

De nuevo comenzamos considerando la forma en la cual las
concentraciones de () y R en un punto, la distancia x del electrodo. varia en
funcion del tiempo. En este sistema, los cambios ocurriran va sea por
difusion o debido a la reaccion quimica homogénea. Las ecuaciones que
describen el sistema son:




& i R (2.3)
ot e
G @) 55 O ;
o B0 el B s O (2.4)
3 Iy
ot X

donde el primer término de lado derecho representa los cambios debido a la
difusion, y el segundo a los cambios debido a la reaccion quimica (2.2). Ya
que estamos interesados en una corriente en el estado estacionario solo es
necesario resolver las ecuaciones

J*C
n‘{h_;" +kC, =0 (2.5)
};,‘.(.
n‘dr;* —kC, =0. (2.6)

Con las condiciones de frontera apropiadas, las cuales para el experimento
descrito son:

en = G, =205, =0 (2.7)

3

en =0 Cz=0, Ti=03 (2.8)

De nuevo la ecuacion (2.7) simplemente describe la solucion
preparada para el experimento. La mayoria de las condiciones de frontera
generales en  x=0 podrian ser ¢, =0 (ya que desecamos calcular la
corriente limite) y

* ( v T
f.)[dj”] =) Gl . (2.9)
L AX \

LLas condiciones de fronteras simplificadas pueden ser utilizadas, sin
embargo ya que la reaccion en el electrodo y la reaccion quimica
homogénea otra vez solo permite la interconversion entre () y R De ahi
que la intuicion quimica confirme que para toda x,

(I.Jd'(l“__(..-': - (2[0)




Y por lo tanto en la superficie ¢, =, . Ademas, debido a (2.9) una
solucion completa para ¢, (x) C,(x) la corriente puede ser obtenida
resolviendo (2.6).

lLa ecuacion (2.6), tiene una solucion general

& : , k
%2 Eo s 0
A D I

1 I

. (kY? } (}( 2 .
(H—-Mexp‘l”J x+ Nexp- 5 E, (2.11)

1
LS

de nuevo, utilizando la condicion de frontera en x =« . uno encuentra que
M = 0(por otro lado ¢, —» = cuando x > = ), y de las condiciones de
frontera en x = 0 logicamente N = ('

Stusamos x=0,(, =0,(, =, y hacemos que M 0

[£g Y2 [ b2 )
Cp, =M exp| i J x|+ Nexp —( . 1 X
192 | "\D)

|
[ ( k 11_':
WD

]

|"f, k \I:_
(@ -.O-exp,‘ x|+ Nexp
\ D)

sustituyendo el valor de Ny M en la ecuacion (2.11) obtendremos la
siguiente solucion

£k | ( k
', = (0) ex x|+ exp l 3
it ( ) Pl“. D ;| ‘ f | ‘”J
Co=Chexp-| ° | x, (2.12)
e



Este es el perfil de concentracion del estado estacionario para la
especie /R y su contraparte para la especie () puede ser encontrada
sustituyendo (2.11) en (2.9), obtendremos que,

; ! 12 X / \J
4C ;) KA e J LA
s{( 2 ( ‘ C5ep —( ] x| | —[ ‘ Ea
O S L\ Dy D ) \D)
[La densidad de corriente esta dada por
dcC, W2
e —nm[-—-ﬁf ] = —nlD kl 2, (2.14)
dx ) D=
de 1gual manera se deduce que
d 1
I, =—nFD"k>C2. (2.15)

Y puede verse que la corriente en el estado estacionario depende de
la velocidad de la reaccion quimica homogénea (2.2); demostrando que la
reaccion (2.2) es rapida, la corriente limite sera mucho mayor que la
corriente a difusion controlada para (2.1) descomplicada por una siguiente
reaccion quimica, efectivamente ya que la especie electroactiva es generada
por la reaccion quimica. De ahi que surja el término corriente catalitica.

-

¥ )




Ejemplo 3: Calcule la respuesta / -1 a una etapa de potencial de un valor
donde la reaccion O+ne —» R es la difusion controlada en un electrodo
esférico la solucion iicialmente solo contiene O).

Es necesario resolver la ecuacion

oC 0°C, 2D aC, o
To - pf i -t (3:1)

o or- roor
con la condicion inicial,
para r=0yenr>r, C,=C, (3:2)
y la condicion de frontera

€N F=r, C.=0 (3.3)

(12 ()
en. =660, =8

Haciendo la sustitucion z = r((',‘;‘ - (_‘,J,)

— =D— (3.9)
ot &)
con
para (=0,z=0 (3.6)
y
para (>0,enr=r,, z=r,( (3.7)
y
en l=m,z2=0 (3.8)



Usando la tabla A. 1 de transformada de Laplace a la ecuacion (3.5)
obtenemos
d-z

sz=D"— (3.9)
dr-

y las ecuaciones (3.7) y (3.8),

en r=w,z=0 (3.11)

la ecuacion (3.8) tiene la solucién

1 ~ L
e

{ 5 NS i 5 2 ( l)
7 =Mex [ 7+ Nexp— r 3.12
P‘ D) P ‘l\ D ] )

por la integral particular z =0, en r =w, M =0, N se encuentra de (3.10):

o (sY?
Ni= £ ”expL J T

s

y por lo tanto

ELC s )2
7= POy | (r,—=r). 3.
5 P D ,| ) (

wd
5]
—

Usando la transformada X7/ de la tabla A.l. esta ecuacion puede ser
invertida a

=T e (;;._,I r) (3.14)




Por tanto

Co _ gl * ) =)' ]
; (‘;’;["1 ooy Vot) (o1 o on) | (5
o L 2D242 r (;r[);)'z 4Dt J

Solo necesitamos (o, /or) y asi poniendo » = r, en (3. 15)

2| = L (3.16)
or )., :

y

- oC,,
I = nf'!)[ ]

(3.17)
nl Do’ Jrf“i?lf(Z}

. L b
" T




4.3 Resolucion Numérica

Desde que Feldberg introdujo por primera vez el método explicito de
diferencia finita a la Electroquimica, en la década de los sesenta este
método que proporciona soluciones aproximadas a las ecuaciones
diferenciales parciales se ha convertido indudablemente en la mas amplia
técnica de simulacion de toda la comunidad Electroquimica. Su gran virtud
es que es facil de comprender y de implementar aun para aquellos que no
manejan las técnicas  numéricas y mientras no existan  mejores
metodos (I decir mds rapidos o exactos) muchos sistemas pueden ser
exitosamente simulados utilizando esta simple técnica.

El principio basico de todas las técnicas de diferencia finita para
resolver ecuaciones diferenciales es reemplazar todas las derivadas por una
aproximacion apropiada de cocientes de diferencias. Las ecuaciones
diferenciales son por lo tanto reemplazadas por un conjunto de ecuaciones
en diferencias que podran ser resueltas después de incorporar las
apropiadas condiciones de frontera. Las soluciones obtenidas para estas
ecuaciones en diferencias son analiticas y por lo tanto las soluciones de
estas ecuaciones son una buena aproximacion a las soluciones de las
ecuaciones diferenciales.

Para ver como un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales que
describen un sistema Electroquimico es convertido en el conjunto
equivalente de ecuaciones en diferencias tenemos primero que construir un
modelo que describa el transporte de masa del sistema, los conceptos
basicos de este modelo son:

1) El espacio y el tiempo pueden ser divididos en pequeiias unidades
discretas.

i)Sobre una pequenia distancia y escala de tiempo de varias partes
del proceso de un electrodo, por ejemplo: difusion. conveccion.
transferencia de electron y reaccion quimica, pueden ser abordados
separadamente y consecutivamente.




Ejemplo 1: Analizamos un sistema donde se considera tinicamente
la difusion. En nuestro modelo la fase de la solucion cerca del electrodo
esta dividido en una serie de elementos de densidad Ax., ver figura 1. Cada
uno de esos elementos tiene la misma area de seccion transversal que el
electrodo. Ellos son etiquetados de 1 a N, y se asume que son lo
suficientemente delgados que la concentracion de cualquier especie pueden
ser considerada homogénea dentro de la caja.

De la primera ley de Fick sabemos que en cualquier punto en la
solucion, el flujo de cualquier especie esta dada por

3

J=-aD?
&

| (1.1)
X
Asi el flujo (J,) en la frontera entre las cajas / v /-1 en la figura
I esta dada por
(oC ;
= -4 2] (1.2)

-
\ &x /,

La aproximacion de diferencia finita para esta expresion es

J,ox—AD

(("I _(.‘r-i) 3
=Ll (1.3)

Donde ¢ es la concentracion en la caja /. Esta aproximacion mejora

tanto como el valor de Ax es reducido. De la misma forma el flujo en la
frontera entre las cajas /'y 7 +1 esta dada por

(G —C;)
Jym—gDXA il 1.4
' Ax (L4)

y por lo tanto el flujo total, J, en la caja I es

AD
Ax

dim=nl =i, =

€. <3¢ +C. ). (1.5)
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Fig. 1- Diagrama esquematico del espacio red usado en la simulacion
de sistemas que involucran transporte de masa unidimensional a un plano
semi- infinito del electrodo.

Como se establecié al inicio, el tiempo también esta dividido en
pequenas unidades discretas, Az, y por lo tanto en cada unidad de tiempo la
cantidad de materia. », anadidas a la caja/es

Fi =oAL (|<6)

Ya que el volumen de esta caja dado por 4-Ar. el cambio en la
concentracion de la caja / en cada unidad de tiempo es

AC,= A N A1 (« P

: 2(
A Ax A

¥ Gl (1.7)

y por lo tanto

Cle+ar)=C )+ D, (¢, () 2C,(1)+C, (1)) (1.8)

H



donde /)y, es el coeficiente del modelo de difusion, esta dado por

B =pBt (1.9)

La ecuacion (1.8) es la aproximacion explicita de diferencia finita a
la segunda ley de Fick, y describe como la concentracion de cualquier
especie en las cajas 2 a N -1 cambia con el tiempo. Las expresiones para
las cajas 1 y N requiere un conocimiento de las condiciones de frontera. .a
caja N es la mas simple de tratar, con el conjunto de la concentracion de la
caja "imaginaria" N +1 a la concentracién de volumen, (" |y por lo tanto

Cylt+ &) =Co )4 Dy (€ ) -2C 1)+ ). (1.10)

La primera caja presenta una dificultad mas pequena de manejarse ya
que esta limitada por el lado izquierdo por el electrodo. Como
anteriormente, el flujo en la frontera entre la primera y la segunda caja, J,,
esta dado por

J.n-ap & -G) (1.11)
- Ax

pero el flujo en la frontera de la primera caja con el electrodo. J, . esta dado
por

C -
J, = 1.11_)( Jl C) (1.12)
Ax
2

Donde ¢, es la concentracion en la superficie. El término en el
denominador es 2-Ax ya que () se asume que es la concentracion en el

centro de la primera caja, y esta separada de la superficie del electrodo por
la distancia '2-Av. Por lo tanto, siguiendo el mismo argumento anterior

tenemos,
Cle+an)=C )+ D, 20,0)-3¢,()+C.(1)). (1.13)
Utilizando las ecuaciones (1.8), (1.10) y (1.13) iterativamente es

posible encontrar la concentracion, en cualquier caja, en cualquier tiempo
¢, es conocido. Esto se obtuvo de las condiciones de frontera.




Consideremos aqui el ejemplo de simular un experimento de un paso
de potencial en la region de difusion controlada para la reaccion.

O+ne < R (1.14)

para la cual las condiciones de frontera en la superficie del electrodo son

{>0.x=90

v : & ox

Para la especie oxidante O la expresion de diferencia finita en la primera

(1.15)

caja se convierte en

(‘f).l (,‘ 3 A{) = (-1(J.I ({)+ 1').1?' (—' 3(.'10,[ ('r)+ (I-‘O.Q ()‘)) ( ] X I 6)

Para R tenemos que igualar los flujos para O y R, en términos de diferencia
finita estas condiciones de frontera se transforman en

(C’?-l] - CO-“_) = (CR_‘.!I qCﬁJ (1.17)
Ax —Ax

2 2

y por lo tanto con C,, igual a cero da como resultado

Cro = Cuy ¥ €5 (1.18)
y por lo tanto la especie reducida R es
OMEFUE Cr (")" Dy, (2( 0. (") = Cry 1)+ e (v )) (1.19)

Estamos ahora en posicion de comenzar nuestra simulacion,
Tenemos que fijar los valores adecuados para Ax y Ar. Claramente podria

ser util st pusiéramos esos valores independientemente, pero

desafortunadamente, esto no es posible.
46




Se puede demostrar que soluciones estables para una expresion de
diferencia finita son solamente obtenidas para valores de D,, menores que
0.5, yaque D, es igual a D-Ar/Ax* los valores de A7y Ax estan unidos.
Especificamente, si Ax disminuye Ar también tiene que ser reducido y para
cualquier longitud dada del experimento el nimero de iteraciones debe ser
aumentado. En vista del término Ax® lleva por supuesto tiempo de
computacion marcadamente grande. Uno de los mayores problemas en el
diseio de una simulacion a elegir todos los parametros, ellos son
fisicamente significativos de ahi que exista una correlacion util entre ellos y
las constantes del sistema real.

Por conveniencia en la programacion es util iniciar fijando el niimero
total de iteraciones, L, esto tipicamente puede estar en ¢l rango de 10° a 10*.
Entonces si la duracion de nuestro experimento es . segundos, se obtiene

| -

Af=sE (1.20)

Para cualquier valor dado de At obtendremos una mejor simulacion
tanto como se reduce Ax y por lo tanto D,, debe ser lo mas grande como
sea posible. Es usual por lo tanto fijar el valor D, cerca de su valor
maximo, digamos 0.45 y de la ecuacién (1.9) Ax esta dada por

i 2
Ax:i?_‘“} (1.21)
\ D,
o sustituyendo para Af
D, V2
Lo .
Ax = { =Sl 1.22
' \ D,u LJ ( )

Asi para la simulacion de cualquier experimento dado la escogencia
de L, el numero de iteraciones, fija tanto los valores de Ax y de Ar. Con
ellos fijados podemos ahora determinar cuantas cajas se necesitan. El
volumen de la solucion afectado por la reaccion en el electrodo en una
funcion del tiempo. En un experimento los tltimos . segundos

generalmente se consideran necesarios para contar los cambios en la



concentracion, a una distancia 6(/,)> del electrodo y asi N el nimero de
cajas necesarias, esta dado por

N=—""_ ¢ (123)

o sustituyendo para Ax de la ecuacion (1.22) se tiene
N =6(D, L)* . (1.24)

La eleccion de L, por lo tanto fija todos los parametros de la
simulacion. Esta simulacion puede sin embargo ser usado para
experimentos de cualquier tamafio y con cualquier valor del coeficiente real
de difusion. La correspondencia de las variables modelos Ar y Ax a la
realidad se hacen a través de las ecuaciones (1.20) y (1.22).

Frecuentemente se requiere de simulaciones de experimentos con un
rango de concentraciones iniciales de reactantes, y podria ser util si no
necesitamos una simulacion separada para cada una. Para lograr esto no
trabajamos con concentraciones reales, pero en su lugar normalizamos
todos los valores con respecto a las concentraciones iniciales de uno de los
reactantes y la simulacién es llevada a cabo en términos de estas
concentraciones fraccionadas.

Asi tenemos

ce,()=5 (,’_), (1.25)

y por lo tanto la ecuacion (1.8) puede ser escrita como
CCi{t+1)=¢C 1)+ Dy (€ C1(0)-2¢ C(1)+¢Cile)  (1.26)
con expresiones similares para la primera y la ultima caja .

En este momento todo lo que se determina son aproximaciones a las
concentraciones de las especies presentes mientras en el experimento
convencional actual lo que medimos es la densidad de corriente. Por lo
tanto necesitamos una expresion para la corriente simulada. Sabemos que
en términos de variable reales
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/ -f?lf'})((' '”J . (1.27)

En términos de nuestras variables modelos y en la aproximacion de
diferencia finita esto se convierte en

j _ _f? !“l)( r.il(é_l'('d_,l _'4'__(_();[) (1‘28)
- Ax
2

o sustituyendo para Ax

17 |V
2nF D DL

1

fﬁl“

I = (‘rl;(.c(‘o,: —é'(r),fa)‘ (]29)

Rearreglando las variables modelos a la derecha y las experimentales
en la izquierda obtenemos

1/
/2
A&

§ % Y ‘ 4

Z=-——5—=2D21*((C,,~¢ Cpp)- (1.30)
nEDC,

Donde Z es conocida como la corriente simulada. Solo resta determinar el

tiempo que corresponde a esto y al finalizar k iteraciones este viene dado

por

De aqui que sea un problema sencillo, comparar la densidad de
corriente simulada directamente con el valor obtenido experimentalmente.

La simulacion de una reaccion Electroquimica simple se puede
implementar por los siguientes pasos.

Paso 1: Introducir los valores para el numero de iteraciones y el
coeficiente de difusion modelo.

Paso 2: Inicializar las concentraciones fraccionadas en todas las
caias a los valores de volumen.
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Paso 3: Usar ecuaciones de diferencia finita para determinar un
nuevo conjunto de concentraciones fraccionadas.

Paso 4: calcular la corriente

Paso 5: Reemplazar las viejas concentraciones fraccionadas por las

nucvas.

Paso 6: Chequear que todas las iteraciones fueron completadas, si
no esasiiral paso 3.

Paso 7; Salida de datos.

Un programa escrito en 7urbo Pascal, para la simulacion de un
experimento de paso de potencial simple en la region de difusion
controlada esta incluido en los anexos (programa 1). Este programa
también compara el valor simulado de Z con el correspondiente valor
analitico obtenido de la ecuacion de Cottrell.

Comentario: el valor de densidad de la salida del programa 1 varia con el
numero de iteraciones. Puede verse que inicialmente el valor simulado
oscila alrededor del valor analitico, pero que rapidamente se establece.

Para la k- ésima iteracion esta es dada por

LY -
ZZ[H]{} ‘ (1:33)

En la figura 2 se muestra como la razén Z/Z,. varia en el nimero de

iteraciones. Puede verse que inicialmente el valor simulado de Z oscila
alrededor del valor analitico, pero que rapidamente se establece y después
de 100 iteraciones el error es de aproximadamente 0.2%.
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Fig. 2 - La grafica muestra como la corriente simulada se aproxima al valor
analitico tanto como el niimero de iteraciones crece. La razén 7, /I, es

representada como una funcién del nimero de iteraciones k. Un valor de
0.45 fue usado para el coeficiente de difusion modelo, D, .

Ejemplo 2. Reacciones Homogéneas

Se establecio al inicio que uno de los principios del nétodo explicito de
diferencia finita era que todas las partes del proceso Electroquimico pueden
ser tratados consecutivamente. Asi, para sistemas que involucran
reacciones homogéneas cada iteracion involucrard primero una parte
difusional como se describi¢ anteriormente y luego la parte cinética. Para
ver como la forma de esta parte cinética toma lugar consideremos el
proceso descrito a continuacion




O+ne —R (2.1)

_..—...\
[
2

—

R+0—t 58
S+ne -2 (2.3)

Donde Q no es electroactivo. La simulacion incluira una parte difusional
para cada una de las especies O,R,Q, S, Z pero también tendria un
segmento cinético para R, Q y § ya que las concentraciones de estas
especies estan afectados por la reacciéon quimica. La velocidad de reaccion.
g, en cualquier caja /, esta dado por

Gy = kyChy (2.4)

Q.0

y de ahi que la cantidad de R, perdido por la caja / en el periodo Ar esté
dada por

) k:(‘h‘,f1(.{‘;_ﬂ' (2-5)
At

Al

L)

o convirtiéndola toda a la forma adimensional

) ki "e'_( ‘rr;.;(wﬁ,; 'é‘(_jg,i_

ALCy, = (2.6)
L
0
A{:(‘H_f A‘m‘:(le'f.f {;( or (2 7)
donde
T B
k, = 0 (2.8)

Es la constante de modelo de velocidad adimensional (para las reacciones
de primer orden la constante de velocidad moles es ky, =kit./'L). Asi, las
concentraciones fraccionadas del calculo al final del segmento difusional
estan ajustados por AL C,. Expresiones similares se pueden obtener para )
y 5.




En la practica, el rango de valores de k., puede ser utilizado con un
espacio particular limitado; para tener una simulacion real la reaccion quimica
puede darse en varias celdas, por ejemplo: si un intermediario reacciona muy
rapidamente esto desaparecera dentro de la primera celda, la simulacion no
ocurrira.

Por otro lado una cantidad significativa de la reaccion puede ocurrir (o
darse) antes de que las especies se difundan fuera de la solucion de la capa que
esta siendo considerada. Idealmente (f)r]__,:,)“ (7,. es el tiempo de vida media del

intermediario) debe ser aproximadamente 6(/)° /2. La constante de velocidad
modelo nos excederia de 0.1. Estas limitaciones significan que las reacciones
rapidas requieran de un espacio fino y de un tiempo fino también.

Esto puede conducir a problemas de almacenamiento y de tiempo
computacional, y algunas veces otras técnicas de simulacion son mejores.

La simulacion de las reacciones donde las especies electroinactivas estan
presentes introduce un nuevo tipo de condiciones de frontera. Para tales
sistemas, sabemos que el gradiente de concentracion en la superficie es igual a

cero. Asi

;;( 'rL-’_I - ‘:’( 'rA'_J,tl 2 (29)
y por lo tanto la ecuacion de diferencia de difusion en la primera celda para tal
especie (la especie electroinactivas) se convierte en
":(‘U,] (I + A() = ‘:(‘\J.l(‘r)"' ‘U.-\r (Sf(‘g_:(")' @:—(-111("))‘ (2 IO)
Un programa en 7urbo Pascal para la simulacion de un experimento de
paso de potencial con un sistema se puede umplementar por los siguientes

pasos.

Paso 1: Introducir los valores para el nimero de iteraciones. para el
coeficiente de difusion modelo y para la velocidad.

Paso 2: Inicializar las concentraciones fraccionadas en todas las celdas.

]
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Paso 3: Usar ecuaciones de diferencia finita para determinar un
nuevo conjunto de concentraciones fraccionadas debido a la
difusion.

Paso 4: Calcular los cambios en las concentraciones debido a las
reacciones quimicas.

Paso 5: Calcular la cormente.

Paso 6: Reemplazar las viejas concentraciones fraccionadas por las
nuevas.

Paso 7: Chequear que todas las iteraciones fueron completadas. Si
no es asi, 1r al paso 3.

Paso 8: Salida de datos.

Un experimento de paso de potencial con un sistema tal como lo
describen las ecuaciones (2.1) - (2.3) se da en los anexos (programa 2).

Comentario: en el caso de las reacciones homogéneas producen una
densidad de corriente practicamente variable a pesar de existir dos
iteraciones (1 y 3) no homogéneas con respecto al resto de las iteraciones
indicando con esta que el programa como tal produce resultados confiables.

Ejemplo 3: Voltametria de Barrido.

Hasta ahora hemos considerado experimentos de un paso de potencial
donde el paso de transferencia de electrones se da a una velocidad limitada
de difusion. La mayor parte de cualquier simulacion es la misma para
cualquier técnica y ya ha sido realizado, pero las condiciones de frontera y
de donde las expresiones de diferencia finita para la primera caja varian.
Como un ejemplo de los diferentes tipos de experimentos considere ahora
la Voltametria de barrido. Aqui las condiciones de frontera son funciones
del tiempo y para un sistema reversible pueden ser derivado de la ecuacion
de Nemnst

—exp N (3.1)
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donde para un experimento de barrido lineal, 1., el sobrepotencial esta dado
por
n=n +Ank (3.2)

Donde 7, ¢es el sobrepotencial en ¢ - 0(esto es en el inicio de la simulacion),
An es el incremento adicionado a cada iteracion, v &k es el nimero de
iteracion. El potencial puede ser normalizado dividiendo por R7/F . y por
lo tanto en términos de la ecuacion (3.1) del modelo de variables se vuelve

<5 GieS
L' —2 =expn-k, (3.3)
Q_ R
donde
E,=E, +AE, -k (3.4)

El valor de AL, esta determinado a partir de la velocidad de barrido, el
tiempo caracteristico, y por el niimero de iteraciones.-En el caso de los
experimentos de pulsos, /. fue demostrado y es la longitud total del

experimento, y esto es también una eleccion conveniente. Por lo tanto
E =
{ ___( ! ,) (35)

de aqui que

A = Ems = En) (3.6)

Para determinar las condiciones de frontera de superficie use la ecuacion
(3.3) y el hecho de que en la superficie del electrodo

{ 6C,\ (oC -
(=2 =i &7
X J'_. LA & S
De estas ecuaciones se puede demostrar que
cC, +2¢,,
Coo=expln-k ), =42 1) (3.8)

I +exp(n-F£ )

De esta forma al final de cada iteracion el valor de 7 es calculado y
de donde (¢, v ¢, . Utlizando estos valores las expresiones de
diferencia finita para la primera celda son resueltos v la corriente calculada
como antes.

wn
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El procedimiento para un experimento de Voltametria ciclica es
esencialmente el mismo con 7. de nuevo correspondiendo al tiempo

requerido para el barrido de £ a £,(2L iteraciones son por lo tanto

requeridas para un ciclo completo).
La simulacion de un experimento de Voltametria ciclica con un

sistema reversible se da en los siguientes pasos.

Paso I: Introducir los valores para el nimero de iteraciones, para el
coeficiente de difusion modelo y para los limites del
potencial.

Paso 2: Inicializar el potencial y las concentraciones.

Paso 3: Calcular el incremento de potencial v el numero total de
incrementos.

Paso 4: Determinar un nuevo conjunto de concentraciones debido a
la difusion.

Paso 5: Calcular las concentraciones en la superficie.

Paso 6: Calcular la corriente.

Paso 7: Reemplazar las viejas concentraciones por las nuevas.

Paso 8: Cambiar la direccion de barrido.

Paso 9: Salida de datos

Se da un ejemplo en los anexos (programa 3) de un programa de
l'urbo Pascal para la simulacion de un experimento de Voltametria ciclica
con un sistema reversible.
Comentario: para el programa 3 de voltametria de barrido lineal la
variabilidad que tienen estos resultados es bastante reproducibles a pesar

del hecho de que existe 15 iteraciones que estan fuera del comportamiento
normal de la corriente simulada.




Como hemos visto, las varias partes de un proceso de electrodos
pueden ser tratados secuencialmente en una simulacion de diferencia finita
y es posible escribir un programa para escribir mas eventualidades (por
ejemplo conveccion-electrodo disco rotatorio). Un diagrama de flujo para
tal programa se muestra en la figura 3. Sin embargo esto es una
programacion relativamente directa lo usual es escribir un programa para
cada nuevo sistema e incluir solamente las partes requeridas.




DIAGRAMA DE FLUJO

Situacion Inicial y i i
b on inicia Condiciones de Superficie
Establecida de Electrodo Establecidas. ifusié
1 Ponga concentraciones Difusion.
e ) s Calcule los cambios
de masa de todas las 1.Determine la concentracion : o
e i - : | _..| en concentraciones en
especies. — P de la superficie o flujo 5
todas las cajas
ey e foe : ; debido a la difusion.
2-”‘-19”""‘& los _ 2 Caleule las concentraciones !
coelicientes de difusion, en la primera caja

constantes de ritmo, etc.

T

A 4
Un lazo Conveccion Para

Prueba para Representa un RDE,RRDE,DME ETC

Fin m'_l mtervalo At

Experimento,

A Calcule los cambios
en la coneentracion
debido a la conveceion
Escriba Respuesta Electroquimica
Corriente, potencial, Calculada. v

integral de perfiles o

g Cinética Homogénea.
cada pertil en lazo,

I.c. cornente, potencial .carga
o perfil de concentracion
integrada en experimentos
espectroelectroquimicos.-

< Caleule los cambios en
concentracion debidos
a las reacciones

quimicas (como sea
requerido para el
mecantsma. )
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Finalmente, indicaremos que al plantearse la solucion de un
problema en Electroquimica, en la que la solucion analitica no sea posible o
bien resulte complicada, la via de la solucion numérica debe ser potenciada.




CONCLUSIONES

‘/Los métodos numéricos proporcionan soluciones aproximadas a las
ecuaciones diferenciales que describen sistemas electroquimicos.

‘/El método de diferencia finita simula exitosamente muchos sistemas
electroquimicos por su facilidad de comprension y de implementacion.

‘/La via de la solucion numérica de problemas en electroquimica debe ser
potenciada en aquellos casos en que el uso de las herramientas
tradicionales de la matematica no nos provee de una solucion analitica
posible o bien esta resulte muy complicada.

‘/La programacion en Turbo Pascal nos da la posibilidad de implementar los
algoritmos para simular distintos sistemas electroquimicos.

Gl
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PROGRAMA 1

PROGRAM difusioén;
(Este programa calcula la densidad de corriente de)}
{un experimento de paso de potencial para un}
[sistema reversible en el que se considera)
{unicamente la parte de difusidn)
USES ¢rkt:
VAR jmax,1,]j,L:integer;

Dm, 2., T, e, Zcott sreal;

FAN, FAO, FBN, FBO:ARRAY [1..150] OF real;

R:ARRAY [1..100] OF real:;
BEGIN
Clrsc
write( Introduzca el numero méximo de iteraciones);
readln (L) ;
write(' Introduzca el coeficiente de difusién '):
readln (Dm) ;
FOR j:=1 TO 150 DO {inicilizar las}

{concentraciones}
BEGIN
FAO[J] :=1;
FBO[ 3 ]ie=03

END;
FOR z12=1 TC L. DO
BEGIN

jmax:=ROUND (4.2*sqrt (i) ) +1;
FOR j:=2 TO jmax DO {segmento de}
{difusién}

BEGIN
FAN[]] :=FAO[ ]+Jm*fLAU| =1 1=
’*EAO{ ] +FAO | ]JJ;
FBN[7]:=FBO[]]+ Dm“[FBﬂ[j—li—
)*FBO[|J+ B JL] de
END;

FAN[1] :=FAQ[1]+Dm* (-3*FRO[1]+FRO([2]
FBN[1] :=FBO{1]+Dm* (2*FAO[1]-FBO[1]+

ERO 2] jig




END.

Z:=2*sqrt (L*Dm) *FAN([1]; {calculo de la}
{corriente simulada}

Tid=] # T2 {calculo del tiempo}

Zeott:=l/sqgrt (3. 1415*T): |{eorriesnte dada)
{por la ecuacidn de}
{cottrell}

R[i] :=Z/Zcott; {calculo de la razdén del
{las corrientes}

FOR j:=1 TO jmax DO {reemplazo de las}

{concentraciones}

BEGIN
FAO([J] :=FAN[]];
FBO[]J] :=FBN[]];
END;

END;
writeln('La densidad de corriente en cada');
writeln (' iteracidén es:');

writeln('"iteraciédén corriente sim) ;
writeln (‘corriente anal densidad ') ;
FOR i:=1 TO L DO {salida de datos}

writeln( i:5, Z2:18:5, Zecott:20:5, R[ 1} s22%5) #
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Salida del programa 1 (Difusion)

Entrada:
Nimero mdximo de iteraciones L: 100

Coeficiente de difusion Dy, : 0.45

La densidad de corriente en cada iteracion es:

iteracion corriente sim corriente anal densidad
1 1.314164 3.64198 0.23780
2 3.56781 3.98948 1.39542
3 1.44351 3.25740 0.90455
4 3.62830 2.8209¢% 1.28618
] 1.70494 2.92317 0.67571
b 2.73144 2,30333 1.18587
7 1.67637 2.13247 0.78612
8 2.22633 1.99474 1.11610
9 1.61261 1.BB044 0.85747
10 1.90935 1.78415 1.07017
11 1.33732 1.70112 0.90371
12 1.69484 1.62870 1.04061
13 1.46118 1.56480 .93378
14 1.54083 1.50788 1.02185
15 1.38891 1.45675 0.95343
16 1.42472 1.41049 1.01009
17 1,32233 1.34838 0.96633
18 1.33338 1.32983 1.00282
19 1.26189 1.29436 0,.97491
2 1.25959 1.26158 0,99842
21 1.20736 1.23118 .,58063
22 1.19785 1.20287 (1,99382
23 1.158235 117643 0.98454
2 1.14517 1.15146 0.994177
25 1.11399 1.12840 0.98723
26 1.09942 1.10648 0.99361
27 1.07400 1. 08380 0.98913
2B 1.05909 1.06623 0.99330
2 1.03774 1.04769 0.99050
1.02311 1.,03008 0.9932
3 1.00473 L0133 0.99151
32 0.99072 0.99737 0.99333
33 0.97457 .98214 0.99229
14 0.96171 (.94759 0.99351
33 (.94690 0.95347 0.,99290
34 0.93444 0.94033 0.99373
37 1.92140 3.92754 0.99339
0.90973 ,91523 0.99397
19 0,89784 0.90244 0,99380
1] (,88691 0.39208 3.99421 64
41 0.873%7 .B8113 0.,79415
iz 0.B84375 ,870358 0.99445
il 0.83562 0.36039 0.99445




= IR I v

s R
el 3 e—

0
0
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0.
0.

0
0
b
0
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0.
0.
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0.
0.

84603
83661

82762
.81881
81036
80210
79413
18636
77885
77152
70442
73749
73076
4420
73781
. 73158
72330
. 71958
71380
70815
70264
69725
69199
68684
68181
67688
67206
66735
66273
636820
63377
64942
64316
64098
63589
63287
62892
62503
62125

(61752

61385

G.61025

0671
60321

. 39982

39443

39315

. 38990
0.58670
1. 58359
0.58044
3.,57741
0.37441
37145
1, 568359

1), 346358

34284

0.85054
0.84104
0.831864
0,82297
0.81435
0.80600
0.797%0
0.79004
0.78240
0. 77499
0.74778
0.76076
0.73194
0.74730
0.74083
0.73452
0.720838
0.72238
0.71453
0.71082
0.70323
0.69580
0.69448
0.68928
0.68419
0.67921
0.67435
0.56958
0.66491
0.66034
0.63587
.65148
0.64718
0.64294
0.463683
0.63477
0.63079
0.62689
0,62309
0.61929
0.61559
0.61194
. 60839
0,60488
0.60144
{1, 59805
.39472
0.39144
0.58822
0.58503
0.38193
{1, 57385

0.99448
0.99471
0.99489
(1.99495
(,99510
0.99514
0.99528
0.99335
0.99546
,99353
0.99543
0.99570
0.99578
0.99585
0.99592
0.99599
(.99606
0.99612
0.99618
0.99624
0.99430
0.99434
0.99641
0.99547
4.99652
(.99657
0.996462
0.99%64
0.99471
(.99673
.99480
(0,99484
(1,99488
1.994692
1.994694
0.99700
0.99704
0.99707
0,99711
0.99714
0.99718
0.99721
0.99724
¢,99727
0.99731
0.99734
0.99734
0,99739
0.59742
0,39745
0,99748
$,59750
.99753
¢.,99735
i,99758
1,99780

0,99743




PROGRAMA 2

PROGRAM reaccion homogenea;
[Este programa calcula la densidad de la corriente)
{de un experimento de paso de potencial para un)
{sistema ECE donde se considera la parte difusional )
{sequida de la parte cin,tica)
USES CRT;
VAR 1i,3j,L,jmax:integer;
Dm, RATE, REACT, ZA, 72D, Z,T,ZCOTT:real;
FAO, FAN, FBO, FBN, FCO, FCN, FDO, FDN, FEO, FEN : ARRAY
[1..150] OF REAL;
NAPP: ARRAY [1..100] OF REAL;

BEGIN
ClEscr;
write('Introduzca el nimero maximo de):
write( 'iteraciones ');
readln (L) ;
write( 'Introduzca el coeficiente de difusién e
readln (Dm) ;
write( 'Introduzca el valor de la velocidad ');
readln (RATE) ;

FOR j:=1 TO 150 D {inicilizar la concentracién}

BEGIN
FAO[7]] :=1;
EBQ [ ] s=0;
FCOQ 3] 2=lyp
FDO[7] :=0;
FEO[]] :=0;

END;

FOR dis=]1 TO L DO

BEGIN

jmax:=round(4.2*sqrt (i) )+1;
FOR J:=2 TO jmax DO {segmento de}
{difusion}
BEGIN

FAN(]]:=FAO[j]+Dm* (FAO[j-1]-
2*FAO[j]+FRO[§+11);

GO




FBN[j]:=FBO[F]+Dm* (FBO[j-1] -
2*FBO([]+FBO[j+1]);
FCN[j]:“PFO[j]FDH'(FCO[j -17=
ZRRECHIT ]+E(0[|+11)
FDN[]]:=FDO[]]+ (FDO[j-1]-
)*EDO[W}iFDO[j+1])
FEN[3]:=FEO[]j]+Dm* (FEO[j-1] -
2*FEO[J]+FEO[J+1]) ;

BEND;

FAN[1]:=FAO[1]+Dm* (-3*FAO[1]+FAO[2]); {primera}
{caja}

FBN[1] :=FBO[1]+Dm* (2*FAQ[1] FBO[]]+FBO[2])

FCN[1] :=FCO[1]+Dm* (FCO[2]-FCO[1]

FDN[1]: —FDO{1]+Dm*(—3*FDO[1]+FDO[ 1%

FEN[1] :=FEO [1]+Dm*(2*[DO[1]—FEO[1]+FEO[2]);

FOR j:=1 TO jmax DO {segmento cinético}

BEGIN

REACT--RATE*FBN[j]*FCN[j];
FBN[]J] :=FBN[j]-REACT;
FCN[j].—FLij} ~REACT;
FDN[]] :=FDN[J]+REACT;
END;
ZA;=2*sgrt (L*Dm) *FAN([1]:
ZD:=2*sqrt (L*Dm) *FDN[1];
Z:=7A+7D; {calculo de la corriente simulada}
T:=1i/L; {calculo del tiempo}
ZCOTT:=1/sgrt (3.1415*T); {corriente dada por }
{ecuacidén de cottrell}
NAPP[i]:=2/ZCOTT; {aparente no.de electrones}
FOR j:=1 TO jmax DO {reemplazo de las}
{concentraciones}

BEGIN
FAul|..~FAN[j];
FBO[j] :=FBN[]]:
FCO[4] :=FCN[];
FDO[]j] :=FDN[7];
FHWI]i:+VEij]F

END;

END;
writeln('La densidad de la corriente en cada ');
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writeln( ' iteracién es: ' );

writeln (' iteracidn corriente sim T 5.
writeln(' corriente anal densidad Ny
FOR i:=1 TO L DO {salida de datos}

writeln( 15, Z:18:5, Lcott:122:5, NAPP[1] 2435 )
END.




La densidad de corriente en cada iteracion es:

iteracion corriente sim

1 2.54912
2 5.82808
3 2.97140
i §.11913
5 2.98240
b 1.36499
7 2.B7400
8 2.98471
] 2.73493
10 2.73029
11 2.99638
12 2.94932
13 2.46855
14 2.40961
15 2.35389
16 2.29538
17 2.25198
18 2.19830
19 2.16139
2 2.11340
21 2.08034
22 2.03840
23 2.00803
24 1,97080
25 1.94255
26 1.90948
27 1.88308
28 1.85244
2 1.8287¢
10 1,80201
3 1.77884
32 1.75452
33 1,73283
74 1,71082
35 1.69019
36 1. 66961
Ly 1,65083
I8 1.63145
39 1.61352
40 1.59574
il 1.57887
47 1.946225
§3 1,54435

Salida del programa 2 (Reaccion Homogénea)

Entrada:

Nimero mdximo de iteraciones L: 100
Coeficiente de difusién Dy 0.45
Valor de la velocidad Rate: 0.]

corriente

3

o

64198

5.98948

o

-

5, 25740

o

2

L
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
t
1
1
1
1
1
1
1
!
-

.B2099
32317
30333
13247
99474
.BBOAS
78415
70112
42870
. 36480
.30788
A5473
41049
36838
329832
29434
26158
23118
. 20287
A7443
5156
.1284)
10548
.0B3§0
D54623
04749

anal densidad

]
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1

1

e et T T T S -y

43181
46086
9122

L6017
18208
469461
34773
49629
45425
. 93030
32428
L 34325
57754
. 39801
61585
62736
64572
65307
1.

64985

67536
L.
1.
. T10488
JJ1126
72151
2572
73428
73832
714530
74938
75548
F3913
V76434
8782

L7230

48989
49441

1.77554

—_ =

— e b e e

L77948
78252
1.78597
. 78886
15188
L19450

1724
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44
43
46
47
48
49
0
b

]
JL

33
34
35
b
37
98
39
60
61
b2
b3
b4
b3
bt
&7
68
&9
70
71

v

T
e

74
75
76
77
78
79
80
81

o]
L

g3
B4
83
s
B7
88
89
90
91
92
93
94
95
2%
87
98
99
100

1.53075
1.51573
1.50103
1.48688
1.47301
1,45958
1. 44646
1.43373
1.42129
1.40920
1.39738
1.38568
1.37464
1.36367
1.35296
1.34250
1,33227
1.32228
1.31251
1,30295
1,29360
1.28444

1.18787
1.18078
1.17381
1,16497
1.16024
1.13362
1.14713
1.14074
1.1344%
1.12828
1.12220
1.11822
1.11034
1. 10434
1.09884
1.09323
1.08770
1.08224
1. 07450
1.07141
L. 08641
106128
1.05621

0.85096
0.84104
(.831B4
0.82297
0.81435
0.80600
0.79790
0.79004
0.78240
0.77499
0.74778
.76074
0.75394
0.74730
0.,74083
0.73452
0.72838
0,72238
0.714353
0.71082
0.70923
(.69980
0.69448
0,68928
0,68419
0.67921
0.67433
0.66958
0.66491
0.66034
0.65387
0.65148
0.64718
0.64294
0.63883
0.63477
0.63079
(.62689
0.62303
0.61929
0.61559
0.61196
0.60839
0,40488
0.60144
0.59805
0(.59472
0.59144
0.58822
0.58505
0.58193
0.57885
0.57383
(.37284
(1,54993
0,946704
0.55420

1.7996%
1.80219
1.80445
1.80472
1.80882
1.81090
1.81285
1.81477
1.81658
1.81835
1.82004
1.821469
1.82327
1.62480
1.82628
1.82772
1.82910
1.83045
183175
1.83302
1.83424
1,.83544
1.83640
1.83772
1.83882
1.83989
1.84092
1.84194
1.84292
1.84388
1.84482
1.84573
1.84663
1.84750
1.84835
1.84919
1.85000
1.83080
1.85158
1.85234
1.85308
1.85182
1.834533
1.85523
1,85592
1,85440
1.85728
1.85791
155855
1.83917
1.83979
1.84039
1,86098
1,86158
1.84214
186270
L
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PROGRAMA 3

PROGRAM voltametria ciclica;

{Este programa calcula la corriente de un)

[experimento de paso de potencial para un sistema

(reversible donde se considera la parte de laj

{Voltametria ciclica)

USES CRT;

VAR LTWO, jmax,1i,j,l:integer;
EI,EF,Dm,DELTAE, RAT, EMOD, FASURF, FBSURF, FACT :real ;
FAO, FAN, FBO, FBN: ARRAY [1..150] OF REAL;

Z: ARRAY [1..200] OF REAL;

BEGIN
Clracr;
write( 'Introduzca el nuimero maximo de) ;
write( " iteraciones ');
readln (L) ;
write( 'Introduzca el coeficiente de difusién d -
readln (Dm) ;
write( 'Introduzca los limites de potencial ');
readln(EI,EF);
EMOD:=EI; {inicializa potencial}
FOR j:=1 TO 150 DO {inicializar las}
{concentraciones}
BEGIN
FAO[ 1 ] w=]:
FRO [ ] 5=0;
END:

DELTAE:= (EF-EI)/L; {incremento de potencial}
LTWO:=2*1

L; {total de incrementos}
FOR 1i:=1 TO LTWO DO
BEGIN
]qu:fround(d.ﬂ*sqrt{i))+1;
FOR j:=2 TO jmax DO {segmento de}
{difusidn}
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BEGIN
FAN[9] :=FAO[]]

2%FAO[§]+FAO[j+1]);

FBN[]]: —FBO[j]+Dm*(FBO[‘ -1]-

2*FBO[j]1+FBO[+1]) ;

+Dm* (FAO[j-1] -

END;
EMOD:=EMOD+DELTAE; {calculo de las}
{concentraciones}
{en la superficie}

RAT :=EXP (EMOD) ;
FBSURF:=(FBO[1]+FAO[1])/ (1+RAT) ;
FASURF : =RAT* FBSURF;
FAN[1] :=FAO[1]+Dm* (2*FASURF-

3*FAO[1]+FAO([2]); {primera caja}
FBN[1]:=FBO[1]+Dm* (2*FBSURF-

3*FBO[1]+FBO[2]):;
FACT : =2*SORT (Dm*L) / (1+RAT) ; {calcular la}

{corriente}
Z[I]::FACT*(FAN[I]—RAT*FBN[I]);
FOR j:=1 TO jmax DO {reemplazo de las}
{concentraciones}
BEGIN
FRO[ )] +=EAN[]];
FBO[]j]:=FBN[]];
END;

IF I=L THEN DELTAE:=-DELTAE; {TEST para}
{cambiar la}
{direccidén de}
{barrido}

END;
DELTAE : =-DELTAE; {salida de datos}
EMOD:=EI;
writeln(' La corriente simulada en cada) ;
writeln( 'iteracidén es: ' );
writeln (" iteracién corriente sim Yl




FOR

BEGIN

1:=1 TO LTWO DO

EMOD : =EMOD+DELTAE;
writeln(i:5,2[I]1:10:5);

[F
END;

[ N

L. THEN DELTAE:=-DELTAE;




Salida del programa 3 (Voltametria ciclica)

Entrada:

Nimero mdximo de iteraciones L: 50
Coeficiente de difusidn Dy: 0.45
Limite de potencial EI:10 y EF:-10

La corriente simulada en cada iteracion es:

iteracion corriente siam

1 0.00006
2 0.00030
3 0.00026
4 0.00048
] 0.00062
b 0.00098
7 a,00141
8 0.00212
9 0.00313
10 0.00449
11 1.00697
12 ,01038
3 0.01544
14 0.02294
15 0.03403
16 0.05034
17 0.07415
18 0.10841
19 0.15771
20 0.22624
21 0,31918
22 0.44011
23 0.58913
24 0.76025
2 .94015
26 1.11023
27 1.25203
2 1,35323
29 1.41075
30 1.42937
il 1.41815
32 1.38684
33 1.34379
34 1.29520
15 1.24519
36 1.19432
37 1.14996
3 L. 10477
39 1.06694
40 1.03040
il 0.99494
2 0,%4430
43 0,93821

L




4
45
46

=
48
49
30
31

n
JL

33
34
33
36
37
8
39
40
61
b2
63
b4

b6
67
48
&9
70
T
12

73

74
73
76

, 78

79
: 80
| 81

)
L

g3
; g4
5
86

-
!

88
89
0
1
92
g3
74
23

7
79
130

- W W W W W aw S W W S W W

0.91238
0.88857
0.B6655
0.84412
0.82711
0,80933
0.79273
0.77709
0.76229
0,74831
0,73302
0.72240
0.71027
0.49859
0.68719
0.67595
0.66454
0.45301
0.44064
0.62699
0.61122
0.589219
0.56824
0.53703
0,49548
3.43991
.36433
0,246500
0,13784
-0,01718
-0,19412
-0.37947
-0.55524
-0, 70234
-0,B0874
-0.87128
-0.89479
-0,868133
-0,86146
-0.82312
-0.77892
-0.7332
-0.68852
-0.64624
-0, 60703
-0.5710%

|_ |
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TABLA A.1 - TRANSFORMADA DE LAPLACE

No. Funcion Transformada
1. C, Co
IL o"C, di0
ox" dx”
1 o SC,(Co)
cl
< IV. t"1 (1) (1) £"(s)
; . I
V. I_)‘(r)dr _.f(.\')
0 S
VL J._)“](r)fg (r—7)dr
[ £, @A~ 7)dr £1(5) £ (s)
flt—a) para >0 . _
VIL ’ xp(—a s) /(.
0 para <0 exp{-as)/ls)
VIIL 1 |




TABLA A.1 - (CONTINUACION).

No. Funcion Transformada
IX. 1" entero 1) E R
X. (JT!) 2 g 1/2
. 1 g 1 i
XL rs— B exp-as'’
J2 412 Jdi2
Tl 41 3
a | )
XIL erfc— exp- as"’
2" s

donde erfe Z =1-erf Z

~

el o

i

12 ' 2
5 4 B ' )
XIIL 2(——] exp[—q - w_'f-'::( a)] }__ exp—as'’
n M 2h* ek

XIV. exp(—a 1) :

sta
XV. a " explat)erflat)” l

s (s—a)
XVL expla ) f(1) fls—a)
XVIL expa’terfeat'’ | ,

g (s‘ ta)
XVIIL sinat '('I - ol 5.0

T gt
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