
 

UN

P

NIVERSID

 

DEPA

APROX

PARA OP

B

DAD NA

 FACULT

ARTAMEN

XIMACIÓ
PROPI

PTAR AL

BRA. JO

MSC. A

ACIONAL

TAD DE 

ENTO DE 

ÓN NUMÉ
IOS DE U

M

L TÍTULO

PRE

HANNA 

ANGELA

LEÓ

L AUTÓN

 CIENCIA

 MATEM

 

 

 

 

 

 

 

ÉRICA DE
UNA MA

 

 

ONOGRA

O DE LIC

 

SENTAD

DEL CAR

 

TUTOR

A ALTAM

 

ÓN, JUNIO

NOMA DE

AS Y TE

MÁTICA 

E VALOR
TR  IZ CU

AFÍA 

ENCIAD

DA POR

RMEN C

RA 

MIRANO S

O  2010 

E NICAR

ECNOLOG

 Y ESTA

RES Y VE
UADRADA

A EN MA

OREA R

SLINGER

RAGUA-L

GÍA 

ADÍSTICA

ECTORE
A 

ATEMÁT

RUÍZ 

R 

LEÓN 

A 

ES 

ICA 



 

DEDICATORIA 
 

 
Durante estos escasos cinco años de lucha constante, de gratas 
vivencias, de momentos de éxitos y también de angustias y 
desesperanza para poder cumplir mis objetivos y así poder alcanzar 
uno de mis más grandes  anhelos, culminar mi carrera, los deseos de 
superarme y de lograr mi meta eran tan grandes que logre vencer  
todos los obstáculos y es por ello que debo dedicar este triunfo a 
quienes en todo momento me llenaron de amor y apoyo, y por sobre 
todo me brindaron su amistad: 
 
 
 
A Dios Todopoderoso por iluminarme el camino a seguir  y que 
siempre está conmigo en los buenos y sobre todo en los malos 
momentos. 
 
 
A mis Padres: Antonio fajardo Prado y Danelia del Rosario Ruiz Bonilla 
pilares fundamentales en mi vida, dignos de ejemplo de trabajo y 
constancia, quienes me han brindado todo el apoyo necesario para 
alcanzar mis metas y sueños, y han estado allí cada día de mi vida, 
compartiendo los buenos y los malos ratos ….Los quiero mucho y 
gracias. 
 
 
 
A mis tíos: Yader, Enriqueta, Horacio por todo su apoyo brindado. 
 
 
A mis primos: Jeobel, Yader, Darvin, por su ayuda incondicional. 
 
 
A mis grandes amigos, que han sido más que una familia para mi, con 
las cuales he compartido tantos momentos, y sé que puedo contar con 
ellos al igual que ellos conmigo, Synthia López, Santos Lanuza y 
Yohandra Bonilla aunque ya no estemos tan juntos como antes, 
siempre estarán en mi corazón y se, que sin su apoyo y compañía 
estos cinco años no hubiesen sido lo mismo. 



 

AGRADECIMIENTOS 

 

Son tantas personas a las cuales debo parte de este triunfo, de lograr 
alcanzar mi culminación académica, la cual es el anhelo de todos los 
que así lo deseamos.  

 

Definitivamente a Dios ya que gracias a él pude alcanzar esta meta, 
esta alegría, que, podré siempre de tu mano alcanzar otras que espero 
sean para tu gloria.  

 

A mis padres, por darme la estabilidad emocional, económica, 
sentimental; para poder llegar hasta este logro, que definitivamente no 
hubiese podido ser realidad sin ustedes. GRACIAS por darme la 
posibilidad de que de mi boca salga esa palabra… 

 

A todos mis amigos pasados y presentes; pasados por ayudarme a 
crecer y madurar como persona y presentes por estar siempre 
conmigo apoyándome en todo las circunstancias posibles, también 
son parte de esta alegría, LOS RECUERDO. 

 

A mi tutora Msc. Ángela Altamirano Slinger por todo su apoyo y ayuda 
incondicional ya que gracias a ella pude culminar con este trabajo 
monográfico. 

 

 

 

 



 

ÍNDICE 
 

INTRODUCCIÓN                                                                                                 1 

OBJETIVOS                                                                                                        2   

CAPITULO 1: ASPECTOS  BASICOS 

1.1 Introducción                                                                                         3  

1.2 Matrices                                                                                               3  

1.3 Sistema de Ecuaciones Lineales                                                        7 

1.4 Espacio Euclidiano Թ                                                                        8 

1.5 Valores y Vectores Propios                                                               10 

1.6 Rapidez de Convergencia                                                                 12 

CAPITULO 2: APROXIMACIÓN DE VALORES Y VECTORES PROPIOS.  

2.1 Introducción                                                                                       13  

2.2 Método de la  Potencia                                                                      14 

2.3 Método de la Potencia Simétrica                                                       21 

2.4 Método de la Potencia Inversa                                                          26 

2.5 Método de Deflación de Wielandt                                                     33 

2.6 Método de Householder                                                                    39 

2.7 Método ܴܳ                                                                                         49 

2.8 Método de Jacobi                                                                              62 

CAPITULO 3: APLICACIONES DE VALORES Y VECTORES PROPIOS 

 3.1 Introducción                                                                                       74 

3.2 Caso 1: Cadenas de Markov                                                             74 

3.3 Caso 2: Sistemas Lineales Homogéneos de Ecuaciones 

Diferenciales                                                                                            78 

3.4 Caso 3: Población de especies                                                         82 



 

3.5 Caso 4: Sistemas dinámicos  lineales estables                                83 

3.6 Caso 5: Vibraciones Longitudinales de una barra elástica               84 

          3.7 Caso 6: Crecimiento de una población aplicando el modelo  

         Matricial de Leslie                                                                                     86 

CONCLUSIONES                                                                                              90 

ANEXOS: 

Anexo 1: Algoritmo del Método de la Potencia                                                 91 

Anexo 2: Algoritmo del Método de la Potencia Simétrica                                 93 

Anexo 3: Algoritmo del  Método de la Potencia Inversa                                   95 

Anexo 4: Algoritmo de  Deflación de Wielandt                                                 97 

Anexo 5: Algoritmo del Método de Householder                                              99 

Anexo 6: Algoritmo del Método  ܴܳ                                                                101 

Anexo 7: Algoritmo del Método de Jacobi                                                       104 

BIBLIOGRAFÍA                                                                                               106 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

INTRODUCCIÓN 
 

En la teoría de matrices cuadradas para saber si una matriz es diagonalizable se 
necesita conocer sus valores y vectores propios. Como se sabe, trabajar con una 
matriz diagonalizable tiene mayores ventajas sobre otra que no lo es. Además los 
valores y vectores propios tienen muchas otras aplicaciones en diversas ramas de 
las Matemáticas, en la Física y también en la Ingeniería. 
 
 
El problema de calcular  valores y vectores propios aparece en muchas ocasiones 
relacionado con problemas de vibraciones y resonancias, con los momentos 
principales de inercia, con el tensor de esfuerzos, etc. También en el diseño de 
sistemas de información. 

El método usual de cálculo de los valores y vectores propios que se estudia en 
Álgebra Lineal, en el que se utilizan  determinantes, ecuaciones  y sistemas de 
ecuaciones, conlleva mucho esfuerzo para matrices de gran tamaño. Por lo que se 
hace necesario disponer de técnicas eficientes para la obtención de valores y 
vectores propios. 

Dada la importancia de los valores y vectores propios, consideré de interés 
realizar un trabajo monográfico, en el que se  provean los métodos más usuales 
para la aproximación numérica de valores y vectores propios de una matriz 
cuadrada, presentando su descripción, algoritmo y aplicación. 

Esta monografía puede ser utilizada como  material de consulta, por estudiantes o 
profesionales que busquen ampliar sus conocimientos sobre las técnicas 
numéricas de aproximación de valores y vectores propios, para aplicarlas en 
situaciones concretas.  

El presente trabajo consta de tres capítulos. En el primer capítulo se presentan los 
elementos básicos para abordar los métodos numéricos que se desarrollan en el 
segundo capítulo. En el capítulo dos se estudian siete métodos iterativos para 
aproximar valores y vectores propios de una matriz cuadrada. 
 
En el tercer capítulo se muestran algunas aplicaciones de los valores y vectores 
propios a través de casos. Finalmente en los anexos  se presentan los programas 
correspondientes a los métodos estudiados con su corrida respectiva. Estos 
programas fueron elaborados en MATLAB, un lenguaje con su entorno de 
programación que facilita las tareas de cálculo numérico. 
 
 
 
 
 

 



 

OBJETIVOS 

 

 
OBJETIVO GENERAL: 

 

 Mostrar algunos métodos numéricos para aproximar  valores y vectores 
propios de una matriz cuadrada. 

 

 

OBJETIVOS ESPECÍFICOS: 

 

 Analizar algunos métodos de aproximación de valores y vectores propios de 
una matriz cuadrada, presentando su descripción y los algoritmos de cálculo 
respectivos. 

 

 Identificar cada uno de los métodos de aproximación de valores y vectores 
propios de una matriz cuadrada por sus características particulares.  

 

 Implementar a programas los algoritmos correspondientes a los métodos 
estudiados utilizando el software  MATLAB. 

      

 Ilustrar algunas aplicaciones a la aproximación  de valores y vectores 
propios de una matriz cuadrada, mediante el estudio de  casos. 

 

 

 

 

 



 

CAPÍTULO 1 

ASPECTOS BÁSICOS 

  

1.1  INTRODUCCIÓN 

En este capítulo se tratan los conceptos y resultados básicos del Álgebra Lineal 
que sustentan los métodos a estudiar en el capítulo dos. Se estudian aspectos 
relativos a las  Matrices, los Sistema de Ecuaciones Lineales, el  Espacio 
Euclidiano Թ  y los Valores y Vectores Propios. También se presentan elementos 
básicos sobre los Algoritmos y la Convergencia  de Sucesiones. Se indicará 
además la terminología a utilizar en todo el trabajo.  

 

1.2 MATRICES 

Una matriz es un arreglo rectangular de números (llamados elementos de la 
matriz) ordenado en renglones y columnas. Si ܣ es una matriz con ݉ renglones y 
݊ columnas se le denomina matriz  ݉ ݔ ݊  y se le representa como 

 

ܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ܽଵଵ ܽଵଶ ڮ ܽଵ ڮ ܽଵ
ܽଶଵ ܽଶଶ ڮ ܽଶ ڮ ܽଶ
ڮ ڮ ڮ ڮ ڮ ڮ
ܽଵ ܽଶ ڮ ܽ ڮ ܽ
ڮ ڮ ڮ ڮ ڮ ڮ

ܽଵ ܽଶ ڮ ܽ ڮ ܽے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

Algunas matrices presentan características particulares en la posición o en la 
naturaleza de sus elementos. Muchas de ellas son tan importantes en la teoría y 
en las aplicaciones, que han recibido denominaciones específicas. 

 

Definición 1.1  

Matriz Nula es una matriz donde  todos sus elementos son ceros. También se 
denomina matriz cero y se denota 0 ௫ . 

Ejemplo  

La matriz siguiente es una matriz nula 23ݔ 

0ଶ ௫ ଷ ൌ ቂ0 0 0
0 0 0ቃ 

 



 

Definición 1.2  

Matriz Cuadrada es aquella matriz que tiene igual número de renglones que de 
columnas.  

 

Ejemplo 

La matriz ܣ siguiente es una matriz cuadrada 33ݔ 

 

ܣ ൌ 
1 9 െ6
0 2 1

െ2 4 5
൩ 

 

Definición 1.3 

Matriz Triangular (Superior o Inferior) es una matriz cuadrada donde todos los 
elementos por encima (o por debajo) de la diagonal principal son ceros. 

 

Ejemplo 

La matriz ܣ siguiente es una matriz triangular superior 33ݔ  y la matriz ܤ es una 
matriz triangular inferior 33ݔ. 

 

ܣ ൌ 
1 3 5
0 4 െ1
0 0 9

൩                               ܤ ൌ 
1 0 0
5 4 0
2 8 7

൩  

 

 

Definición 1.4 

Matriz diagonal  es una matriz cuadrada que tiene todos sus elementos ceros 
excepto los de la diagonal principal.  

 

Ejemplo  

La matriz ܣ ൌ 
7 0 0
0 െ5 0
0 0 2

൩  es una matriz diagonal 33ݔ 

 



 

Definición 1.5 

Una Matriz diagonal estrictamente dominante lo es por renglones cuando, para 
todos los renglones, el valor absoluto del elemento de la diagonal de ese renglón 
es estrictamente mayor que la suma de los valores absolutos del resto de 
elementos de ese renglón.  

Una Matriz diagonal estrictamente dominante lo es por columnas cuando, para 
todas las columnas, el valor absoluto del elemento de la diagonal de esa columna 
es estrictamente mayor que la suma de los valores absolutos del resto de 
elementos de esa columna. 

 

Definición 1.6 

Matriz identidad es una matriz cuadrada que tiene todos sus elementos nulos 
excepto los de la diagonal principal que son iguales a 1. También se denomina 
matriz unidad.  

 

Ejemplo 

La matriz  ܣ ൌ 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൩ es una matriz identidad. 

 

Definición 1.7  

Decimos que una matriz cuadrada ܣ  tiene inversa, ିܣଵ si se verifica  que: 
ଵିܣܣ  ൌ ܣଵିܣ ൌ  ܫ

 

Ejemplo 

Dada la matriz ܣ ൌ ቂ2 3
1 1ቃ  su inversa  ିܣଵ ൌ ቂെ1 3

1 െ2ቃ.  

 

Definición 1.8  

Una matriz cuadrada es no singular  si  tiene inversa. 

 

Definición 1.9 

Dada una matriz ܣ se llama traspuesta de ܣ  a la matriz que se obtiene cambiando 
ordenadamente los renglones  por las columnas. Se representa por ܣ௧. 



 

Ejemplo 

Dada la matriz ܣ ൌ ቂ1 2 5
3 െ4 7ቃ  su traspuesta ܣ௧ ൌ 

1 3
2 െ4
5 7

൩   

  

Definición 1.10  

Matriz simétrica es una matriz cuadrada que es igual a su traspuesta, es decir,  
ܣ ൌ ௧, o sea ܽܣ ൌ ܽ. 

 

Ejemplo 

La matriz A ൌ 
1 9 െ6
9 2 1

െ6 1 5
൩ es simétrica ya que es igual a su matriz traspuesta.  

 

Definición 1.11  

Una matriz tridiagonal es una matriz cuadrada que tiene elementos distintos a cero 
solo en la diagonal principal, la primera diagonal sobre ésta, y la primera diagonal 
bajo la diagonal principal.  

 

Ejemplo 

La matriz siguiente es una matriz tridiagonal  4 4 ݔ 

ܣ ൌ ൦

1 9 0 0
9 2 8 0
0 3 4 2
0 0 4 1

൪ 

Definición 1.12 

Se dice que una matriz ܳ es ortogonal si ܳିଵ ൌ ܳ௧. 

 

Definición 1.13  

Se dice que dos matrices ܣ y ܤ son similares si existe una matriz ܵ no singular con 
ܣ ൌ ܵିଵܵܤ. 

 

 



 

1.3  SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES 

Un sistema de ecuaciones lineales, o simplemente sistema lineal, es un conjunto 
de ecuaciones lineales sobre los números reales de la forma: 

 

ܽଵଵݔଵ  ܽଵଶݔଶ  ܽଵଷݔଷ  ڮ  ܽଵݔ ൌ ܾଵ 

ܽଶଵݔଵ  ܽଶଶݔଶ  ܽଶଷݔଷ  ڮ  ܽଶݔ ൌ ܾଶ 

 ڭ          ڭ                      ڭ                  ڭ                ڭ   

ܽଵݔଵ  ܽଶݔଶ  ܽଷݔଷ  ڮ  ܽݔ ൌ ܾ 

Un ejemplo de sistema lineal de ecuaciones sería el siguiente. 

 

൝
ଵݔ3  ݔ2  ݔ ൌ 1

ଵݔ2  ଶݔ2  ଷݔ4 ൌ െ2
െݔଵ  ݔ1/2 െ ଷݔ ൌ 0

 

Resolver el sistema lineal anterior, consiste en encontrar los valores desconocidos 
de las variables ݔଵ,  .,  que satisfacen las tres ecuacionesݔ    yݔ 

 

Para un conjunto finito de ecuaciones lineales en las variables ݔଵ, ,ଶݔ  … ,  , unaݔ
sucesión de números ݏଵ, ,ଶݏ  … ,   es solución de este sistema lineal si lasݏ
sustituciones ݔଵ ൌ ,ଵݏ ଶݔ  ൌ ,ଶݏ … , ݔ ൌ   satisfacen  cada una de las ecuacionesݏ
en el sistema lineal. 

 

No todos los sistemas de ecuaciones lineales tienen solución. Si un sistema de 
ecuaciones no tiene solución se dice que es inconsistente. Si al menos hay una 
solución entonces es consistente. Para un sistema lineal arbitrario, se pueden 
tener tres posibilidades: no tiene solución, tiene exactamente una solución o tiene 
una infinidad de soluciones. 

 

El método básico para resolver un sistema de ecuaciones lineales consiste en 
reemplazar el sistema dado por un nuevo sistema que tenga el mismo conjunto 
solución, pero que sea más fácil de resolver. Por lo general este nuevo sistema se 
obtiene en una serie de etapas, aplicando los siguientes tres tipos de operaciones. 

•  Multiplicar una ecuación por una constante diferente de cero. 

•  Intercambiar dos ecuaciones. 

•  Sumar un múltiplo de una ecuación a otra. 



 

Dado que los renglones  de una matriz aumentada corresponden a las ecuaciones 
del sistema asociado, estas tres operaciones equivalen a las siguientes 
operaciones con los renglones de la matriz aumentada. 

•  Multiplicar un renglón por una constante diferente de cero. 

•  Intercambiar dos renglones. 

•  Sumar un múltiplo de un renglón a otro. 

Uno de los métodos más utilizados para resolver un sistema de ݊ ecuaciones 
lineales con ݊ variables es el Método de Eliminación Gaussiana que transforma la 
matriz de coeficientes en una matriz triangular superior, obteniendo un sistema 
triangular equivalente al original que puede resolverse por sustitución hacia atrás.  

 

Si ܺܣ ൌ  es la representación matricial de un sistema de ݊ ecuaciones lineales ܤ
con ݊ variables, MATLAB provee la función slash que permite obtener la solución, 
si existe, aplicando el método de eliminación Gaussiana. El comando a utilizar es 
ܺ ൌ  y el vector de ܣ una vez introducida previamente la matriz de coeficientes ܤ\ܣ
términos independientes ܤ.  

 

1.4 ESPACIO EUCLIDIANO  Թ. 

 

Definición 1.14  

Si ݊ es un entero positivo, entonces una  ordenada es una sucesión de ݊  números 
reales ሺܽଵ, ܽଶ, … , ܽሻ. Al conjunto de todas las ݊ െ  ordenadas se le denomina  ݏܽ݀ܽ
espacio cartesiano de ݊ െ  y se denota mediante  Թ. Llamaremos ݏ݁݊݅ݏ݊݁݉݅݀ 
vectores en Թ  a las ݊ െ  .ordenadas ݏܽ݀ܽ

Un vector ݑ ൌ ሺݑଵ, ,ଶݑ … ,  ݊ ݔ ሻ  puede considerarse como una matriz 1ݑ
ሺ݈݉ܽ݃݊݁ݎ ݖ݅ݎݐó݊ሻ. También pueden representarse los vectores en la notación de 

columna ݑ ൌ ൦

ଵݑ
ଶݑ
ڭ

ݑ

൪ de esta manera ݑ es una matriz ݊ 1 ݔ ሺ݉ܽܽ݊݉ݑ݈ܿ ݖ݅ݎݐሻ. 

Definición 1.15  

Dos vectores ݑ ൌ ሺݑଵ, ,ଶݑ … , ݒ ሻ yݑ ൌ ሺݒଵ, ,ଶݒ … , ଵݑ ሻ en Թ son iguales siݒ ൌ
,ଵݒ ଶݑ ൌ ,ଶݒ … , ݑ ൌ   .ݒ

La suma de los vectores ݒ ݕ ݑ  es ݑ  ݒ ൌ ሺݑଵ  ,ଵݒ ଶݑ  ,ଶݒ … , ݑ    .ሻݒ

La multiplicación escalar del escalar ݇ y el vector ݑ es ݇ݑ ൌ ሺ݇ݑଵ, ,ଶݑ݇ … ,  .ሻݑ݇



 

Teorema 1.1 

Si  ݑ ൌ ሺݑଵ, ,ଶݑ … , ݒ ,ሻݑ ൌ ሺݒଵ, ,ଶݒ … , ݓ ሻ yݒ ൌ ሺݓଵ, ,ଶݓ … ,  ,ሻ  son vectores en Թݓ
݇  y ݈ son escalares, entonces se satisfacen las siguientes propiedades: 

ݑ .1  ݒ ൌ ݒ   ݑ

ݑ .2  ሺݒ  ሻݓ ൌ ሺݑ  ሻݒ   ݓ

ݑ .3  0 ൌ 0  ݑ ൌ  ݑ

ݑ .4  ሺെݑሻ ൌ 0, es decir, ݑ െ ݑ ൌ 0  

5. ݇ሺ݈ݑሻ ൌ ሺ݈݇ሻݑ 

6. ݇ሺݑ  ሻݒ ൌ ݑ݇   ݒ݇

7. ሺ݇  ݈ሻݑ ൌ ݑ݇   ݑ݈

ݑ1 .8 ൌ  ݑ

 

Definición 1.16 

Se dice que ݓ es una combinación lineal de los vectores ൛ݒሺଵሻ, ,ሺଶሻݒ … ,  ሺሻൟ siݒ
existen escalares ݇ଵ, ݇ଶ, . . , ݇ tales que ݓ ൌ ݇ଵݒሺଵሻ  ݇ଶݒሺଶሻ  ڮ  ݇ݒሺሻ. 

 

Definición 1.17 

Se dice que el conjunto de vectores ݒሺଵሻ, ,ሺଶሻݒ … ,  ሺሻ es linealmente independienteݒ
si existen escalares ݇ଵ, ݇ଶ, . . , ݇ todos iguales a cero tales que ݇ଵݒሺଵሻ  ݇ଶݒሺଶሻ 
ڮ  ݇ݒሺሻ ൌ 0. 

 

Definición 1.18 

Si  ݑ ൌ ሺݑଵ, ,ଶݑ … , ݒ  ሻ  yݑ ൌ ሺݒଵ, ,ଶݒ … ,  ሻ son vectores en Թ, entonces elݒ
producto interior euclidiano ݑ ·   se define como ݒ

ݑ · ݒ ൌ ଵݒଵݑ  ଶݒଶݑ  ڮ   ݒݑ

 

Definición 1.19 

La norma Euclidiana (o longitud Euclidiana) de un vector ݑ ൌ ሺݑଵ, ,ଶݑ … ,  ሻ en  Թݑ
se define como ԡݑԡ ൌ ሺݑ · ሻଶݑ ൌ ඥݑଵ

ଶ  ଶݑ
ଶ  ڮ  ݑ

ଶ  y de la misma manera la 
distancia Euclidiana entre los puntos ݑ ൌ ሺݑଵ, ,ଶݑ … , ݒ ሻ  yݑ ൌ ሺݒଵ, ,ଶݒ … ,   ሻ en Թݒ
se define como: 



 

݀ ൌ ሺݑ, ሻݒ ൌ ԡݑ െ ԡݒ ൌ ඥሺݑଵ െ ଵሻଶݒ  ሺݑଶ െ ଶሻଶݒ  ڮ  ሺݑ െ  . ሻଶݒ

Se acostumbra llamar espacio Euclidiano de ݊ െ  a Թ con las ݏ݁݊݅ݏ݊݁݉݅݀ 
operaciones de adición, multiplicación por escalares y producto interior euclidiano.  

 

Existen otras normas en Թ ,  entre ellas  la norma  ݈ஶ,  para ݑ ൌ ሺݑଵ, ,ଶݑ … ,   ሻ enݑ
Թ se define como  ԡݑԡஶ ൌ  | , de la misma manera la distancia infinitaݑ|ଵஸஸݔܽ݉
entre dos vectores ݑ ൌ ሺݑଵ, ,ଶݑ … , ݒ ሻ yݑ ൌ ሺݒଵ, ,ଶݒ … ,  :ሻ se define comoݒ

݀ ൌ ԡݑ െ ԡஶݒ ൌ ݑ|ଵஸஸݔܽ݉ െ  .|ݒ

 

Definición 1.20 

Se dice que un conjunto de vectores ൛ݒሺଵሻ, ,ሺଶሻݒ … ,  ሺሻൟ de Թ es ortogonal siݒ
ሺ ሻݒ · ሺሻݒ ൌ ݅ ܽ݀ݐ ܽݎܽ      0 ് ݆. 

 

Además, si ݒሺ ሻ · ሺሻݒ ൌ ݅ ݀ݐ ܽݎܽ    1 ൌ 1, 2, … , ݊,  entonces se dice que el 
conjunto es ortonormal. 

 

Puesto que ݔ · ݔ ൌ ԡݔԡଶ, un conjunto de vectores ortogonales  ൛ݒሺଵሻ, ,ሺଶሻݒ … ,  ሺሻൟݒ
es ortonormal si y solo si  

ฮݒሺሻฮଶ ൌ 1, ݅ ݀ݐ ܽݎܽ ൌ 1, 2, … , ݊. 

 

 

1.5 VALORES Y VECTORES PROPIOS 

 

Definición 1.21 

Si ܣ es una matriz cuadrada, entonces un escalar ߣ es un valor propio de ܣ si 
satisface la ecuación  ݀݁ݐሺܫߣ െ ሻܣ ൌ 0 . 

 

Si ܣ  es una matriz cuadrada y ߣ  es un escalar entonces el  ݀݁ݐሺܫߣ െ ሻܣ ൌ 0  si y 
solo si el sistema de ecuaciones ሺܫߣ െ ݔሻܣ ൌ 0  tiene soluciones no triviales y es 
posible expresar ݔܣ ൌ  .ݔߣ



 

Teorema 1.2 

Si ܣ es una matriz de ݊ ݔ ݊ entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

 . ܣ es un valor propio de ߣ (1

2) El sistema de ecuaciones ሺܫߣ െ ݔሻܣ ൌ 0   tiene soluciones no triviales. 

3) Existe un vector ݔ en Թ diferente de cero, tal que ݔܣ ൌ    .ݔߣ

 

Si ߣ  es un valor propio de ܣ entonces el espacio solución del sistema de 
ecuaciones ሺܫߣ െ ݔሻܣ ൌ 0 se denomina espacio propio de ܣ correspondiente a ߣ, y 
los vectores diferentes de cero, en el espacio propio se denominan vectores 
propios de ܣ  correspondiente a ߣ. 

 

Teorema 1.3 

Si ܣ es una matriz de ݊ ݔ ݊  y ߣଵ, ,ଶߣ … ,  con  ܣ  , ݊  valores propios distintos deߣ
los vectores propios asociados ݔሺଵሻ, ,ሺଶሻݔ … , ,ሺଵሻݔሺሻ, entonces ൛ݔ ,ሺଶሻݔ … ,  ሺሻൟ  esݔ
linealmente independiente. 

 

Los siguientes tres teoremas describen los valores propios trasladados y los 
valores propios inversos. 

 

Teorema 1.4 

Supongamos que ሺߣ,  ሻ es una pareja de valores y vectores propios de una matrizݔ
ߣes una constante cualquiera, entonces ሺ ߙ Si .ܣ െ ,ߙ  ሻ es una pareja de valores yݒ
vectores propios de la matriz ሺܣ െ   .ሻܫߙ

 

Teorema 1.5 

Supongamos que ሺߣ,  ሻ  es una pareja de valores y vectores propios de una matrizݔ
invertible ܣ. Entonces ቀଵ

ఒ
,  ቁ  es una pareja de valores y vectores propios de laݒ

matriz ିܣଵ.  

 

 

 



 

Teorema 1.6 

Supongamos que ሺߣ,  ሻ es una pareja de valores y vectores propios de una matrizݔ
entonces ቀ ,ܣ no es un valor propio de ߙ Si .ܣ ଵ

ሺఒିఈሻ ,  ቁ es una pareja de valores yݒ
vectores propios de la matriz ሺܣ െ  .ሻିଵܫߙ

Un aspecto importante de las matrices similares es que tienen los mismos valores 
propios. 

 

Teorema 1.7 

Supongamos que ܣ y ܤ son matrices similares con ܣ ൌ ܵିଵܵܤ  y ߣ  es un valor 
propio de ܣ con el vector asociado ݔ. Entonces, ߣ  es un valor propio de ܤ con ܵݔ  
como vector propio asociado. 

 

Teorema 1.8 

Si ܣ es una matriz simétrica y ܦ es una matriz ortogonal cuyos elementos 
diagonales son los valores propios de ܣ, entonces existe una matriz ortogonal ܳ tal 
que ܦ ൌ ܳିଵܳܣ ൌ ܳ௧ܳܣ . 

El corolario siguiente muestra una de las propiedades más interesantes de las 
matrices simétricas. 

 

Corolario 1  

Si ܣ es una matriz simétrica de ݊ ݔ ݊ , entonces los valores propios de ܣ son 
números reales, y existen ݊ vectores propios de ܣ que forman un conjunto 
ortonormal. 

 

1.6 CONVERGENCIA RÁPIDA. 

Para describir la rapidez  a la que ocurre la convergencia cuando se emplea una 
técnica numérica  iterativa relacionada con sucesiones usaremos la  terminología 
de esta sección.  

 

La siguiente definición se usa para comparar las razones de convergencia de 
varios métodos. 

 

 



 

Definición 1.22  

Supongamos que ሼߚሽୀଵ
ஶ  es una sucesión cuyo valor de convergencia es cero y 

que ሼߙሽୀଵ
ஶ  converge a un número ߙ. Si existe una constante positiva ݇ tal que 

ߙ| െ |ߙ  ሽୀଵߙEntonces decimos que ሼ .݁݀݊ܽݎ݃ ݊ ܽݎܽ     |ߚ|݇ 
ஶ  converge a ߙ 

con rapidez de convergencia ܱሺߚሻ. Se indica escribiendo ߙ ൌ ߙ  ܱሺߚሻ. 

 

Esta definición permite comparar ሼߙሽୀଵ
ஶ  con una sucesión arbitraria  ሼߚሽୀଵ

ஶ , en 
casi todas las situaciones usamos ߚ ൌ ଵ

, para algún número   0, por lo 

general, se tiene interés en el mayor valor de   tal que ߙ ൌ ߙ  ܱ ቀ ଵ
ቁ.  

Necesitamos un procedimiento nuevo para medir la rapidez con que converge una 
sucesión esta lo haremos a través de la siguiente definición. 

 

Definición 1.23 

Supongamos que ሼሽୀ
ஶ  es una sucesión que converge a , con  ്  para  

toda ݊. Si existen constantes positivas ߣ y ߙ con lim՜ஶ
|శభି|
|ି|ഀ ൌ   entonces  ߙ

ሼሽୀ
ஶ  converge a  con orden  ߙ  y una constante de error asintótica ߣ. 

Un método iterativo de la forma   ൌ ݃ሺିଵሻ es de orden  ߙ, si la sucesión  
ሼሽୀ

ஶ  converge a la solución   ൌ ݃ሺሻ con orden  ߙ. 

Una sucesión con un alto orden de convergencia converge más rápidamente que 
una con un orden más bajo. Nos enfocaremos en dos casos de orden: 

1. Si  ߙ ൌ 1, la sucesión será linealmente convergente. 

2. Si  ߙ ൌ 2, la sucesión será cuadráticamente convergente.  

 

CAPITULO 2 

 APROXIMACIÓN DE VALORES Y VECTORES PROPIOS 

2.1 INTRODUCCION 

Existen muchos métodos para  aproximar valores y vectores propios de una matriz 
cuadrada pero en esta monografía abordaremos siete métodos. El Método de la 
Potencia que calcula el valor dominante y el vector propio asociado a una matriz 
arbitraria ܣ. El Método de la Potencia Simétrica que da una convergencia más 
rápida al valor propio dominante y el vector propio asociado. El método de la 
Potencia Inversa permite obtener el valor propio más cercano a determinado valor 



 

y un vector propio asociado. Los Métodos de deflación que  producen otros 
valores propios, una vez conocido el valor propio dominante.  

  
 
 
El método de Householder que  sirve para convertir una matriz simétrica en una 
matriz similar tridiagonal  en caso de que la matriz no lo sea. El Método ܴܳ que 
puede aplicarse después a la matriz tridiagonal para obtener aproximaciones a los 
valores propios. El Método de Jacobi se usa para calcular todas las parejas de 
valores y vectores propios de una matriz simétrica siempre y cuando sean reales. 
  

2.2 MÉTODO DE LA POTENCIA. 

Es una técnica iterativa que permite determinar el valor propio de una matriz, es 
decir, el valor propio con mayor magnitud. Este método no solo produce un valor 
propio, sino un vector propio asociado. 

 

Para aplicar el método de la potencia supondremos que la matriz ܣ  de ݊ ݔ ݊ tiene 
݊ valores propios ߣଵ, ,ଶߣ  … ,   con un conjunto asociado de vectores propiosߣ
linealmente independientes ൛ݒሺଵሻ, ,ሺଶሻݒ … ,  .ሺሻൟݒ

Supondremos que ܣ tiene exactamente un valor propio, ߣଵ cuya magnitud es la 
mayor, por lo que  |ߣଵ|  |ଶߣ|  |ଷߣ|  ڮ  |ߣ|  0. 

Si ݔ es un vector cualquiera en Թ el hecho de que ൛ݒሺଵሻ, ,ሺଶሻݒ … ,  ሺሻൟ seaݒ
linealmente independiente implica que existen las constantes ߚଵ, ,ଶߚ … ,   conߚ
ݔ ൌ ∑ ߚ


ୀଵ  ሺሻݒ

Al multiplicar ambos lados de esta ecuación por ܣ, ,ଶܣ … ,  :  obtenemosܣ

ݔܣ ൌ ∑ ܣߚ
ୀଵ ሺሻݒ ൌ ∑ ݆ߣߚ


ୀଵ  ,ሺሻݒ

ݔଶܣ ൌ  ݆ߣߚ



ୀଵ

ሺሻݒܣ ൌ  ݆ߣߚ
2



ୀଵ

 ,ሺሻݒ

 ڭ

ݔܣ ൌ ∑ ݆ߣߚ
݇

ୀଵ  ሺሻݒ

 
Si factorizamos  ߣଵ

  en cada término de la derecha de la ultima ecuación, entonces 
 

ݔܣ ൌ 1ߣ
݇  ߚ ൬

݆ߣ

1ߣ
൰



ୀଵ

 ሺሻݒ



 

Como |ߣଵ|  หߣห,  ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ ܽݎܽ ݆ ൌ 2, 3, … , ݊  tenemos  lim՜ஶ ቀ ߣ
1ߣ

ቁ


ൌ 0, y  

݈݅݉՜ஶ ܣ ݔ ൌ ݈݅݉՜ஶ 1ߣ
݇  ሺଵሻ                                                             ሺ2.1ሻݒଵߚ

 
 
Esta sucesión converge a cero si |1ߣ| ൏ 1  y diverge si |ߣଵ|  1, siempre y cuando 
que ߚଵ ് 0. 
El escalonamiento comienza seleccionando ݔ como un vector unitario ݔሺሻ en 
relación con ԡ·ԡஶ y una componente ݔ

ሺሻ  de ݔሺሻ  con ݔ
ሺሻ ൌ ฮݔሺ0ሻฮ∞ 

 
Sea ݕሺଵሻ ൌ ሺଵሻߤ ሺሻ y definamosݔܣ ൌ ݕ

ሺ1ሻ , con esta notación,  

ሺଵሻߤ ൌ ݕ

ሺ1ሻ ൌ
ݕ

ሺ1ሻ

ݔ

ሺ0ሻ ൌ
ݒ1ߣଵߚ

ሺ1ሻ  ∑ ݒ݆ߣߚ

ሺ݆ሻ
ୀଶ

ݒଵߚ

ሺ1ሻ  ∑ ݒߚ

ሺ݆ሻ
ୀଶ

ൌ 1ߣ ൦
ݒଵߚ

ሺ1ሻ  ∑ ߚ ൬
݆ߣ
1ߣ

൰ ݒ

ሺ݆ሻ
ୀଶ

ݒଵߚ

ሺ1ሻ  ∑ ݒߚ

ሺ݆ሻ
ୀଶ

൪ 

 
Entonces, sea ଵ el menor entero tal que ቚݕభ

ሺଵሻቚ ൌ ฮݕሺ1ሻฮ∞, y definamos  por medio 
de 

ሺଵሻݔ ൌ
1

1ݕ
ሺ1ሻ ሺଵሻݕ ൌ

1
1ݕ

ሺ1ሻ  ሺሻݔܣ

 

Entonces,   

భݔ
ሺଵሻ ൌ 1 ൌ ฮݔሺ1ሻฮ∞ 

A continuación definimos 

ଶݕ ൌ ሺଵሻݔܣ ൌ
1

1ݕ
ሺ1ሻ  ሺሻݔሺଶሻܣ

ሺଶሻߤ ൌ 1ݕ

ሺ2ሻ ൌ
1ݕ

ሺ2ሻ

1ݔ

ሺ1ሻ ൌ
ቂߚଵ1ߣ

1ݒ2

ሺ1ሻ  ∑ ݆ߣߚ
1ݒ2

ሺ݆ሻ
ୀଶ ቃ 1ݕ/

ሺ1ሻ

ߚଵ1ݒ1ߣ

ሺ1ሻ  ∑ 1ݒ݆ߣߚ

ሺ݆ሻ
ୀଶ ൨ 1ݕ

ሺ1ሻൗ
ൌ 1ߣ 

1ݒଵߚ

ሺ1ሻ  ∑ ݆ߣሺߚ ⁄1ߣ ሻଶ1ݒ

ሺ݆ሻ
ୀଶ

1ݒଵߚ

ሺ1ሻ  ∑ ݆ߣሺߚ ⁄1ሻߣ ݒ
1

ሺ݆ሻ
ୀଶ

 

 

Sea ଶ el entero más pequeño con 

ቚݕమ
ሺଶሻቚ ൌ ฮݕሺ2ሻฮ∞ 

y definamos  

ሺଶሻݔ ൌ
1

2ݕ
ሺ2ሻ ሺଶሻݕ ൌ

1
2ݕ

ሺ2ሻ ሺଵሻݔܣ ൌ
1

2ݕ
ሺ2ሻ1ݕ

ሺ1ሻ  ሺሻݔሺଶሻܣ



 

 

Definamos las siguientes sucesiones de los vectores ൛ݔሺሻൟୀ
ஶ   y  ൛ݕሺሻൟୀଵ

ஶ  

Lo mismo sucede  con una sucesión de escalares ൛ߤሺሻൟ
ୀଵ
ஶ   mediante  

ݔ ൌ  ,ሺିଵሻݔܣ

ሺሻߤ ൌ షభݕ
ሺሻ ൌ ଵߣ 

షభݒଵߚ
ሺଵሻ  ∑ ሺߣ ⁄ଵߣ ሻߚݒషభ

ሺሻ
ୀଶ

షభݒଵߚ
ሺଵሻ  ∑ ሺߣ ⁄ଵߣ ሻିଵߚݒషభ

ሺሻ
ୀଶ

൩                                     ሺ2.2ሻ 

ݔ ൌ ௬

݉ݕ
ሺ݉ሻ ൌ ௫ሺబሻ

∏ ݇ݕ
ሺ݇ሻ

ೖశభ
 

Donde cada paso  sirve para representar el entero más pequeño para el cual  

ቚݕ
ሺሻቚ ൌ ฮݕሺ݉ሻฮ∞, como ห݆ߣ ⁄1ߣ ห ൏ 1  para cualquier ݆ ൌ 2,3, … , ݊ lim՜ஶ ሺሻߤ ൌ   ,1ߣ

siempre y cuando elijamos ݔሺሻ de modo que ߚ ് 0. Más aun, la sucesión de 
vectores ൛ݔሺሻൟୀ

ஶ
 converge al vector propio asociado a ߣଵ que tiene norma  ݈ஶ 

Este método tiene las desventaja de que al inicio no se sabe si la matriz tiene o no 
un solo valor propio dominante .Tampoco se sabe cómo seleccionar ݔሺሻ para 
estar seguros de que su representación mediante vectores propios de la matriz 
contenga una contribución distinta de cero del vector propio asociado al valor 
propio dominante, en caso de que exista. 

 

Teorema 2.1 

Supongamos que una matriz ܣ de orden ݊ ݔ ݊ tiene ݊ valores propios distintos 
,ଵߣ ,ଶߣ  … , |ଵߣ|    ordenados en tamaños decrecientesߣ  |ଶߣ|  |ଷߣ|  ڮ   .|ߣ|

 

Si ݔse escoge adecuadamente, entonces las sucesiones 

ቄݔ ൌ ቂݔଵ
ሺሻ   ݔଶ

ሺሻ ݔ …
ሺሻቃ

ᇱ
ቅ  y ሼܿሽ  

generadas recursivamente 

ݕ ൌ ାଵݔ       yݔܣ ൌ ଵ
ೖశభ

 ݕ

Donde ܿାଵ ൌ ݔ
ሺሻ   y  ݔ

ሺሻ ൌ ݔܽ݉ ቄቚݔ
ሺሻቚ: 1  ݅  ݊ቅ , converge respectivamente, al 

vector propio dominante ݒଵ y al valor dominante ߣଵ. Es decir l݅݉՜ஶ ݔ ൌ  ଵ yݒ
l݅݉՜ஶ ܿ ൌ  .ଵߣ

 



 

ALGORITMO PARA EL METODO DE LA POTENCIA. 

Para aproximar el valor propio dominante y el vector propio asociado de la matriz ܣ 
de ݊ ݔ ݊ con un vector ݔ distinto de cero: 

 

ENTRADA 
,݊ ݊݅ݏ݊݁݉݅݀ ,ܣ ݖ݅ݎݐܽ݉ ,ݔ ݎݐܿ݁ݒ ,݈ݐ ܽ݅ܿ݊ܽݎ݈݁ݐ ݊ú݉݁ݎ ݉áݏ݁݊݅ܿܽݎ݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔ ݉.     

SALIDA  
,ݑ ݀ܽ݉݅ݔݎܽ ݅ݎ ݎ݈ܽݒ ሺଵሻฮݔቀฮ ݊ܿ ݔ ݀ܽ݉݅ݔݎܽ ݅ݎ ݎݐܿ݁ݒ

ஶቁ  ܾ݊݁݅ 
  .ݏ݁݊݅ܿܽݎ݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔá݉ ݎó ݈݁ ݊ú݉݁ݏܾܽ݁ݎ ݁ݑݍ ݁݀ ݆݁ܽݏ݊݁݉ ݊ݑ

Paso 1  ܶ݁݉ ݇ ൌ 1. 

Paso 2  ܱܾ ݎ݁ݐ݊݁ ݈݁ ܽ݃݊݁ݐ ݉á݁ݑݍ݁ ݏñ1 ݊ܿ     หݔห ݕ ݊ ൌ ԡݔԡஶ  

Paso 3  ܶݔ ݁݉ ൌ ݔ ⁄ݔ  

Paso 4   ݏܽݎݐ݊݁݅ܯ ሺ݇  ݉ሻ݄ܽ݃ܽ ݈5 ݏݏܽ ݏ െ 11 

      Paso 5   ܶݕ ݁݉ ൌ   ݔܣ

      Paso 6  ܶݑ ݁݉ ൌ   ݕ

      Paso 7  ܱܾ ݎ݁ݐ݊݁ ݈݁ ܽ݃݊݁ݐ ݉á݁ݑݍ݁ ݏñ1 ݊ܿ     หݕห ݕ ݊ ൌ ԡݕԡஶ  

      Paso 8  ܵ݅ ݕ ൌ 0, ,’ܿ݅ݐݏíݎ݁ݐܿܽݎܽܿ ݎݐܸܿ݁‘ሺ ࡰࡵࡸࡿ ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁  ;ሻݔ

 ,0 ܿ݅ݐݏíݎ݁ݐܿܽݎܽܿ ݎ݈ܽݒ ݈݁ ݁݊݁݅ݐ ܣ‘ሺ ࡰࡵࡸࡿ                                                  

 ;ሻ’݁݅ܿ݅݊݅݁ݎ ݕ ݔ ݎݐܿ݁ݒ ݒ݁ݑ݊ ݊ݑ ݈݁݊݅ܿܿ݁݁ݏ                                                     

 ࡾࡾࡼ                                                  

       Paso 9  ܶݎݎݎ݁ ݁݉ ൌ ฮݔ െ ݕ ⁄ݕ ฮ
ஶ

; 

ݔ                                               ൌ ݕ ⁄ݕ  

      Paso 10 ܵ݅ ݁ݎݎݎ ൏ ,݈ݐ ,ݑሺ ࡰࡵࡸࡿ  ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁  ;ሻݔ

                                                                    ሺܲ݁ݐ݊݁݉ܽݏݐ݅ݔ݁ ݀ܽ݊݅݉ݎ݁ݐ ݐ݊݁݅݉݅݀݁ܿݎሻ 

 .ࡾࡾࡼ

     Paso 11 ܶ݁݉ ݇ ൌ ݇  1  

Paso 12   ࡰࡵࡸࡿ ሺ‘݀݅݀݁ܿݔܧ ݈݁ ݊ú݉݁ݎ ݉áݏ݁݊݅ܿܽݎ݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔ’ሻ; 

               ሺܲ݁ݐ݊݁݉ܽݏݐ݅ݔ݁ ݀ܽ݊݅݉ݎ݁ݐ ݐ݊݁݅݉݅݀݁ܿݎሻ 

 .ࡾࡾࡼ               
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Solución: 

Siguiendo los primeros pasos del algoritmo manualmente, tendríamos que para   

 ݇ ൌ 1; 

ฮݔሺሻฮஶ ൌ ,ሼሺ1ሻݔܽ݉ ሺെ1ሻ, ሺ 2ሻሽ ൌ 2 

El entero más pequeño   ൌ 3 entonces ݔ ൌ 2   

Ahora tomemos  

ݔ ൌ
ሺሻݔ

ݔ
 

Entonces 

ݔ ൌ


1
െ1
2

൩

2 ൌ 
1/2

െ1/2
1

൩ 

Sea ݕ ൌ  ݕ de esta manera encontramos el valor de  ,ݔܣ

ݕ ൌ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ 
1/2

െ1/2
1

൩ ൌ 
3/2
1/2

2
൩ 

Entonces ݑ ൌ ݕ ൌ 2 

ฮݕሺଵሻฮ
ஶ

ൌ 2 

El entero más pequeño es  ൌ 3 

ݔ ൌ
ݕ
ݕ

ൌ


3/2
1/2

2
൩

2 ൌ 
3/4
1/4

1
൩ 

Tomemos ݁ݎݎݎ ൌ ฯݔ െ ௬
௬

ฯ
ஶ

ൌ ቛቀଵ
ଶ

, െ ଵ
ଶ

, 1ቁ െ ቀଷ
ସ

, ଵ
ସ

, 1ቁቛ
ஶ

ൌ ቛെ ଵ
ସ

, െ ଷ
ସ

, 0ሻቛ
ஶ

ൌ ଷ
ସ
 

Para la siguiente iteración   

 ݇ ൌ 2; 

Tenemos que  



 

ݔ ൌ 
3/4
1/4

1
൩ 

Nuestro nuevo ݕ será 

ݕ ൌ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ 
3/4
1/4

1
൩ ൌ 

11/4
9/4

3
൩ 

Entonces ݑ ൌ ݕ ൌ 3 

ฮݕሺଶሻฮஶ ൌ 3 

El entero más pequeño es  ൌ 3 

ݔ ൌ
ݕ
ݕ

ൌ


11/4
9/4

3
൩

3
ൌ 

11/12
9/12

1
൩ 

Tomemos ݁ݎݎݎ ൌ ฯݔ െ ௬
௬

ฯ
ஶ

ൌ ቛቀଷ
ସ

, ଵ
ସ

, 1ቁ െ ቀଵଵ
ଵଶ

, ଽ
ଵଶ

, 1ቁቛ
ஶ

ൌ ቛെ ଵ


, െ ଵ
ଶ

, 0ሻቛ
ஶ

ൌ ଵ
ଶ
 

Para la última  iteración  

 ݇ ൌ 3; 

Tenemos que  

ݔ ൌ 
11/12
9/12

1
൩ 

Nuestro nuevo ݕ será 

ݕ ൌ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ 
11/12
9/12

1
൩ ൌ 

43/12
41/12
44/12

൩ 

Entonces ݑ ൌ ݕ ൌ 44/12 

ฮݕሺଷሻฮஶ ൌ 44/12 

El entero más pequeño es  ൌ 3 

ݔ ൌ ௬
௬

ൌ

ସଷ/ଵଶ
ସଵ/ଵଶ
ସସ/ଵଶ

൩

ସସ/ଵଶ
=

43/44
41/44

1
൩ 



 

Tomemos ݁ݎݎݎ ൌ ฯݔ െ ௬
௬

ฯ
ஶ

ൌ ቛቀଵଵ
ଵଶ

, ଽ
ଵଶ

, 1ቁ െ ቀସଷ
ସସ

, ସଵ
ସସ

, 1ቁቛ
ஶ

ൌ ቛെ ଼
ଷଷ

, െ ଼
ଵଵ

, 0ሻቛ
ஶ

ൌ ଼
ଵଵ

 

La corrida correspondiente del programa del Método de la Potencia para este 
ejemplo, con precisión 10ିଷ se da a continuación: 

  ࢘࢘࢘ࢋ               ࢛                            ࢞ ࢚࢘ࢉࢋ࢜                      

1   ሺ0.750000, 0.250000, 1.000000ሻ    2.000000     0.750000  

2   ሺ0.916667, 0.750000, 1.000000ሻ    3.000000     0.500000  

3   ሺ0.977273, 0.931818, 1.000000ሻ    3.666667     0.181818  

4   ሺ0.994186, 0.982558, 1.000000ሻ    3.909091     0.050740  

5   ሺ0.998538, 0.995614, 1.000000ሻ    3.976744     0.013056  

6   ሺ0.999634, 0.998902, 1.000000ሻ    3.994152     0.003288  

7   ሺ0.999908, 0.999725, 1.000000ሻ    3.998536     0.000823  

El valor propio es ݑ ൌ 3.998536  

El vector propio es  ݔ ൌ ሺ0.999908, 0.999725, 1.000000ሻ 

 

 

2.3 MÉTODO DE LA POTENCIA SIMÉTRICA. 

 

Si ܣ es simétrica, podemos hacer una variación en la elección de los vectores 
 ሺሻ para mejorar significativamente la razón deߤ ሺሻ y escalaresݕ ,ሺሻݔ
convergencia entre la sucesión ൛ݔሺሻൟୀଵ

ஶ
 y el valor propio dominante ߣଵ.Esta 

variación consiste en considerar todas las componentes y no solo una 
componente de los vectores ݔሺሻ  y   ݕሺሻ.   

 

El siguiente teorema nos proporciona las condiciones para la cota del error al 
aproximar los valores propios de una matriz simétrica.  

 

Teorema 2.2 

Si  ܣ es una matriz simetrica de ݊ ݔ ݊ con los valores caracteristicos ߣଵ, ,ଶߣ … . ,   yߣ
la ԡݔܣ െ ԡଶݔߣ ൏ ԡଶݔconԡ ݔ para algún vector ߝ ൌ 1 y con el numero real ߣ, 
entonces el minଵஸஸหߣ െ หߣ ൏  .ߝ



 

ALGORITMO PARA EL METODO DE LA POTENCIA SIMETRICA 

Para aproximar el valor propio dominante y el vector propio asociado de una 
matriz  simétrica ܣ de ݊ ݔ ݊, dado un vector ݔ diferente de cero: 

 

ENTRADA 
;݊ ݊݅ݏ݊݁݉݅݀ ;ܣ ݖ݅ݎݐܽ݉   ;ݔ ݎݐܿ݁ݒ   ;݈ݐ ܽ݅ܿ݊ܽݎ݈݁ݐ     ݊ú݉݁ݎ ݉á݅ܿܽݎ݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔ െ
     .݉ ݏ݁݊

SALIDA ݑ ݀ܽ݉݅ݔݎܽ ݅ݎ ݎ݈ܽݒ, ԡଶݔሺԡ ݊ܿ  ݀ܽ݉݅ݔݎܽ ݔ ݅ݎ ݎݐܿ݁ݒ ൌ
1ሻ ݏܾܽ݁ݎ ݁ݑݍ ݁݀ ݆݁ܽݏ݊݁݉ ݊ݑ ܾ݊݁݅ ó ݈݁ ݊ú݉݁ݎ ݉áݏ݁݊݅ܿܽݎ݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔ.  

Paso 1  ܶ݁݉ ݇ ൌ 1; 

ݔ               ൌ  ԡଶݔԡ/ݔ

Paso 2  ݏܽݎݐ݊݁݅ܯ ሺ݇  ݉ሻ݄ܽ݃ܽ ݈3 ݏݏܽ ݏ െ 8 

           Paso 3  ܶݕ ݁݉ ൌ   ݔܣ

           Paso 4  ܶݑ ݁݉ ൌ    ݕ௧ݔ

           Paso 5   ܵ݅ ԡݕԡଶ ൌ 0, ,’ܿ݅ݐݏíݎ݁ݐܿܽݎܽܿ ݎݐܸܿ݁‘ሺ ࡰࡵࡸࡿ  ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁  ;ሻݔ

 ,0 ܿ݅ݐݏíݎ݁ݐܿܽݎܽܿ ݎ݈ܽݒ ݈݁ ݁݊݁݅ݐ ܣ‘ሺ ࡰࡵࡸࡿ                                                              

 ;ሻ’݁݅ܿ݅݊݅݁ݎ ݕ ݔ  ݎݐܿ݁ݒ ݒ݁ݑ݊ ݊ݑ ݈݁݊݅ܿܿ݁݁ݏ

 .ࡾࡾࡼ                                                             

           Paso 6  ܶݎݎݎ݁ ݁݉ ൌ ԡݔ െ ݕ ԡݕԡଶ⁄ ԡଶ; 

ݔ                                               ൌ ݕ ԡݕԡଶ⁄  

           Paso 7  ܵ݅ ݁ݎݎݎ ൏ ,݈ݐ ,ݑሺ ࡰࡵࡸࡿ  ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁  ;ሻݔ

                                                                        ሺܲ݁ݐ݊݁݉ܽݏݐ݅ݔ݁ ݀ܽ݊݅݉ݎ݁ݐ ݐ݊݁݅݉݅݀݁ܿݎሻ 

 .ࡾࡾࡼ        

           Paso 8  ܶ݁݉ ݇ ൌ ݇  1  

 

Paso 9   ࡰࡵࡸࡿ ሺ‘ ܰú݉݁ݎ ݉á݀݅݀݁ܿݔ݁ ݏ݁݊݅ܿܽݎ݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔ’ሻ; 

               ሺܲ݊݅ݏ ݀ܽ݊݅݉ݎ݁ݐ ݐ݊݁݅݉݅݀݁ܿݎ éݐ݅ݔሻ 

 .ࡾࡾࡼ               

 



 

En el Anexo ܰ. 2, se presenta el programa en MATLAB correspondiente al 
algoritmo del Método de la Potencia Simétrica. 

 

La razón de convergencia del Método general de Potencia ܱሺ|2ߣ ⁄1ߣ | es y la del 
Método de Potencia Simétrica es ܱሺ|2ߣ ⁄1ߣ |ଶ. La sucesión ൛ߤሺሻൟ es todavía 
linealmente convergente. 

 

Ejemplo 

Encuentre las 3 primeras iteraciones obtenidas con el método de la Potencia  
Simétrica aplicado a la siguiente matriz. 

 

ܣ ൌ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ 

Use  ݔሺሻ ൌ ሺ1, െ1, 2ሻ௧ 

Solución: 

Siguiendo los primeros pasos del algoritmo manualmente, tendríamos que para   

 ݇ ൌ 1; 

ԡݔԡଶ ൌ ඥሺ1ሻଶ  ሺെ1ሻଶ  ሺ2ሻଶ ൌ √6 ൌ 2.4495 

Ahora tomemos  

ݔ ൌ
ݔ

ԡݔԡଶ
 

Entonces 

ݔ ൌ


1
െ1
2

൩

2.4495 ൌ 
0.40824829

െ0.40824829
0.81649658

൩ 

Sea ݕ ൌ  ݕ de esta manera encontramos el valor de  ,ݔܣ

ݕ ൌ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ 
0.40824829

െ0.40824829
0.81649658

൩ ൌ 
1.22474487
0.40824829
1.63299316

൩ 

 



 

Entonces  

ݑ ൌ ݕ௧ݔ ൌ ሾ0.40824829  െ 0.40824829  0.81649658ሿ 
1.22474487
0.40824829
1.63299316

൩ ൌ 1.6663 

ԡݕԡଶ ൌ ඥሺ1.22474487ሻଶ  ሺ0.40824829ሻଶ  ሺ1.63299316ሻଶ ൌ 2.0816 

ݔ ൌ
ݕ

ԡݕԡଶ
ൌ


1.22474487
0.40824829
1.63299316

൩

2.081661396 ൌ 
0.588349705
0.196116568
0.784466274

൩ 

 

Tomemos 

ݎݎݎ݁ ൌ ඨሺ0.4082483 െ 0.58834971ሻଶ  ሺെ0.4082481 െ 0.19611657ሻଶ 
ሺ0.8164966 െ 0.78446627ሻଶ

ൌ √0.3987 ൌ 0.6314 

 

Para la segunda  iteración   

݇ ൌ 2; 

 

Tenemos que  

ݔ ൌ 
0.588349705
0.196116568
0.784466274

൩ 

 

Nuestro nuevo ݕ será 

ݕ ൌ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ 
0.588349705
0.196116568
0.784466274

൩ ൌ 
2.157282252
1.765049115
1.35398821

൩ 

 

Entonces   

ݑ ൌ ሾ0.588349705  0.196116568  0.784466274ሿ 
2.157282252
1.765049115
1.35398821

൩ ൌ 3.4616 



 

ԡݕԡଶ ൌ ඥሺ2.157282252ሻଶ  ሺ1.765049115ሻଶ  ሺ1.35398821ሻଶ ൌ 3.6480 

ݔ ൌ
ݕ

ԡݕԡଶ
ൌ


2.157282252
1.765049115
1.35398821

൩

3.6480 ൌ 
0.591363663
0.483842997
0.645123996

൩ 

Tomemos ݁ݎݎݎ ൌ ඨሺ0.5883497 െ 0.5913637ሻଶ  ሺ0.1961166 െ 0.4838430ሻଶ 
ሺ0.7844663 െ 0.6451240ሻଶ  

ൌ √0.1022 ൌ 0.3197 

 

Para la última  iteración  ݇ ൌ 3; 

 

Tenemos que  

ݔ ൌ 
0.591363663
0.483842997
0.645123996

൩ 

Nuestro nuevo ݕ será 

ݕ ൌ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ 
0.591363663
0.483842997
0.645123996

൩ ൌ 
2.311694319
2.204173653

2.3654554652
൩ 

Entonces  

ݑ ൌ ሾ0.591363663  0.483842997  0.645123996ሿ 
2.311694319
2.204173653

2.3654554652
൩ ൌ 3.9595 

ԡݕԡଶ ൌ ඥሺ2.311694319ሻଶ  ሺ2.204173653ሻଶ  ሺ2.3654554652ሻଶ ൌ 3.9746 

ݔ ൌ
ݕ

ԡݕԡଶ
ൌ


2.311694319
2.204173653

2.3654554652
൩

3.9746 ൌ 
0.581612
0.554561
0.595138

൩ 

Tomemos 

ݎݎݎ݁ ൌ ඨሺ0.591363663 െ 0.581612ሻଶ  ሺ0.483842997 െ 0.554561ሻଶ 
ሺ0.645123996 െ 0.595138ሻଶ ൌ √  0.0076

ൌ 0.0871 



 

La corrida correspondiente del programa del Método de la Potencia Simétrica para 
este ejemplo, con precisión 10ିଷ se da a continuación: 

  ࢘࢘࢘ࢋ             ࢛                           ࢞ ࢚࢘ࢉࢋ࢜                        

 1 ሺ0.588348, 0.196116, 0.784465ሻ  1.666667    0.631442  

 2 ሺ0.591364, 0.483843, 0.645124ሻ  3.461538    0.319706  

 3 ሺ0.581612, 0.554561, 0.595138ሻ  3.959538    0.087147  

 4 ሺ0.578462, 0.571697, 0.581845ሻ  3.997439    0.021915  

 5 ሺ0.577631, 0.575940, 0.578477ሻ  3.999840    0.005481  

6 ሺ0.577421, 0.576998, 0.577632ሻ  3.999990    0.001370  

 7 ሺ0.577368, 0.577262, 0.577421ሻ  3.999999    0.000343  

El valor propio es ݑ ൌ 3.999999  

El vector propio es ݔ ൌ ሺ0.577368, 0.577262, 0.577421ሻ 

 

2.4 MÉTODO DE LA POTENCIA INVERSA.  

 

Este método es una modificación del Método de la Potencia que ofrece una 
convergencia más rápida. Se usa para determinar el valor propio de ܣ más 
cercano a un número ݍ  específico. 

 

Supongamos que la matriz ܣ  tiene los valores propios ߣଵ, ,ଶߣ … ,   con los vectoresߣ
propios linealmente independientes ݒሺଵሻ, ,ሺଶሻݒ … ,  ሺሻ. Consideremos la matrizݒ
ሺܫݍ െ ݍ ሻିଵ dondeܣ ് ݅ ܽݎܽ       ݅ߣ ൌ 1, 2, … , ݊    los valores propios ሺܫݍ െ  ሻିଵ sonܣ

1
1ߣ െ ݍ

,
1

2ߣ െ ݍ
, … ,

1
݊ߣ െ ݍ

 

                                        

Con los vectores propios ݒሺଵሻ, ,ሺଶሻݒ … ,  ሺሻ.Al aplicar el método de la potencia enݒ
ሺܫݍ െ  :ሻିଵ obtenemosܣ

ሺሻݕ ൌ ሺܫݍ െ  ሺିଵሻݔሻିଵܣ

ሺሻߤ                              ൌ షభݕ
ሺሻ ൌ

௬షభ
ሺሻ

௬షభ
ሺషభሻ ൌ

∑ ఉೕ
భ

൫݆ߣെݍ൯   ௩షభ
ሺೕሻ

ೕసభ

∑ ఉೕ
భ

൫݆ߣെݍ൯షభ ௩షభ
ሺೕሻ

ೕసభ
                       ሺ2.3ሻ               



 

ሺሻݔ ൌ ௬ሺሻ

௬
ሺሻ                 

Donde  representa en cada caso el entero más pequeño para el cual ቚݕ
ሺሻቚ ൌ

ฮݕሺሻฮ
ஶ

. La sucesión ൛ߤሺሻൟ de  ሺ2. 1ሻ  converge a  ଵ
ሺఒೖିሻ

, donde 

1
ߣ| െ |ݍ ൌ ݔܽ݉

ஸଵஸ
 

1
ሺߣ െ ሻݍ

 

               

y ߣ ൎ ݍ  ଵ
 .ݍ más cercano a ܣ ሺ݉ሻ   es el valor propio deߤ

Cuando ݇, se conoce  ሺ2. 1ሻ  puede escribirse así: 

ሺሻߤ ൌ
1

ሺߣ െ ሻݍ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ షభݒߚ

ሺሻ  ∑ ߚ ߣ െ ݍ
ߣ െ ݍ ൨


షభݒ

ሺሻ
ୀଵ
ஷ

షభݒߚ
ሺሻ  ∑ ߚ ߣ െ ݍ

ߣ െ ݍ ൨
ିଵ

షభݒ
ሺሻ

ୀଵ
ஷ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

                       ሺ2.4ሻ 

 

Por tanto, la elección de  ݍ  determina la convergencia siempre y cuando  ଵ
ሺఒೖିሻ

 
sea un valor propio dominante y único de ሺܫݍ െ  ሻିଵ (este valor propio tambiénܣ
puede ser múltiple). Cuanto más se acerque a  ݍ  un valor propio  ߣ  de ܣ, más 
rápida será la convergencia, porque ésta es del orden de 

 

ܱ ൬ቚ ሺఒିሻషభ

ሺఒೖିሻషభቚ


൰ ൌ ܱ ൬ቚሺఒೖିሻషభ

ሺఒିሻషభ ቚ


൰, 

donde ߣ representa el valor propio de ܣ, que es el segundo más cercano a ݍ.  

  

El cálculo del vector ݕሺሻ se obtiene de la ecuación 

ሺܣ െ ሺሻݕሻܫݍ ൌ  ሺିଵሻݔ

Para resolver este sistema se utiliza la eliminación Gaussiana con pivoteo. 

 

Aunque el Método de la Potencia Inversa requiere la solución de un sistema ݊ ݔ ݊   
en cada paso, los múltiplos pueden guardarse para reducir los cálculos. La 
selección de ݍ puede tener como base cualquier otro medio para localizar el valor 
propio. El algoritmo del método de la potencia inversa calcula ݍ a partir de una 
aproximación inicial ݔሺሻ de un vector propio por medio de 



 

ݍ ൌ ௫ሺబሻ
௫ሺబሻ

௫ሺబሻ௫ሺబሻ
 

Esta elección de ݍ proviene de la observación de que, si ݔ es un vector propio de 
ݔܣ entonces ,ߣ  respecto al valor propio ܣ ൌ ݔܣ௧ݔ ,Por tanto .ݔߣ ൌ   y  ݔ௧ݔܣ

ߣ ൌ
ݔܣ௧ݔ
ݔ௧ݔ

ൌ
ݔܣ௧ݔ
ԡݔԡଶ

ଶ 

Si ݍ esta cerca de un valor propio, la convergencia será muy rápida. 

 

Teorema 2.3 

Supongamos que una matriz ܣ de orden ݊ ݔ ݊ posee ݊ valores propios distintos 
,ଵߣ ,ଶߣ … ,  . Entonces existe unaߣ , fijemos uno de estos valores propiosߣ
constante ߙ  tal que ߤଵ ൌ ଵ

ఒೕିఈ
  es el valor propio dominante de la matriz ሺܣ െ

  .ሻିଵܫߙ

 

Es más, si ሺܣ െ  ሻିଵ se escoge adecuadamente, entonces las sucesionesܫߙ
ቄݔ ൌ ቂݔଵ

ሺሻ  ݔଶ
ሺሻ … ݔ

ሺሻቃ
ᇱ
ቅ y ሼܿሽgeneradas recursivamente por las fórmulas 

ݕ ൌ ሺܣ െ ାଵݔ      yݔሻିଵܫߙ ൌ ଵ
ೖశభ

    ݕ

 

Donde    ܿାଵ ൌ ݔ
ሺሻ     y      ݔ

ሺሻ ൌ ݔܽ݉ ቄቚݔ
ሺሻቚ: 1  ݅  ݊ቅ  convergen a la pareja de 

valor  y vector  propio dominante ൫ߤଵ, ܣ ൯  de la matrizሺݒ െ ݕሻିଵܫߙ ൌ  . El valorݔ
de  ܣ viene fijado por ߣ ൌ ଵ

ఓభ
  .ߙ

 

A menudo el algoritmo siguiente se usa para aproximar un vector propio cuando 
se conoce un valor propio  ݍ aproximado.  

 

ALGORITMO PARA EL METODO DE LA POTENCIA INVERSA 

Para aproximar un valor propio y el vector propio asociado de la matriz ܣ de ݊ ݔ ݊, 
dado un vector ݔ distinto de cero: 

 

ENTRADA 
,݊ ݊݅ݏ݊݁݉݅݀ ,ܣ ݖ݅ݎݐܽ݉ ,ݔ  ݈ܽ݅ܿ݅݊݅ ݎݐܿ݁ݒ ,݈ݐ ܽ݅ܿ݊ܽݎ݈݁ݐ ݊ú݉݁ݎ ݉á݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔ െ
     .݉ ݏ݁݊݅ܿܽݎ



 

SALIDAݑ ݀ܽ݉݅ݔݎܽ ݅ݎ ݎ݈ܽݒ, ԡஶݔሺԡ ݊ܿ ݔ ݀ܽ݉݅ݔݎܽ ݅ݎ ݎݐܿ݁ݒ ൌ
1ሻ ݏܾܽ݁ݎ ݁ݑݍ ݁݀ ݆݁ܽݏ݊݁݉ ݊ݑ ܾ݊݁݅ ó ݈݁ ݊ݎ݁݉ݑ ݉áݏ݁݊݅ܿܽݎ݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔ.  

Paso 1  ܶݍ ݁݉ ൌ ௫௫
௫௫

 

Paso 2  ܶ݁݉ ݇ ൌ 1.  

Paso 3 ܱܾ ݎ݁ݐ݊݁ ݈݁ ܽ݃݊݁ݐ ݉á݁ݑݍ݁ ݏñ1 ݊ܿ     หݔห ݕ ݊ ൌ ԡݔԡஶ  

Paso 4  ܶݔ ݁݉ ൌ ݔ ⁄ݔ  

Paso 5  ݏܽݎݐ݊݁݅ܯ ሺ݇  ݉ሻ݄ܽ݃ܽ ݈5 ݏݏܽ ݏ െ 11 

           Paso 6   ܴ݁ݕ ݈݈ܽ݁݊݅ ܽ݉݁ݐݏ݅ݏ ݈݁ ܽݒ݈݁ݑݏ ൌ ሺܣ െ ݍ כ   ݔ\ሻܫ

           Paso 7  ܵ݅ ݈݁ ݅ܿݑ݈ݏ ܽ݊ݑ ݁݊݁݅ݐ ݊ ܽ݉݁ݐݏ݅ݏó݊ ú݊݅ܿܽ ,  ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁

,’݅ݎ ݎ݈ܽݒ ݊ݑ ݏ݁ ݍ‘ሺ ࡰࡵࡸࡿ                                                    ሻݍ

 .ࡾࡾࡼ                                                  

Paso 8  ܶݑ ݁݉ ൌ  ݕ

           Paso 9  ܱܾ ݎ݁ݐ݊݁ ݈݁ ܽ݃݊݁ݐ ݉á݁ݑݍ݁ ݏñ1 ݊ܿ     หݕห ݕ ݊ ൌ ԡݕԡஶ 

           Paso 10  ܶݎݎݎ݁ ݁݉ ൌ ฮݔ െ ሺݕ ⁄ݕ ሻฮ
ஶ

; 

ݔ                                               ൌ    ; ݖ

ݖ                                               ൌ ݕ ⁄ݕ  

        Paso 11 ܵ݅ ݁ݎݎݎ ൏ ,݈ݐ ݑ ݁݉ݐ ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁ ൌ ቀଵ
௨

ቁ   ;ݍ

,ݑሺ ࡰࡵࡸࡿ                                                                  ;ሻݔ

                                                                      ሺܲ݁ݐ݊݁݉ܽݏݐ݅ݔ݁ ݀ܽ݊݅݉ݎ݁ݐ ݐ݊݁݅݉݅݀݁ܿݎሻ 

 .ࡾࡾࡼ                                                             

         Paso 12 ܶ݁݉ ݇ ൌ ݇  1  

  Paso 13  ࡰࡵࡸࡿ ሺ‘ ܰú݉݁ݎ ݉á݀݅݀݁ܿݔ݁ ݏ݁݊݅ܿܽݎ݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔ’ሻ; 

               ሺܲ݊݅ݏ ݀ܽ݊݅݉ݎ݁ݐ ݐ݊݁݅݉݅݀݁ܿݎ éݐ݅ݔሻ  

 .ࡾࡾࡼ                 

 

En el Anexo ܰ. 3, se presenta el programa en MATLAB correspondiente al 
algoritmo del Método de la Potencia inversa. 



 

Existen muchas técnicas, como veremos más adelante, para obtener 
aproximaciones a los otros valores propios de una matriz, una vez calculada una 
aproximación al valor propio dominante. 

 

Ejemplo 

Encuentre las 3 primeras iteraciones aplicando el Método de la Potencia Inversa. 

ܣ ൌ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ 

Use  ݔሺሻ ൌ ሺ1, െ1, 2ሻ௧   

 

Solución:  

Siguiendo los primeros pasos del algoritmo manualmente, tendríamos que cal- 
cular el valor de    

ݍ ൌ

ሺ1 െ1 2ሻ כ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ כ 
1

െ1
2

൩

ሺ1 െ1 2ሻ כ 
1

െ1
2

൩
 

ݍ ൌ 1.6667 

Ahora para nuestra primera iteración  

݇ ൌ 1; 

Tenemos que  

ฮݔሺሻฮ
ஶ

ൌ ,ሺ1ሻ|ݔܽ݉ ሺെ1ሻ, ሺ2ሻ| ൌ 2  

El entero más pequeño   ൌ 3 entonces ݔ ൌ 2 

ݔ ൌ
ሺ1 െ1 2ሻ

2 ൌ ሺ0.5000   െ 0.5000    1.0000ሻ 

 

Sea ݕ ൌ ሺܣ െ ݍ כ  que es ݕ de esta manera encontramos el valor de  , ݔ\ሻܫ
resolviendo el sistema anterior 

ݕ ൌ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ െ 1.6667 כ 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൩ \ሺ0.5000 െ 0.5000  1.0000ሻ 



 

Donde ݕ ൌ ሺ െ0.1070    1.3923   െ 0.8566ሻ; 

Entonces  

ݑ ൌ 1.3923  ya que ݑ ൌ ݕ ൌ 1.3923  

El entero más pequeño   ൌ 2 entonces ݔ ൌ 1.3923   

ԡݕԡஶ ൌ ,ሺെ0.1071ሻ|ݔܽ݉ ሺ1.3923ሻ, ሺ0.8566ሻ| ൌ 1.3923 

 

ݖ ൌ
ݕ
ݕ

ൌ
ሺെ0.1071    1.3923   െ 0.8566ሻ

1.3923 ൌ ሺെ0.0769    1.0000   െ 0.6152ሻ 

Luego  

ݎݎݎ݁ ൌ ብݔ െ
ݕ
ݕ

ብ
ஶ

ൌ ሺ1|ݔܽ݉  0.0769ሻ ሺെ1 െ 1.0000ሻ ሺ2  0.6152ሻ|

ൌ 1.0769|ݔܽ݉ െ2 2.6154| ൌ 2.6152 

Ahora si  

ݎݎݎ݁ ൏ ֜ ݈ݐ ݑ ൌ ൬
1
൰ݑ   ݍ

ݑ ൌ ൬
1

1.3923൰  1.6667 ൌ 2.3849 

Para nuestra segunda iteración  

݇ ൌ 2; 

Tenemos que 

ฮݔሺሻฮஶ ൌ |ሺെ0.0769ሻ  ሺ 1.0000ሻ  ሺെ0.6152ሻ|ݔܽ݉ ൌ 1.0000 

El entero más pequeño   ൌ 3 entonces ݔ ൌ 1.0000 

ݔ ൌ
ሺെ0.0769    1.0000   െ 0.6154ሻ

1
ൌ ሺെ0.0769    1.0000   െ 0.6152ሻ 

Sea ݕ ൌ ሺܣ െ ݍ כ  que es ݕ de esta manera encontramos el valor de  , ݔ\ሻܫ
resolviendo el sistema anterior 

ݕ ൌ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ െ 1.6667 כ 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൩ \ሺ0.3132   െ 1.3014    1.1202ሻ 



 

Donde  ݕ ൌ ሺ0.3132   െ 1.3014    1.1202ሻ; 

ݑ ൌ 1.1202  ya que ݑ ൌ ݕ ൌ 1.1202 

ԡݕԡஶ ൌ ,ሺ0.3132ሻ|ݔܽ݉ ሺെ1.3014ሻ , ሺ 1.1202ሻ| ൌ 1.3014 

ݖ ൌ
ݕ
ݕ

ൌ
ሺ0.3132   െ 1.3014    1.1202ሻ

1.3014 ൌ ሺ0.2407   െ 1.0000    0.8608ሻ 

ݎݎݎ݁ ൌ ԡݔ െ ԡஶݖ ൌ ሺെ0.0769|ݔܽ݉ െ 0.2407ሻ ሺ1  1.0000ሻ ሺെ0.6154 െ 0.8608ሻ|
ൌ ሺ0.3176ሻ|ݔܽ݉ ሺ2ሻ ሺ1.4762ሻ| ൌ 2 

ݎݎݎ݁ ൏ ֜ ݈ݐ ݑ ൌ ൬
1
൰ݑ   ݍ

ߤ ൌ ൬
1

1.3014൰  1.6667 ൌ 2.4351 

Para nuestra última iteración 

݇ ൌ 3 

ฮݔሺሻฮ
ஶ

ൌ |ሺ0.2407ሻ  ሺെ1.0000ሻ  ሺ 0.8608ሻ|ݔܽ݉ ൌ 1.0000 

El entero más pequeño   ൌ 2 entonces ݔ ൌ 1.0000 

ݔ ൌ
ሺ0.2407   െ 1.0000    0.8608ሻ

1 ൌ ሺ0.2407  െ 1.0000    0.8608ሻ 

Sea ݕ ൌ ሺܣ െ ݍ כ  que es ݕ de esta manera encontramos el valor de  , ݔ\ሻܫ
resolviendo el sistema anterior 

ݕ ൌ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ െ 1.6667 כ 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൩ \ሺ0.2407   െ 1.0000    0.8608ሻ 

Ahora nuestro nuevo ݕ ൌ ሺെ0.2956    1.5645   െ 1.2253ሻ 

ݑ ൌ 1.5650 

ԡݕԡஶ ൌ |ሺ0.2956ሻ   ሺ1.5650ሻ  ሺെ1.2253ሻ|ݔܽ݉ ൌ 1.5650 

ݖ ൌ
ݕ
ݕ

ൌ
ሺ0.2956    1.5645   െ 1.2253ሻ

1.5650
ൌ ሺെ0.1889    1.0000   െ 0.7832ሻ 

ݎݎݎ݁ ൌ ԡݔ െ ԡஶݖ ൌ ሺ0.2407|ݔܽ݉ െ 0.1889ሻ   ሺെ1 െ 1ሻ ሺ0.8608  0.7832ሻ|
ൌ |ሺ0.0518ሻ  ሺെ2ሻ  ሺ 1.6440ሻ|ݔܽ݉ ൌ 2 

 



 

ݎݎݎ݁ ൏ ֜ ݈ݐ ݑ ൌ ൬
1
൰ݑ   ݍ

ݑ ൌ ൬
1

1.5650൰  1.6667 ൌ 2.3055 

 

La corrida correspondiente del programa del Método de la Potencia Inversa  para 
este ejemplo, con precisión 10ିଷ se da a continuación: 

  ࢘࢘࢘ࢋ               ࢛                            ࢞ ࢚࢘ࢉࢋ࢜                      

1 ሺെ0.076923, 1.000000, െ0.615385ሻ   0.500000     2.278664  

2 ሺെ0.240506, 1.000000, െ0.860759ሻ   0.898734     0.294904  

3 ሺെ0.188908, 1.000000, െ0.783362ሻ   1.027730     0.093020  

 4 ሺെ0.203207, 1.000000, െ0.804811ሻ   0.991982     0.025778  

 5 ሺെ0.199087, 1.000000, െ0.798630ሻ   1.002283     0.007428  

 6 ሺെ0.200261, 1.000000, െ0.800392ሻ   0.999347     0.002117  

 7 ሺെ0.199925, 1.000000, െ0.799888ሻ   1.000186     0.000605  

El valor propio dominante es 1.000186  

El vector propio asociado es ݔ ൌ ሺെ0.199925, 1.000000, െ0.799888ሻ 

 

2.5 Método de la Deflación de Wielandt. 

En un Método de Deflación debemos formar una matriz ܤ nueva cuyos valores 
propios sean iguales a los de ܣ, salvo que el valor propio dominante de ܣ se 
reemplaza con el valor propio 0 en ܤ. 

 

Teorema 2.4 

Supongamos que  ߣଵ, ,ଶߣ … ,    son valores propios de  con los vectores propiosߣ
asociados ݒሺଵሻ, ,ሺଶሻݒ … ,  un vector con ݔ ଵ tiene multiplicidad 1. Seaߣ ሺሻ y queݒ
ሺଵሻݒ௧ݔ ൌ 1. Entonces, la matriz 

ܤ ൌ ܣ െ  ௧ݔሺଵሻݒଵߣ

Tiene los valores propios 0, ,ଶߣ ,ଷߣ … ,   con los vectores propios asociadosߣ
,ሺଵሻݒ ,ሺଶሻݓ ,ሺଷሻݓ … ,   ሺሻ están relacionados por la ecuaciónݓ  ሺሻ  yݒ ሺሻ, dondeݓ



 

ሺሻݒ ൌ ሺߣ െ ሺሻݓଵሻߣ    ሺଵሻ                        ሺ2.5ሻݒሺሻ൯ݓ௧ݔଵ൫ߣ

݅ ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ ܽݎܽ  ൌ 2,3, … , ݊ 

Para describir el Método de Deflación de Wielandt, comenzamos definiendo al  
vector ݔ mediante 

ݔ ൌ
1

ݒଵߣ
ሺଵሻ ሺܽଵ, ܽଶ, … , ܽሻ௧                                  ሺ2.6ሻ 

donde ݒ
ሺଵሻ es una coordenada del vector propio ݒሺଵሻ distinta de cero y los valores  

ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ son los elementos del ݅ െ  ܣ  renglón de  ݉݅ݏ݁

Con esta definición,  

ሺଵሻݒ௧ݔ ൌ
1

ݒଵߣ
ሺଵሻ ሾܽଵ, ܽଶ, … , ܽሿሺܽଵ, ܽଶ, … , ܽሻ௧ ൌ

1
ݒଵߣ

ሺଵሻ  ܽ



ୀଵ

ݒ
ሺଵሻ 

donde la suma es la ݅ െ ሺଵሻݒܣ  ሺଵሻ. Dado queݒܣ coordenada del producto ܽ݉݅ݏ݁ ൌ
   ሺଵሻesto significa queݒଵߣ

 ܽ



ୀଵ

ݒ
ሺଵሻ ൌ ݒଵߣ

ሺଵሻ 

 

lo que implica que 

ሺଵሻݒ௧ݔ ൌ ଵ

ఒభ௩
ሺభሻ ሺߣଵݒ

ሺଵሻሻ ൌ 1    

Si  ߣ ് 0  es un valor propio con vector propio asociado ݓ, la relación ݓܤ ൌ   ݓߣ
implica que la ݅ െ  también debe de ser cero. En ݓ coordenada de ܽ݉݅ݏ݁
consecuencia, la columna de la matriz ܤ no aporta nada al producto ݓܤ ൌ  ,Así .ݓߣ
la matriz ܤ puede ser reemplazada por una matriz ܤᇱሺ݊ െ 1ሻ  ݔ   ሺ݊ െ 1ሻ  obtenida 
al suprimir en ܤ el ݅ െ ݅ renglón y la  ݉݅ݏ݁ െ  ᇱ tiene losܤ columna. La matriz ܽ݉݅ݏ݁
valores propios  ߣଶ, ,ଷߣ … ,   .ߣ

 

Si |ߣଶ|   ᇱ  paraܤ ଷ|, se aplica nuevamente el Método de la Potencia a la matrizߣ|
determinar este nuevo valor propio dominante y un vector propio ݓሺଶሻᇱ

 asociado a 
 ሺଶሻ de laݓ ᇱ. Si quiere obtener el vector propio asociadoܤ ଶ, respecto a la matrizߣ
matriz ܤ, introduzca una coordenada cero entre las coordenadas ݓିଵ

ሺଶሻ ᇱ
 y ݓ

ሺଶሻᇱ
 del 

vector dimensional ሺ݊ െ 1ሻݓሺଶሻᇱ
 y luego se calcula ݒሺଶሻ mediante la ecuación  ሺ2.5ሻ 

dada anteriormente. 

 



 

Este proceso de Deflación puede servir  para obtener aproximaciones a todos los 
valores y vectores propios de una matriz, el proceso es susceptible al error de 
redondeo. Si lo empleamos para calcular todos los valores de una matriz, las 
aproximaciones conseguidas deberán usarse como valores iniciales del Método de 
la Potencia Inversa aplicado a la matriz original.  

 

Esto garantiza que las aproximaciones converjan en los valores propios de la 
matriz original, no a los de la matriz reducida, que probablemente contenga 
errores. Cuando se necesitan todos los valores propios de una matriz, hay que 
usar el algoritmo de Deflación, que presentaremos a continuación, basadas en 
transformaciones de similitud.  

 

Este algoritmo calcula el segundo valor propio más dominante y el vector propio 
asociado de una matriz, una vez determinado el valor propio dominante y el vector 
propio dominante asociado. 

 

ALGORITMO DEL METODO DE  LA DEFLACIÓN DE WIELANDT 

Para aproximar el segundo valor propio más dominante y el vector propio asociado 
de la matriz de ܣ de ݊ ݔ ݊, dada una aproximación ߣ al valor propio dominante, se 
utiliza una aproximación ݒ al vector propio correspondiente y un vector ݔ ߳ Թିଵ 

 

ENTRADA   
,݊ ó݊݅ݏ݊݁݉݅݀ ,ܣ ݖ݅ݎݐܽ݉ ,݈ ݀ܽ݉݅ݔݎܽ ݅ݎ ݎ݈ܽݒ   ,Թ ߳ ݒ ݅ݎ ݎݐܿ݁ݒ ݈݁ ݊ܿ

,݈ݐ ܽ݅ܿ݊ܽݎ݈݁ݐ Թିଵ ߳ݔ ݎݐܿ݁ݒ  .݉ ݏ݁݊݅ܿܽݎ݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔá݉ ݎ݁݉ݑ݊

SALIDA 
;ݑ ݀ܽ݉݅ݔݎܽ ݅ݎ ݎ݈ܽݒ é݉ ݈݁ ݁ݑݍ ݁݀ ݆݁ܽݏ݊݁݉ ݊ݑ  ݎ ݀ܽ݉݅ݔݎܽ ݅ݎ ݎݐܿ݁ݒ  െ
       .݈݈݂ܽܽ ݀ݐ

Paso 1   ܵ݁ܽ ݅ ݈݁ ݁݊ݎ݁ݐ ݉á݁ݑݍ݁ ݏñ1 ݊ܿ   ݅  |ݒ| ݕ ݊ ൌ   หݒଵஸஸหݔܽ݉

Paso 2   ܵ݅ ݅ ് 1;  ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁

݇ ܽݎܽ                   ൌ 1, … , ݅ െ 1 

݆ ܽݎܽ                   ൌ 1, … , ݅ െ 1 

ܾ ݁݉ݐ                      ൌ ܽ െ ௩ೖ
௩

ܽ 

Paso 3   ܵ݅ ݅ ് 1 ݁ ݅ ് ݊,  ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁

݇ ܽݎܽ                   ൌ 1, … , ݊ െ 1 



 

݆ ܽݎܽ                   ൌ 1, … , ݅ െ 1 

ܾ ݁݉ݐ                      ൌ ܽାଵ, െ ௩ೖశభ
௩

ܽ 

                            ܾ ൌ ܽ,ାଵ െ ௩ೕ

௩
ܽ,ାଵ 

Paso 4   ܵ݅ ݅ ് ݊;  ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁

݇ ܽݎܽ                   ൌ 1, … , ݊ െ 1 

݆ ܽݎܽ                   ൌ 1, … , ݊ െ 1 

ܾ ݁݉ݐ                      ൌ ܽାଵ,ାଵ െ ௩ೖశభ
௩

ܽ,ାଵ 

Paso 5   ܴ݈݁ܽ݅ܿ݁ ݈݁ ܯéݖ݅ݎݐܽ݉ ݈ܽ ݊݁ ܽ݅ܿ݊݁ݐܲ ݈ܽ ݁݀ ݀ݐ ሺ݊ െ 1ሻݔሺ݊ െ 1ሻܤᇱ ൌ ൫ܾ൯ 
 .݈ܽ݅ܿ݅݊݅ ó݊݅ܿܽ݉݅ݔݎܽ ݉ܿ ݔ ݊ܿ

Paso 6   ܵ݅ ݈݁ ܯé݀ݐ ݂݈݈ܽܽ,   ;ᇱሻ݈݈݂ܽܽ ݀ݐéܯሺԢ ࡰࡵࡸࡿ ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁

 ࡾࡾࡼ                                                            

,݊ ݅ݏ                                                   ݕ ݀ܽ݉݅ݔóݎܽ ݅ݎ ݎ݈ܽݒ ݈݁ ݑ ܽ݁ݏ

ᇱݓ                                              ൌ ሺݓଵ
ᇱ, … , ିଵݓ

ᇱ ሻ௧ ݈݁ ݀ܽ݉݅ݔݎܽ ݅ݎ ݎݐܿ݁ݒ. 

Paso 7   ܵ݅ ݅ ് 1, ݇ ܽݎܽ ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁ ൌ 1, … , ݅ െ ݓ ݁݉ݐ 1 ൌ  ݖ

Paso 8   ݓ ൌ 0; 

Paso 9   ܵ݅ ݅ ് 1, ݇ ܽݎܽ ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁ ൌ 1, … , ݅ െ ݓ ݁݉ݐ 1 ൌ  ାଵݖ

Paso 10   ܲܽܽݎ ݇ ൌ 1, … , ݊ 

ሺ݇ሻݎ ݁݉ݐ                           ൌ ሺݑ െ ݈ሻ כ ሺ݇ሻݓ  ሺܽ݉ݑݏሻ כ ሺ௩ሺሻ
௩ሺሻ

; 

               ሺ݊݅ܿܽݑܿ݁ ݈ܽ ݀݊ܽݖ݈݅݅ݐݑ ݅ݎ ݎݐܿ݁ݒ ݈݁ ݈݁ݑ݈ܿܽܥ ሺ2.5ሻሻ 

Paso 11   ࡰࡵࡸࡿ ሺԢݑ, ;ᇱሻݎ ሺܲ݁ݐ݊݁݉ܽݏݐ݅ݔ݁  ݀ܽ݊݅݉ݎ݁ݐ ݐ݊݁݅݉݅݀݁ܿݎሻ 

 .ࡾࡾࡼ               

 

En el Anexo ܰ. 4  se presenta el programa en MATLAB correspondiente al 
algoritmo del Método de La Deflación De Wielandt  para una matriz simétrica. 

 

 Ejemplo 

Aplicar el Método de Deflación de Wielandt al ejemplo del Método de La Potencia 
resuelto en la sección 2.2 para encontrar el segundo valor propio más dominante. 



 

ܣ ൌ 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

൩ 

݈ ൌ 3.9985 
ݒ ൌ ሺ0.999908   0.999725   1.00000ሻ 

 

Como 1 ് 3 entonces  

Para ݇ ൌ 1, 2 

Para ݆ ൌ 1, 2 

Tomemos  ܾଵଵ ൌ ܽଶଶ െ ௩మ
௩భ

ܽଵଶ ൌ 2 െ 1 ൌ 1 

                ܾଵଶ ൌ ܽଶଷ െ ௩మ
௩భ

ܽଵଷ ൌ 1 െ 1 ൌ 0 

                 ܾଶଵ ൌ ܽଷଶ െ ௩య
௩భ

ܽଵଶ ൌ 1 െ 1 ൌ 0 

                 ܾଶଶ ൌ ܽଷଷ െ ௩య
௩భ

ܽଵଷ ൌ 2 െ 1 ൌ 1 

Entonces ܤ ൌ ቂ1 0
0 1ቃ   y   tomemos ݔ ൌ ሾ1 െ 1ሿ’ 

Para ݇ ൌ 1 encontremos el valor máximo de ݔ de la siguiente manera 

ԡݔԡஶ ൌ ,ሼ1ݔܽ݉ െ1ሽ ൌ 1 

El entero  más pequeño es  ൌ 1 entonces  ݔ ൌ 1.0000 

Ahora tomemos ݔ ൌ
ቂ ଵ
ିଵቃ

ଵ
ൌ ቂ 1

െ1ቃ 

Sea ݕ ൌ  ݕ de esta manera encontramos el valor de ݔܤ

ݕ ൌ ቂ1 0
0 1ቃ ቂ 1

െ1ቃ ൌ ቂ 1
െ1ቃ 

Entonces ݑ ൌ ݕ ൌ 1.0000 

ԡݕԡஶ ൌ 1.0000 

El entero  más pequeño es  ൌ 1 entonces  ݕ ൌ 1.0000 

Ahora tomemos ݔ ൌ
ቂ ଵ
ିଵቃ

ଵ
ൌ ቂ 1

െ1ቃ 

Tomemos ݁ݎݎݎ ൌ ԡሺ1, െ1ሻ െ ሺ1, െ1ሻԡஶ ൌ ԡ0,0ԡஶ ൌ 0 

Sea 1ݓ ൌ 0 



 

2ݓ ൌ 1 
3ݓ ൌ െ1 

Para ݇ ൌ 1, 2, 3 

1ݎ ൌ ሺݑ െ ݈ሻ1ݓ  ሺܽ111ݓ  2ݓ12ܽ  3ሻݓ13ܽ
1ݒ
 1ݒ

1ݎ ൌ ሺ1 െ 3.9985ሻሺ0ሻ  ሾ2ሺ0ሻ  1ሺ1ሻ  1ሺെ1ሻሿ ൬
0.999908
0.999908൰ 

1ݎ ൌ 0 

2ݎ ൌ ሺݑ െ ݈ሻ2ݓ  ሺܽ111ݓ  2ݓ12ܽ  3ሻݓ13ܽ
2ݒ
 1ݒ

2ݎ ൌ ሺ1 െ 3.9985ሻሺ1ሻ  ሾ2ሺ0ሻ  1ሺ1ሻ  1ሺെ1ሻሿ ൬
0.999725
0.999908൰ 

2ݎ ൌ െ2.9985 

3ݎ ൌ ሺݑ െ ݈ሻ3ݓ  ሺܽ111ݓ  2ݓ12ܽ  3ሻݓ13ܽ
3ݒ
 1ݒ

3ݎ ൌ ሺ1 െ 3.9985ሻሺെ1ሻ  ሾ2ሺ0ሻ  1ሺ1ሻ  1ሺെ1ሻሿ ൬
1.000000
0.999908൰ 

3ݎ ൌ 2.9985 

 

La corrida correspondiente del programa del Método de la Deflación de Wielandt  
para este ejemplo, con precisión 10ିଶ se da a continuación: 

ൌ ܤ ቂ1 0
0 1ቃ 

Aplicaremos el metodo de la potencia a la matriz ܤ, ella serà la matriz ܣ de trabajo   

Introduzca la dimensión de la matriz ݊: 2 

Introduzca la matriz ܣ:  ሾ1 0;  0 1ሿ 

Introduzca el vector  ݔ:   ሾ1 െ 1ሿԢ 

Introduzca la tolerancia  0.001  :݈ݐ 

Introduzca el número máximo de iteraciones ݉: 20 

  ࢘࢘࢘ࢋ                ࢛                           ࢞ ࢚࢘ࢉࢋ࢜                           

1     ሺ1.000000, െ1.000000ሻ     1.000000     0.000000  

El valor propio es  ݑ ൌ 1.000000  

El vector propio es  ݔ ൌ ሺ1.000000, െ1.000000ሻ 

Introduzca 1 si el método falla, 2 si el método no falla, resp: 2 



 

ൌ ݏ݁ݎ 2 

El valor propio aproximado es 1 :ݑ 

El vector propio aproximado es ݖ: ሾ1 െ 1ሿԢ 

ൌ ݓ ሾ1    െ 1ሿ 

El valor propio aproximado es ݑ ൌ 1.000000  

El vector propio es ݎ ൌ  ሺ0.000000, െ2.998500, 2.998500ሻ 

 

Los métodos de Deflación no son generalmente apropiados para calcular todos los 
valores propios de una matriz debido al crecimiento del error de redondeo. Una 
técnica de reducción de matrices ideada para determinar todos los valores propios 
de una matriz simétrica se da a través del método conocido como Algoritmo ܴܳ, 
se aborda en la sección ሺ2.7ሻ. 

 

2.6 MÉTODO DE HOUSEHOLDER. 

Para aplicar el Algoritmo ܴܳ, la matriz simétrica debe estar en forma tridiagonal, 
es decir, las únicas componentes distintas de cero de la matriz se encuentran ya 
sean en la diagonal o en las subdiagonales directamente arriba y debajo de la 
diagonal.  

El primer problema consiste en encontrar una matriz simétrica tridiagonal cuyos 
valores propios coincidan con los de la matriz original. Para este propósito usamos 
una técnica conocida como el Método de Householder. Este Método se utiliza para 
encontrar una matriz simétrica tridiagonal ܤ que sea semejante a una matriz 
simétrica dada ܣ. 

 

Definición 2.1 

Sea ݓ ߳ Թ con ݓ௧ݓ ൌ 1. La matriz de ݊ ݔ ݊, 

ܲ ൌ ܫ െ   ,௧ݓݓ2

recibe el nombre de transformación de Householder. 

 

Las transformaciones de Householder sirven para suprimir de manera selectiva 
bloques de elementos de vectores o columnas de matrices en una forma 
extremadamente estable respecto al error del redondeo. 

 



 

Teorema 2.5 

Si ܲ ൌ ܫ െ  ௧,  es una transformación de Householder, entonces ܲ  es simétricaݓݓ2
y ortogonal;  por  tanto,  ܲିଵ ൌ ܲ.   
 

El Método de Householder  empieza con la determinación de una transformación 
ܲሺଵሻ tal que ܣሺଶሻ ൌ ܲሺଵሻܲܣሺଵሻ tiene  

ܽଵ
ሺଶሻ ൌ ݆ ܽ݀ܽܿ ܽݎܽ     ,0 ൌ 3,4, … , ݊                                               ሺ2.7ሻ 

                                       

Por simetría, esto implica que  ܽଵ
ሺଶሻ ൌ 0. 

Se elige el vector ݓ ൌ ሺݓଵ, ,ଶݓ … , ݓ௧ݓ ሻ௧  de manera queݓ ൌ 1, lo que sostiene la 
ecuación ሺ2.3ሻ, y en la matriz 

ሺଶሻܣ ൌ ܲሺଵሻܲܣሺଵሻ ൌ ሺܫ െ ܫሺܣ௧ሻݓݓ2 െ  ,௧ሻݓݓ2

tenemos ܽଵଵ
ሺଶሻ ൌ ܽଵଵ y ܽଵ

ሺଶሻ ൌ ݆ ܽ݀ܽܿ ܽݎܽ     ,0 ൌ 3,4, … , ݊. Esta elección impone  ݊ 
condiciones a las ݊ incógnitas ݓଵ, … ,  .ݓ

 

 Al usar ݓଵ ൌ 0 se garantiza que ܽଵଵ
ሺଶሻ ൌ ܽଵଵ. Queremos que 

ܲሺଵሻ ൌ ܫ െ                                         ௧ݓݓ2

Satisfaga 

 

ܲሺଵሻሺܽଵଵ, ܽଶଵ, ܽଷଵ, … , ܽଵሻ௧ ൌ ሺܽଵଵ, ,ߙ 0, … ,0ሻ௧,              ሺ2.8ሻ 

                     ,                         

donde más tarde se seleccionara ߙ . Para simplificar la notación, utilizamos 

 

ෝݓ ൌ ሺݓଶ, ,ଷݓ … , ሻ௧ݓ א Թିଵ,         ݕො ൌ ሺܽଶଵ, ܽଷଵ, … , ܽଵሻ௧ א Թିଵ,  

              

y ܲ como la ሺ݊ െ 1ሻ ݔ ሺ݊ െ 1ሻ transformación de Householder 

ܲ ൌ ିଵܫ െ ෝݓෝݓ2 ௧ 

                                             

La ecuación ሺ2.4ሻ  se convierte entonces en 



 

 

ܲሺଵሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ܽଵଵ
ܽଶଵ
ܽଷଵ

ڭ
ܽଵے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 ڭ 0 … 0
0 ڭ
ڭ ڭ
ڭ ڭ ܲ
0 ڭ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

כ ቂ
ܽଵଵ
ොݕ ቃ ൌ 

ܽଵଵ
ܲݕො ൨ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ܽଵଵ
ߙ
0
ڭ
0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

                       

con                       

ܲݕො ൌ ሺܫିଵ െ ෝݓෝݓ2 ௧ሻݕො ൌ ොݕ െ 2ሺݓෝ ௧ݕොሻݓෝ ൌ ሺߙ, 0, … ,0ሻ௧                  ሺ2.9ሻ 

  

Sea ݎ ൌ ෝݓ ௧ݕො . Entonces 

ሺߙ, 0, … ,0ሻ௧ ൌ ሺܽଶଵ െ ,ଶݓݎ2 ܽଷଵ െ ,ଷݓݎ2 … , ܽଵ െ  ,ሻ௧ݓݎ2

               

y podemos determinar todas las ݓ si logramos determinar ߙ y ݎ. Al igualar los 
componentes, obtenemos 

ߙ ൌ ܽଶଵ െ  ଶݓݎ2

                                                     

y 

0 ൌ ܽଵ െ ݆ ܽ݀ܽܿ ܽݎܽ             ݓݎ2 ൌ 3, … , ݊ 

Esto es,  

ଶݓݎ2 ൌ ܽଶଵ െ ሺ2.10ሻ                                                                   ߙ                          

y 

  ൌݓݎ2 ܽଵ,        ܽݎܽ ܿܽ݀ܽ ݆ ൌ 3, … , ݊                                ሺ2.11ሻ 

Al elevar al cuadrado ambos lados de las ecuaciones anteriores y al sumar, 
obtenemos 

ଶݎ4  ݓ
ଶ



ୀଶ

ൌ ሺܽଶଵ െ ሻଶߙ   ܽଵ
ଶ



ୀଷ

 

                      

Puesto que  ݓ௧ݓ ൌ 1   y   ݓଵ ൌ 0 , tenemos ∑ ݓ
ଶ ൌ 1

ୀଶ      y  

ଶݎ4 ൌ ∑ ܽଵ
ଶ

ୀଶ െ ଶଵܽߙ2   ଶ                                ሺ2.12ሻߙ



 

                                                                     

Con base en la ecuación ሺ2.9ሻ y en el hecho de que ܲ es ortogonal, tenemos 

ଶߙ ൌ ሺߙ, 0, … ,0ሻሺߙ, 0, … ,0ሻ௧ ൌ ሺ ܲݕොሻ௧ ܲݕො ൌ ො௧ݕ ܲ௧ ܲݕො ൌ  ොݕො௧ݕ

Por tanto, 

ଶߙ ൌ  ܽଵ
ଶ



ୀଶ

 

     

que, al ser sustituida en ሺ2.12ሻ nos da: 

ଶݎ2 ൌ  ܽଵ
ଶ െ ଶଵܽߙ



ୀଶ

 

Para asegurarnos de que 2ݎଶ ൌ 0 solo si  ܽଶଵ ൌ 0, ܽଷଵ ൌ 0, … , ܽଵ ൌ 0, elegimos el 
signo, de modo que 

ߙ ൌ െ݊݃ݏሺܽଶଵሻ ቌ ܽଵ
ଶ



ୀଶ

ቍ

ଵ/ଶ

 

                     

lo que implica que 

ଶݎ2 ൌ  ܽଵ
ଶ



ୀଶ

 |ܽଶଵ| ቌ ܽଵ
ଶ



ୀଶ

ቍ

ଵ/ଶ

 

Con estas opciones de ߙ y 2ݎଶ resolvemos las ecuaciones ሺ2.10ሻ y ሺ2.11ሻ para 
obtener  

ଶݓ ൌ
ܽଶଵ െ ߙ

ݎ2 ݓ     ݕ      ൌ ܽଵ

ݎ2 ݆ ܽ݀ܽܿ ܽݎܽ      ൌ 3, … , ݊ 

Para resumir la elección de  ܲሺଵሻ, tenemos  

ߙ ൌ െ݊݃ݏሺܽଶଵሻ ቌ ܽଵ
ଶ



ୀଶ

ቍ

ଵ/ଶ

 

ݎ ൌ ൬
1
2

ଶߙ െ
1
2

ܽଶଵߙ൰
ଵ/ଶ

 

ଵݓ ൌ 0   



 

ଶݓ ൌ మభିఈ
ଶ

                                    

               y 

ݓ ൌ ܽଵ

ݎ2
݆ ܽ݀ܽܿ ܽݎܽ      ൌ 3, … , ݊ 

Con esta opción elegida, 

 

ሺଵሻܣ ൌ ܲሺଵሻܲܣሺଵሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ଵଵܽۍ

ሺଶሻ ܽଵଶ
ሺଶሻ 0 ڭ 0

ܽଶଵ
ሺଶሻ ܽଶଶ

ሺଶሻ ܽଶଷ
ሺଶሻ ڭ ܽଶ

ሺଶሻ

0 ܽଷଶ
ሺଶሻ ܽଷଷ

ሺଶሻ ڭ ܽଷ
ሺଶሻ

ڭ ڭ ڭ ڭ
0 ܽଶ

ሺଶሻ ܽଷ
ሺଶሻ ڭ ܽ

ሺଶሻے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 

Una vez que hemos encontrado ܲሺଵሻ y ܣሺଶሻ, el proceso se repite para ݇ ൌ
2,3, … , ݊ െ 2 como sigue: 

ߙ ൌ െ݊݃ݏሺܽାଵ,
ሺሻ ሻ ൬∑ ቀ ܽ

ሺሻቁ
ଶ


ୀାଵ ൰

ଵ/ଶ
; 

 

ݎ ൌ ൬
1
2

ଶߙ െ
1
2

ାଵ,ߙߙ
ሺሻ ൰

ଵ/ଶ

; 

 

ଵݓ
ሺሻ ൌ ଶݓ

ሺሻ ൌ ڮ ൌ ݓ
ሺሻ ൌ 0; 

ାଵݓ
ሺሻ ൌ

ೖశభ,ೖ
ሺೖሻ ିఈ

ଶ
; 

 

ݓ
ሺሻ ൌ

ߙ
ሺሻ

ݎ2
, ݆ ݎ݁݅ݑݍ݈ܽݑܿ ܽݎܽ ൌ ݇  2, ݇  3, … , ݊ 

ܲሺሻ ൌ ܫ െ ሺሻݓ2 · ሺݓሺሻሻ௧ 

y, 

ሺାଵሻܣ ൌ ܲሺሻܣሺሻܲሺሻ, 

donde  

 



 

ሺାଵሻܣ   

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ଵଵܽۍ

ሺାଵሻ ܽଵଶ
ሺାଵሻ 0 … … … … … … … … … … … … 0

ܽଶଵ
ሺାଵሻ ڰ ڭ
0 ڭ
ڭ ڰ 0 … … … … 0
ڭ ڰ ܽାଵ,

ሺାଵሻ ܽାଵ,ାଵ
ሺାଵሻ ܽାଵ,ାଶ

ሺାଵሻ … … … … ܽାଵ,
ሺାଵሻ

ڭ 0 ڭ ڰ ڭ
ڭ ڭ ڭ ڰ ڭ
0 … … … … . … … … … 0 ܽ,ାଵ

ሺାଵሻ … … … … … … … … ܽ
ሺାଵሻ

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 

De este modo se forma la matriz tridiagonal, y simétrica ܣሺିଵሻ, donde  

ሺିଵሻܣ ൌ ܲሺିଶሻܲሺିଷሻ … ܲሺଵሻܲܣሺଵሻ … ܲሺିଷሻܲሺିଶሻ 

 

Teorema 2.9 

Si los vectores ܺ e ܻ tienen la misma norma, entonces existe una matriz 
ortonormal y simétrica ܲ tal que: 

  

ܻ ൌ ܲܺ, donde ܲ ൌ 2ܹܹ’, siendo ܹ ൌ ି
ԡିԡమ

  

 

Puesto que ܲ es ortogonal y simétrica se tiene que 

ܲିଵ ൌ ܲ 

Corolario 2 

Sea ܺ el vector ሾݔଵ … Si ݇ es un número natural con 1 .1 ݔ ݊ ሿ’ de ordenݔ  ݇ 
݊ െ 2 entonces existe un vector ܹ   y una matriz ܲ ൌ ܫ െ 2 ܹ ܹ

ᇱ tales que  

 

 

ܲܺ ൌ ܲ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ଵݔ
ڭ

ݔ
ାଵݔ
ାଶݔ

ڭ
ݔ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ଵݔ
ڭ

ݔ
െܵ
0
ڭ
0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ ܻ 



 

ALGORITMO PARA EL METODO DE HOUSEHOLDER  

Para obtener una matriz tridiagonal simétrica ܣሺିଵሻ similar a la matriz simétrica 
ܣ ൌ ,ሺଶሻܣ ሺூሻ se construyen las siguientes matricesܣ ,ሺଷሻܣ … , ሺሻܣ ሺିଵሻ, dondeܣ ൌ
ሺܽ

ሺሻሻ para cualquier ݇ ൌ 1,2, … , ݊ െ 1: 

ENTRADA   ݀݅݉݁݊݅ݏó݊ ݊;  .ܣ ݖ݅ݎݐܽ݉ 

SALIDA   ܣሺିଵሻ ሺܣ ݎܾ݅݅ݎܿݏ݁݁ݎܾݏ ݏ݉݁݀ ݏܽܿ ܽ݀ܽܿ ݊ܧሻ. 

Paso 1   ܲܽܽݎ ݇ ൌ 1,2, … , ݊ െ 2, 2 ݏݏܽ ݏ݈ ݄ܽ݃ܽ െ 14 : 

         Paso 2   ܶ݁݉ 

ݍ                                   ൌ ∑ ቀ ܽ
ሺሻቁ

ଶ

ୀାଵ . 

         Paso 3   ܵ݅ ܽାଵ,
ሺሻ ൌ 0, ݂ ݁݉ݐ ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁ ൌ െݍଵ/ଶ  

,݊ ݅ݏ                                   ݂ ݁݉ݐ ൌ െ
భ/మೖశభ,ೖ

ሺೖሻ

ቚೖశభ,ೖ
ሺೖሻ ቚ

 . 

         Paso 4   ܶ݁݉ ܴܵܳ ൌ ݂ଶ െ ݂ܽାଵ,
ሺሻ    ሺܰܽݐ ܴܵܳ ൌ   ଶሻݎ2

         Paso 5   ܶݒ ݁݉ ൌ 0;    ሺܰܽݐ: ,ଵݒ … , ିଵݒ ൌ 0,  ሻ݊ܽݐ݅ݏ݁ܿ݁݊ ݁ݏ ݊ ݎ݁

ାଵݒ                                 ൌ ܽାଵ,
ሺሻ െ ݂ 

݆ ܽݎܽܲ                         ൌ ݇  2, . . , ݒ ݁݉ݐ ݊ ൌ ܽ
ሺሻ. 

                       ሺܰܽݐ: ݓ ൌ ൬ ଵ
ඥଶோௌொ

൰ ݒ ൌ ଵ
ଶ

 ሻݒ

            Paso 6   ܲܽܽݎ ݆ ൌ ݇, ݇  1, . . , ݑ ݁݉ݐ ݊ ൌ ቀ ଵ
ோௌொ

ቁ ∑ ܽ
ሺሻݒ


ୀାଵ . 

                        ሺܰܽݐ: ݑ ൌ ቀ ଵ
ோௌொ

ቁ ݒሺሻܣ ൌ ଵ
ଶమ ݒሺሻܣ ൌ ଵ


 ሻݓሺሻܣ

            Paso 7   ܶܦܱܴܲ ݁݉ ൌ ∑ ݑ ݒ

ୀାଵ  

                        ሺܰܽݐ: ܦܱܴܲ ൌ ݑ௧ݒ ൌ ଵ
ଶమ  ݒሺሻܣ௧ݒ

            Paso 8   ܲܽܽݎ ݆ ൌ ݇, ݇  1, … , ݖ ݁݉ݐ ݊ ൌ ݑ  െ ቀோை
ଶோௌொ

ቁ  ݒ

                         ሺܰݖ :ܽݐ ൌ ݑ െ ଵ
ଶோௌொ

ݒݑ௧ݒ ൌ ݑ െ ଵ
ସమ  ݒݑ௧ݒ

                                       ൌ ݑ െ ݑ௧ݓݓ ൌ ଵ


ݓሺሻܣ െ ௧ݓݓ ଵ


 ݓሺሻܣ

            Paso 9   ܲܽܽݎ ݈ ൌ ݇  1, ݇  2, … , ݊ െ 1,  11 ݕ 10 ݏݏܽ ݏ݈ ݄ܽ݃ܽ



 

                        ቆܰܽݐ: ሺାଵሻܣ ݈݁ݑ݈ܿܽܿ ൌ ሺሻܣ  െ ௧ݖݒ െ ܫ௧ሺݒݖ െ ሺሻܣ௧ሻݓݓ2

ሺܫ െ ௧ሻݓݓ2
ቇ 

            Paso 10   ܲܽܽݎ ݆ ൌ ݈  1, … ,  ݁݉ݐ ݊

                            ܽ
ሺାଵሻ ൌ ܽ

ሺሻ െ ݖݒ െ  ;ݖݒ

                            ܽ
ሺାଵሻ ൌ ܽ

ሺାଵሻ 

            Paso 11   ܶ݁݉ ܽ
ሺାଵሻ ൌ ܽ

ሺሻ െ  ݖݒ2

      Paso 12   ܶ݁݉ ܽ
ሺାଵሻ ൌ ܽ

ሺሻ െ  .ݖݒ2

      Paso 13   ܲܽܽݎ ݆ ൌ ݇  2, … , ܽ  ݁݉ݐ     ݊
ሺାଵሻ ൌ ܽ

ሺାଵሻ ൌ 0 

      Paso 14   ܶ݁݉ ܽାଵ,
ሺାଵሻ ൌ ܽାଵ,

ሺሻ െ  ݖାଵݒ

                            ܽାଵ,
ሺାଵሻ ൌ ܽାଵ,

ሺሻ . 

                       ሺܰܽݐ:  ሺሻܣ ݁݀ ݏ݉ݏ݅݉ ݏ݈ ݊ݏ ሺାଵሻܣ  ݁݀ ݏݐ݈݊݁݉݁݁ ݏݎݐ ݏ݈

Paso 15   ࡰࡵࡸࡿ ሺܣሺିଵሻሻ;  

              ൫݊݅݉ݎ݁ݐ ݁ݏ ݏ݁ܿݎ ݈ܧó. ,ܿ݅ݎݐé݉݅ݏ ݏ݁ ሺିଵሻܣ   ൯ܣ ܽ ݎ݈ܽ݅݉݅ݏ ݕ ݈ܽ݊݃ܽ݅݀݅ݎݐ

 .ࡾࡾࡼ                

En el Anexo ܰ. 5, se presenta el programa en MATLAB correspondiente al 
algoritmo del Método Householder para una matriz simétrica. 

 

Ejemplo 

Aplique el Método de Householder para poner la siguiente matriz en forma 
tridiagonal. 

ܣ ൌ 
2 െ1 െ1

െ1 2 െ1
െ1 െ1 2

൩ 

Solución: 

Para nuestra primera iteración. 

Tomemos ݇ ൌ 1 

Encontremos el Valor de ݍ 

ݍ ൌ ሺെ1ሻଶ  ሺെ1ሻଶ 
ݍ ൌ 2. 



 

Como ܽଶଵ
ሺଵሻ ് 0 entonces ݂ ൌ െ ଶ

భ
మሺିଵሻ
|ିଵ|

 

                                        ݂ ൌ ଶ
భ
మ

ଵ
 

                                        ݂ ൌ 1.4142 

Ahora encontremos ܴܵܳ ൌ ሺ1.4142ሻଶ െ 1.4142ሺെ1ሻ 

                                 ܴܵܳ ൌ 3.4142 

Hagamos ݒଵ ൌ 0; 

ଶݒ                  ൌ െ1 െ 1.4142 ൌ െ2.4142 

 

Para ݆ ൌ 3 tomemos ݒଷ ൌ െ1 

 

Ahora siguiendo nuestro algoritmo para ݆ ൌ 1, 2, 3 encontremos ݑ 

Para ݆ ൌ 1             

ଵݑ ൌ ൬
1

3.4142൰ כ ሺ3.4142ሻ 
ଵݑ ൌ 1.0000 

Para ݆ ൌ 2            

ଶݑ ൌ ൬
1

3.4142൰ כ ሺെ3.8284ሻ 
ଶݑ ൌ െ1.1213 

Para ݆ ൌ 3           

ଷݑ ൌ ൬
1

3.4142൰ כ ሺ0.4142ሻ 
ଷݑ ൌ 0.1213 

Calculemos ܴܱܲܦ ൌ ሺെ2.4142ሻ כ ሺെ1.1213ሻ  ሺെ1ሻ כ ሺ0.1213ሻ 

ܦܱܴܲ                     ൌ 2.7070 െ 0.1213 

ܦܱܴܲ                     ൌ 2.5857 

Ahora para  ݆ ൌ 1, 2, 3 encontremos ݖ 

Para ݆ ൌ 1 

ଵݖ ൌ 1 െ ሺ
2.5857
6.8284ሻ כ ሺ0ሻ 



 

ଵݖ ൌ 1.0000 

Para ݆ ൌ 2 

ଶݖ ൌ െ1.1213 െ ሺ
2.5857
6.8284

ሻ כ ሺെ2.4142ሻ 
ଶݖ ൌ െ0.2071 

Para ݆ ൌ 3 

ଷݖ ൌ 0.1213 െ ሺ
2.5857
6.8284ሻ כ ሺെ1ሻ 

ଷݖ ൌ 0.5000 

Ahora ݈ ൌ 2 y ݆ ൌ 3 

Tomemos ܽଷଶ
ሺଶሻ ൌ െ1— 2.4142 כ ሺ0.5000ሻ െ ሺെ1ሻ כ ሺെ0.2071ሻ 

                  ܽଷଶ
ሺଶሻ ൌ 0 

 

Hagamos  ܽଶଷ
ሺଶሻ ൌ ܽଷଶ

ሺଶሻ ൌ 0 

 

Continuando encontremos  ܽଶଶ
ሺଶሻ ൌ 2— 2 כ ሺെ2.4142ሻ כ ሺെ0.2071ሻ 

                                             ܽଶଶ
ሺଶሻ ൌ 1.0000    

y  ܽଷଷ
ሺଶሻ ൌ 2— 2 כ ሺെ1.0000ሻ כ ሺെ0.5000ሻ 

    ܽଷଷ
ሺଶሻ ൌ 3.0000  

 

Para ݆ ൌ 3  hagamos   ܽଵଷ
ሺଵሻ ൌ ܽଷଵ

ሺଶሻ ൌ 0 

 

Tomemos  ܽଶଵ
ሺଶሻ ൌ െ1  2.4142 כ ሺെ1.0000ሻ 

                 ܽଶଵ
ሺଶሻ ൌ 1.4142 

Entonces la matriz  ܣଶ encontrada es 

ଶܣ ൌ 
2.0000  1.4142 0
1.4142 1.0000 െ0.0000

0 െ0.0000 3.0000
൩ 

 



 

La corrida correspondiente del programa del Método de Householder, se da a 
continuación: 

La matriz ܣିଵ es 

ൌ ܣ 
2.0000  1.4142 0
1.4142 1.0000 െ0.0000

0 െ0.0000 3.0000
൩ 

2.7 MÉTODO QR 

Para aplicar este Método, partimos de una matriz simétrica en forma tridiagonal, 
es decir, las únicas entradas no nulas de la matriz están en la diagonal o en las 
subdiagonales directamente arriba o debajo de la diagonal. Si esta no es la forma 
de la matriz simétrica, el primer paso consiste en aplicar el Método de 
Householder para calcular una matriz simétrica tridiagonal similar a la matriz dada. 

Si con ܣ denotamos una matriz simétrica tridiagonal, podremos simplificar un poco 
la notación marcando los elementos de ܣ así: 

 

ܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ܽଵ ܾଶ 0 … 0
ܾଶ ܽଶ ܾଷ ڰ ڭ
0 ܾଷ ܽଷ ڰ 0
ڭ ڰ ڰ ڰ ܾ
0 … 0 ܾ ܽے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

                                                                         ሺ2.13ሻ 

Si ܾଶ ൌ 0 o ܾ ൌ 0, entonces la matriz 1 1 ݔ ሾܽଵሿ o bien ሾܽሿ produce 
inmediatamente un valor propio ܽଵ o ܽ de ܣ 

Cuando ܾ ൌ donde 2 ,݆ ܽ݊ݑ݈݃ܽ ܽݎܽ 0 ൏ ݆ ൏ ݊ el problema se puede minimizar 
considerando, en vez de ܣ , las matrices más pequeñas 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ܽଵ ܾଶ 0 … 0
ܾଶ ܽଶ ܾଷ ڰ ڭ
0 ܾଷ ܽଷ ڰ 0
ڭ ڰ ڰ ڰ ܾିଵ
0 … 0 ܾିଵ ܽିଵے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

    y    

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ܽଵ ܾାଵ 0 … 0
ܾାଵ ܽାଵ ܾାଶ ڰ ڭ
0 ܾାଶ ܽାଶ ڰ 0
ڭ ڰ ڰ ڰ ܾ
0 … 0 ܾ ܽے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

                   ሺ2.14ሻ 

 

Si ningún ܾ es cero, el Método ܴܳ forma una sucesión de las matrices ܣ ൌ
,ሺଵሻܣ ,ሺଶሻܣ ,ሺଷሻܣ …, así: 

ሺଵሻܣ .1 ൌ ሺଵሻܣ se factoriza como un producto ܣ ൌ ܳሺଵሻܴሺଵሻ, donde ܳሺଵሻ es 
ortogonal y ܴሺଵሻ es triangular superior. 

ሺଶሻܣ ሺଶሻ se define comoܣ .2 ൌ ܴሺଵሻܳሺଵሻ. 



 

En general, ܣሺሻ se factoriza como un producto ܣሺሻ ൌ ܳሺሻܴሺሻ de una matriz 
ortogonal.  

 

ܳሺሻ    y de una matriz triangular superior  ܴሺሻ. Después, definimos   ሺାଵሻܣ como el 
producto de  ܴሺሻ  y  ܳሺሻ  en la dirección inversa  ሺାଵሻܣ ൌ ܴሺሻܳሺሻ. Dado que  ܳሺሻ  es 

ortogonal, ܴሺሻ ൌ ܳሺሻ௧ܣሺሻ y  

ሺାଵሻܣ ൌ ܴሺሻܳሺሻ ൌ ቀܴሺሻ ൌ ܳሺሻ௧ܣሺሻቁ ܳሺሻ ൌ ܳሺሻ௧ܣሺሻܳሺሻ                ሺ2.15ሻ 

y ܣሺାଵሻ es simétrica con los mismos valores propios que ܣሺሻ. Por la forma en que 
definimos ܴሺሻ y ܳሺሻ, también podemos garantizar que ܣሺାଵሻ es tridiagonal.  

 

Por inducción,   ሺାଵሻܣ tiene los mismos valores propios que la matriz original. El 
éxito del procedimiento se debe al hecho de que ܣሺାଵሻ tiende a una matriz 
diagonal con los valores propios de ܣ a lo largo de la diagonal. 

Para describir la construcción de las matrices de factor ܳሺሻ y ܴሺሻ necesitamos 
manejar el concepto de matriz de rotación. 

 

Definición 2.3 

Una matriz de rotación ܲ difiere de la matriz identidad en cuatro elementos  como 
máximo. Estos tienen la forma  

 ൌ  ൌ           y         ߴݏܿ ൌ െ ൌ ݅ ߳ ߴ para alguna ,ߴ݊݁ݏ ് ݆. 

 

Es fácil demostrar que, con cualquier matriz de rotación ܲ, la matriz ܲ difiere de ܣ 
solo en la ݅ െ  éܽ݉݅ݏ y ݆ െ  éܽ݉݅ݏ columnas y la matriz ܲܣ difiere de ܣ solo en el 
݅ െ  éܽ݉݅ݏ y ݆ െ  é݉݅ݏ renglones. Para cualquier ݅ ് ݆, podemos elegir el ángulo  
de modo que el producto ܲܣ tenga un elemento cero para ሺܲܣሻ. 

 

Además, toda matriz de rotación  es ortogonal, porque la definición implica que 

ܲܲ௧ ൌ  ܫ

La factorización de ܣሺଵሻ en ܣሺଵሻ ൌ ܳሺଵሻܴሺଵሻ utiliza un producto de ݊ െ 1 matrices de 
rotación de este tipo para construir  

ܴሺଵሻ ൌ ܲ ܲିଵ … ଶܲܣሺଵሻ 

Primero establecemos que la matriz de rotación ଶܲ tenga  



 

ଵଵ ൌ ଶଶ ൌ ଵଶ       ଶ         yߴݏܿ ൌ െଶଵ ൌ  ଶߴ݊݁ݏ

Donde 

ଶߴ݊݁ݏ ൌ మ

ටమ
మାభ

మ
    y   ܿߴݏଶ ൌ భ

ටమ
మାభ

మ
 

Entonces, la matriz 

ଶܣ
ሺଵሻ ൌ ଶܲܣሺଵሻ 

Tiene un cero en la posición ሺ2,1ሻ esto es, en el segundo renglón y en la primera 
columna, ya que el elemento ሺ2,1ሻ de ܣଶ

ሺଵሻ es  

ሺെߴ݊݁ݏଶሻܽଵ  ሺܿߴݏଶሻܾଶ ൌ
െܾଶܽଵ

ඥܾଶ
ଶ  ܽଵ

ଶ


ܽଵܾଶ

ඥܾଶ
ଶ  ܽଵ

ଶ
ൌ 0 

Como la multiplicación ଶܲܣሺଵሻ afecta a los renglones 1 2 ݕ de ܣሺଵሻ, la nueva matriz 
no necesariamente conserva los elementos cero en las posiciones ሺ1,3ሻ, ሺ1,4ሻ, …, y 
ሺ1, ݊ሻ. Sin embargo, ܣሺଵሻes tridiagonal y, por tanto, los elementos ሺ1,4ሻ, …, y ሺ1, ݊ሻ 
de ܣଶ

ሺଵሻ son cero. Solo el elemento ሺ1,3ሻ en el primer renglón y   tercera columna, 
puede hacerse distinto de cero. 

 

En términos generales, seleccionamos la matriz ܲ de modo que el ሺ݇, ݇  1ሻ െ
é݉݅ݏ elemento de ܣ

ሺଵሻ ൌ ܲܣିଵ
ሺଵሻ  sea cero, lo cual hace que el ሺ݇ െ 1, ݇  1ሻ െ

ܣ se convierta en uno distinto de cero. La matriz ݐ݈݊݁݉݁݁
ሺଵሻ tiene la forma  

ܣ
ሺଵሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵݖ ଵݍ ଵݎ 0 … … … … … … … … … … … … 0
0 ڰ ڰ ڰ ڰ ڭ
0 ڰ ڰ ڰ ڰ ڰ ڭ
ڭ ڰ 0 ିଵݖ ିଵݍ ିଵݎ ڰ ڭ
ڭ ڰ 0 ݔ ݕ 0 ڰ ڭ
ڭ ڰ ܾାଵ ܽାଵ ܾାଶ ڰ 0
ڭ ڰ ڰ ڰ ڰ 0
ڭ ڰ ڰ ڰ ܾ
0 … … … … … … … … … … … … … … … 0 ܾ ܽے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

y ܲାଵ tiene la forma  

ܲ݇1 ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
െ1݇ܫۍ 0 0

ܿ݇1 1݇ݏ
0 0

െ݇ݏ1 ܿ݇1
0 0 ےെ݇െ1݊ܫ

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 
՚ ݇ ݈݊݃݊݁ݎ

                                        

                                                ՛ ݇ ܽ݊݉ݑ݈ܿ                                      ሺ2.16ሻ 



 

Donde 0 denota la matriz nula con la dimensión adecuada. 

Elegimos las constantes ܿାଵ ൌ ାଵݏ ାଵ yߴ ݏܿ ൌ  ାଵen ܲାଵ, de modo que elߴ ݊݁ݏ
ሺ݇  1, ݇ሻ elemento de ܣାଵ

ሺଵሻ  sea cero; es decir, ݏାଵݔ െ ܿାଵܾାଵ ൌ 0. Puesto que 
ܿାଵ

ଶ ାଵݏ
ଶ ൌ 1, la solución a esta ecuación es:  

ାଵݏ ൌ ೖశభ

ටೖశభ
మ ା௫ೖ

మ
                     y               ܿାଵ ൌ ௫ೖ

ටೖశభ
మ ା௫ೖ

మ
 

  

y ܣାଵ
ሺଵሻ  tiene la forma  

ܣ
ሺଵሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵݖ ଵݍ ଵݎ 0 … … … … … … … … … … … … 0
0 ڰ ڰ ڰ ڰ ڭ
0 ڰ ڰ ڰ ڰ ڰ ڭ
ڭ ڰ 0 ݖ ݍ ݎ ڰ ڭ
ڭ ڰ 0 ାଵݔ ାଵݕ 0 ڰ ڭ
ڭ ڰ ܾାଶ ܽାଶ ܾାଷ ڰ 0
ڭ ڰ ڰ ڰ ڰ 0
ڭ ڰ ڰ ڰ ܾ
0 … … … … … … … … … … … … … … … 0 ܾ ܽے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 

Al proseguir con esta construcción en la sucesión ଶܲ, … , ܲ obtenemos la matriz 
triangular superior. 

 ܴሺଵሻ ؠ ܣ
ሺଵሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵݖ ଵݍ ଵݎ 0 … … … . 0
0 ڰ ڰ ڰ
ڭ ڰ ڰ ڰ ڰ 0
ڭ ڰ ڰ ڰ ିଶݎ
ڭ ڰ ିଵݖ ିଵݍ
0 … . … . … . 0 ݔ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

La otra mitad de la factorización ܴܳ es la matriz  

ܳሺଵሻ ൌ ଶܲ
௧

ଷܲ
௧ ··· ܲ

௧, 

Porque la ortogonalidad de las matrices de rotación implica que  

ܳሺଵሻܴሺଵሻ ൌ ሺ ଶܲ
௧

ଷܲ
௧ ··· ܲ

௧ሻ · ሺ ܲ ··· ଷܲ ଶܲሻܣሺଵሻ ൌ  ሺଵሻܣ

La matriz ܳሺଵሻ es ortogonal porque 

ሺܳሺ1ሻሻ௧ܳሺ1ሻ ൌ ሺܲ2
ݐ ܲ3

ݐ ··· ܲ݊
ݐ ሻ

ݐ
ሺܲ2

ݐ ܲ3
ݐ ··· ܲ݊

ݐ ሻ ൌ ሺܲ݊ ··· ܲ3ܲ2ሻ · ሺܲ2
ݐ ܲ3

ݐ ··· ܲ݊
ݐ ሻ ൌ  ܫ

En consecuencia ܣሺଶሻ ൌ ܴሺଵሻܳሺଵሻ  es una matriz Hessenberg superior, ya que la 
multiplicación de ܳሺଵሻde la matriz triangular superior ܴሺଵሻ no influye en los 



 

elementos del triangulo inferior. Lo anterior implica que ܣሺଶሻ efectivamente es 
tridiagonal, pues sabemos que es simétrica. 

 

Los elementos situados fuera de la diagonal de ܣሺଶሻ, generalmente serán mas 
pequeños que los correspondientes de ܣሺଵሻ, así que ܣሺଶሻ se acerca mas a ser una 
matriz diagonal que ܣሺଵሻ. El proceso se repite para construir ܣሺଷሻ, ,ሺସሻܣ … 

 

Si los valores propios de ܣ tienen módulos distintos, con |ߣଵ|  |ଶߣ| ·· ·  |ߣ|
entonces la rapidez  de convergencia del elemento ܾାଵ

ሺାଵሻ a 0 en la matriz ܣሺାଵሻ 

depende del cociente ฬఒೕశభ

ఒೕ
ฬ. La rapidez de convergencia ܾାଵ

ሺାଵሻ a 0 determina la 

razón con la que el elemento ܽ
ሺାଵሻ converge al ݆ െ é݉݅ݏ valor propio ߣ. Así, la 

rapidez de convergencia puede ser lenta si  ฬఒೕశభ

ఒೕ
ฬ esta cerca de la unidad. 

 

Si queremos acelerar esta convergencia, se utiliza un método de desplazamiento 
semejante al empleado con el Método de la Potencia Inversa. Se selecciona una 
constante ݏ cercana a un valor propio de ܣ, con lo cual se modifica la ecuación 
2.10 para escoger ܳሺሻ ݕ ܴሺሻ, de modo que  

ሺሻܣ  െ ܫݏ ൌ ܳሺሻܴሺሻ                                                                   ሺ2.17ሻ 

 

y equivalentemente, podemos definir que la matriz ܣሺାଵሻ sea  

ሺାଵሻܣ ൌ ܴሺሻܳሺሻ   ሺ 2.18ሻ                                                                  ܫݏ

Con esta modificación, la rapidez de convergencia de ܾାଵ
ሺାଵሻ a cero depende de la 

razón ฬሺఒೕశభି௦ሻ
ఒೕି௦

ฬ, la cual puede ocasionar una mejor significativa en la rapidez 

original de convergencia de ܽ
ሺାଵሻ en ߣ si ݏ esta cerca de ߣାଵ, pero no de ߣ. 

 

En el listado del algoritmo ܴܳ, cambiamos ݏ en cada paso para que, cuando ܣ 
tenga los valores propios del modulo definido, ܾ

ሺାଵሻ converja a cero mas rápido 
que ܾ

ሺାଵሻ para cualquier entero ݆ menor que ݊ cuando ܾ
ሺାଵሻ es suficientemente 

pequeño, suponemos que ߣ ൎ ܽ
ሺାଵሻ eliminamos los ݊ െ éݏ݉݅ݏ renglones y 

columnas de la matriz y procedemos en la misma forma para obtener una 
aproximación de ߣିଵ. El proceso continua hasta determinar una aproximación 
para cada valor propio. 



 

El algoritmo incorpora el método de desplazamiento ݏ, donde ݏ es el valor propio 
mas cercano a ܽ

ሺሻ de la matriz 

ሺሻܧ ൌ ቈ
ܽିଵ

ሺሻ ܾ
ሺሻ

ܾ
ሺሻ ܽ

ሺሻ 

 

Este desplazamiento traduce los valores propios de ܣ por un factor ݏ. Con esta 
técnica de desplazamiento, la convergencia suele ser cúbica. El algoritmo acumula 
estos desplazamientos hasta que ܾ

ሺାଵሻ ൎ 0 y luego agrega los desplazamientos 
ܽ

ሺାଵሻ para aproximar el valor propio ߣ 

Si ܣ tiene los valores propios del mismo modulo, ܾ
ሺାଵሻ puede tender a cero para 

alguna ݆ ് ݊ con mayor rapidez que ܾ
ሺାଵሻ. 

 

ALGORITMO DEL MÉTODO QR 

Para obtener los valores propios de la matiz tridiagonal simétrica de ݊ ݔ ݊ 

ܣ ؠ ଵܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ଵܽۍ

ሺଵሻ ܾଶ
ሺଵሻ 0 … 0

ܾଶ
ሺଵሻ ܽଶ

ሺଵሻ ڰ ڰ ڭ
0 ڰ ڰ ڰ 0
ڭ ڰ ڰ ڰ ܾ

ሺଵሻ

0 … 0 ܾ
ሺଵሻ ܽ

ሺଵሻے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

ENTRADA  
;݊ ݖ݅ݎݐܽ݉ ݈ܽ ݁݀ ó݊݅ݏ݊݁݉݅݀ ;ܣ ݖ݅ݎݐܽ݉ ;݈ݐ ܽ݅ܿ݊ܽݎ݈݁ݐ ݊ú݉݁ݎ ݉áݏ݁݊݅ܿܽݎ݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔ ݉. 

SALIDA   
ܽݎ݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔá݉ ݎó ݈݁ ݊ú݉݁ݏܾܽ݁ݎ ݁ݑݍ ݁݀ ݆݁ܽݏ݊݁݉ ݊ݑ  ܣ ݁݀ ݏ݅ݎ ݏ݁ݎ݈ܽݒ ݈ ݕ ݑ െ
  .ݏ݁݊݅ܿ

Paso 1   ܶ݁݉ ݇ ൌ 1; 

ܶܨܫܪܵ                              ൌ 0              ሺ݈݀ܽݑ݉ݑܿܽ ݐ݂݄݅ݏሻ 

Paso 2   ݏܽݎݐ݊݁݅ܯ ݇  ݉, 3 ݏݏܽ ݏ݈ ݄ܽ݃ܽ െ 19 

                  ሺ3 ݏݏܽ ݏܮ െ .ݐ݅ݔé ݈݁ ܾ݊ܽ݁ݑݎ 7 ሻ 

            Paso 3   ܵ݅ |ܣሺ݊, ݊ െ 1ሻ|  ,݈ݐ ݈ ݁݉ݐ ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁ ൌ ,ሺ݊ܣ ݊ሻ   ;ܶܨܫܪܵ

 ;ሺ݈ሻ ࡰࡵࡸࡿ                                                                                       

݊ ݁݉ݐ                                                                                 ൌ ݊ െ 1; 



 

           Paso 4   ܵ݅ |ܣሺ݊, 1ሻ|  ,݈ݐ ݈ ݁݉ݐ ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁ ൌ ሺ1,1ሻܣ   ;ܶܨܫܪܵ

 ;ሺ݈ሻ ࡰࡵࡸࡿ                                                                                       

݊ ݁݉ݐ                                                                                 ൌ ݊ െ 1; 

ሺ1,1ሻܣ                                                                                 ൌ  ;ሺ2,2ሻܣ

݆ ܽݎܽ                                                                          ൌ 2, … , ݊; 

,ሺ݆ܣ ݁݉ݐ                                                                                ݆ሻ ൌ ሺ݆ܣ  1, ݆  1ሻ; 

,ሺ݆ܣ                                                                                              ݆ െ 1ሻ ൌ ሺ݆ܣ  1, ݆ሻ; 

           Paso 5   ܵ݅ ݊ ൌ 0,  ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁

 .ࡾࡾࡼ                                                    

           Paso 6   ܵ݅ ݊ ൌ 1,  ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁

݈ ݁݉ݐ                                                    ൌ ሺ1,1ሻܣ   ;ܶܨܫܪܵ

 ;ሺ݈ሻ ࡰࡵࡸࡿ                                                        

 .ࡾࡾࡼ                                                       

           Paso 7   ܲܽܽݎ ݆ ൌ 3, … , ݊ െ 1; 

,ሺ݆ܣ| ݅ܵ                                      ݆ െ 1ሻ|  ,݈ݐ   ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁

,ᇱܣ ݖ݅ݎݐܽ݉ ݈ܽ ݀݊݁݅݀݅ݒ݅ܦ൬ ࡰࡵࡸࡿ                                                                  ݈ܽ ݕ
ܣ ݖ݅ݎݐܽ݉ ൌ ,ܣ ܶܨܫܪܵ ൰ 

           Paso 8   ሺݐ݂݄݅ݏ ݈ܽݑ݈ܿܽܥሻ 

ܾ ݁݉ܶ                              ൌ െ൫ሺܣሺ݊ െ 1, ݊ െ 1ሻ  ሺܣሺ݊, ݊ሻሻ൯; 
                                          ൌ ሺܣሺ݊, ݊ሻ כ ሺܣሺ݊ െ 1, ݊ െ 1ሻ െ ሺܣሺ݊, ݊ െ 1ሻሻଶ; 
ݐ                                         ൌ ሺܾଶ െ 4 כ  ;ሻଵ/ଶ
 
          Paso 9   ܵ݅ ܾ  0, 1ݑ ݁݉ݐ ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁ ൌ ିଶכ

ሺା௧ሻ
 ; 

2ݑ                                                                            ൌ ିሺ ା௧ሻ
ଶ

 

,݊ ݅ݏ                                                      1ݑ ݁݉ݐ ൌ ሺ୲ିୠሻ
ଶ

 

2ݑ                                                                             ൌ ଶכ
ሺ୲ିୠሻ

 

           Paso 10   ܵ݅ ݊ ൌ 2, 1݈ ݁݉ݐ ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁ ൌ 1ݑ   ;ܶܨܫܪܵ

                                                                               ݈2 ൌ 2ݑ   ;ܶܨܫܪܵ

,ሺ݈1 ࡰࡵࡸࡿ                                                                    ݈2ሻ; 



 

 .ࡾࡾࡼ                                                                              

Paso 11   ݁ݑݍ ݈ܽݐ ݒ ݆݈ܽ݅ܧ |ሺݒ െ ,ሺ݊ܣ ݊ሻ| ൌ ݉݅݊ ሼ|ሺ1ݑ െ ,ሺ݊ܣ ݊ሻሻ|, |ሺ2ݑ െ ,ሺ݊ܣ ݊ሻሻ|ሽ; 

         Paso 12   ሺ݈݀ܽݑ݉ݑܿܽ ݐ݂݄݅ݏሻ 

ܶܨܫܪܵ ݁݉ܶ                               ൌ ܶܨܫܪܵ   ݒ

           Paso 13   ሺ݀ܽݖ݈݅ܽ݁ݎ ݐ݂݄݅ݏሻ 

݆ ܽݎܽܲ                               ൌ 1, … , ݊; ݀ ݁݉ݐ ൌ ,ሺ݆ܣ ݆ሻ െ  ݒ

           Paso 14   ݈ܲܽ݊ܽݑ݈ܿܽܿ 15 ݕ 14 ݏݏ ܴ 

1ݔ                                   ൌ ݀1; 

1ݕ                              ൌ  ;ሺ2,1ሻܣ

           Paso 15   ܲܽܽݎ ݆ ൌ 2, … , ݊ 

zሺ݆ ݁݉ܶ                              െ 1ሻ ൌ ሺ൫ݔሺ݆ െ 1ሻ൯ଶ  ሺܣሺ݆, ݆ െ 1ሻሻଶሻଵ/ଶ; 

                                    ܿሺ݆ሻ ൌ ሺ݆ݔ െ 1ሻ/ݖሺ݆ െ 1ሻ; 

ሺ݆ሻݏ                                     ൌ ,ሺ݆ܣ ݆ െ 1ሻ/ݖሺ݆ െ 1ሻ;  

ሺ݆ݍ                                     െ 1ሻ ൌ ܿሺ݆ሻ כ ሺ݆ݕ െ 1ሻ  ሺ݆ሻݏ כ ݀ሺ݆ሻ; 

ሺ݆ሻݔ                                     ൌ െݏሺ݆ሻ כ ሺ݆ݕ െ 1ሻ  ܿሺ݆ሻ כ ݀ሺ݆ሻ; 

                                           ܵ݅ ݆ ് ݊, ሺ݆ݎ  ݁݉ݐ ݏ݁ܿ݊ݐ݊݁ െ 1ሻ ൌ ሺ݆ሻݏ כ ሺ݆ܣ  1, ݆ሻ; 
 
ሺ݆ሻݕ                                          ൌ ܿሺ݆ሻ כ ሺ݆ܣ  1, ݆ሻ 

ሺܣሺ݆, 1ሻ ൌ ܲሺ݆ሻ כ ሺ݆ܣ െ 1,1ሻ݈ܽ݀ܽݑ݈ܿܽܿ ݄ܽ ݁ݏ ݏܽ݊݁ ܴሺሻ ൌ ,ሺ݊ܣ 1ሻሻ 

           Paso 16   ሺܲܽ16 ݏ െ  1ሻ݇ܣ ݈݊ܽݑ݈ܿܽܿ 18

ሺ݊ሻݖ ݁݉ܶ                                     ൌ  ;ሺ݊ሻݔ
 
ሺ1,1ሻܣ                       ൌ ሺ2ሻݏ כ ሺ1ሻݍ  ܿሺ2ሻ כ  ;ሺ1ሻݖ
 
ሺ2,1ሻܣ                       ൌ ሺ2ሻݏ כ  ሺ2ሻݖ

           Paso 17   ܲܽܽݎ ݆ ൌ 2,3, … , ݊ െ 1 

,ሺ݆ܣ ݁݉ܶ                                  ݆ሻ ൌ ሺ݆ݏ  1ሻ כ ሺ݆ሻݍ  ܿሺ݆ሻ כ ܿሺ݆  1ሻ כ  ;ሺ݆ሻݖ
 

ሺ݆ܣ                                              1, ݆ሻ ൌ ሺ݆ݏ  1ሻ כ ሺ݆ݖ  1ሻ 

           Paso 18   ܶܣ ݁݉ሺ݊, ݊ሻ ൌ ܿሺ݊ሻ כ  ;(ሺ݊ݖ
 
           Paso 19   ܶ݁݉ k ൌ k  1; 



 

Paso 20   ࡰࡵࡸࡿ ሺԢܰú݉݁ݎ ݉á݀݅݀݁ܿݔ݁ ݏ݁݊݅ܿܽݎ݁ݐ݅ ݁݀ ݉݅ݔᇱሻ; 

                                        ሺԢܲ݁ݐ݊݁݉ܽݏݐ݅ݔ݁ ݀ܽ݊݅݉ݎ݁ݐ ݐ݊݁݅݉݅݀݁ܿݎԢሻ 

 .ࡾࡾࡼ                   

 

En el Anexo ܰ. 6, se presenta el programa en MATLAB correspondiente al 
algoritmo del Método ܴܳ. 

 

El Método ܴܳ puede aplicarse en forma tal que produzca los vectores propios de 
una matriz y también sus valores propios; en cambio, el algoritmo no fue diseñado 
para hacer eso. Si además de los valores propios se necesitan los vectores 
propios de una matriz simétrica, es preferible utilizar el método de las potencias 
inversas, o bien, aplicar una técnica mas potente. 

 

Ejemplo 

Aplique dos iteraciones del algoritmo ܴܳ a la siguiente matriz. 

ܣ ൌ 
2 െ1 0

െ1 2 െ1
0 െ1 2

൩ 

 

Solución:  

Para nuestra primera iteración hagamos  ݇ ൌ 1 y ܵܶܨܫܪ ൌ 0 

Ahora calculemos ܾ, ,  ݐ

ܾ ൌ െሺܣሺ2,2ሻ   ሺ3,3ሻሻܣ
ܾ ൌ െ4 

 ൌ ሺ3,3ሻܣ כ ሺ2,2ሻܣ െ ሾܣሺ3,2ሻሿଶ 
ൌ  3 

ݐ ൌ ሾܾଶ െ 4 כ  ሿଵ/ଶ
ൌ ݐ 2 

Como ܾ ൏ 0 entonces  

ሺ1ሻݑ ൌ
ݐ െ ܾ

2  
ሺ1ሻݑ ൌ 3 

ሺ2ሻݑ ൌ 2 כ ݐሺ/ െ ܾሻ 



 

ሺ2ሻ ݑ ൌ 1 

Elijamos ݒ tal que |ݒ െ |ሺ3,3ሻܣ ൌ ݉݅݊ሼ|ሺݑଵ െ ,|ሺ3,3ሻሻܣ |ሺݑଶ െ   ሺ3,3ሻሻ|ሽܣ

Entonces   ݒ ൌ ݒ            3 ൌ 1 

ܶܨܫܪܵ ൌ ܶܨܫܪܵ   ݒ
ൌ ܶܨܫܪܵ 0  3 
ܶܨܫܪܵ ൌ 3 

Para ݆ ൌ 1, 2, 3 calculemos ݀ሺ1ሻ, ݀ሺ2ሻ, ݀ሺ3ሻ 

݀ሺ1ሻ ൌ ሺ1,1ሻܣ െ  ݒ
݀ሺ1ሻ ൌ 2 െ 3 
݀ሺ1ሻ  ൌ െ1 

݀ሺ2ሻ ൌ ሺ2,2ሻܣ െ  ݒ
݀ሺ2ሻ  ൌ െ1 

݀ሺ3ሻ ൌ ሺ3,3ሻܣ െ  ݒ
݀ሺ3ሻ  ൌ െ1 

Ahora tomemos  

ሺ1ሻݔ ൌ ݀ሺ1ሻ 
ሺ1ሻ ݔ ൌ െ1 

y  ݕሺ1ሻ ൌ  ሺ2,1ሻܣ

ሺ1ሻݕ     ൌ െ1 

Para ݆ ൌ 2 calculemos ݖሺ1ሻ, ܿሺ2ሻ, ,ሺ2ሻݏ  ሺ2ሻݔ  ݕ ሺ1ሻݍ

ሺ1ሻݖ ൌ ሾሺݔሺ1ሻሻଶ  ሺܣሺ2,1ሻሻଶሿଵ/ଶ 
ሺ1ሻݖ  ൌ 1.4142 

ܿሺ2ሻ ൌ  ሺ1ሻݖ/ሺ1ሻݔ
ܿሺ2ሻ  ൌ െ0.7071 

ሺ2ሻݏ ൌ  ሺ1ሻݖ/ሺ2,1ሻܣ
ሺ2ሻݏ  ൌ െ0.7071 

ሺ1ሻݍ ൌ ܿሺ2ሻ כ ሺ1ሻݕ  ሺ2ሻݏ כ ݀ሺ2ሻ 
ሺ1ሻݍ  ൌ 1.4142 

ሺ2ሻݔ ൌ െݏሺ2ሻ כ ሺ1ሻݕ  ܿሺ2ሻ כ ݀ሺ2ሻ 
ሺ2ሻݔ  ൌ  0 

Como 2 ് 3 entonces tomemos 

ሺ1ሻݎ ൌ ሺ2ሻݏ כ  ሺ3,3ሻܣ
ሺ1ሻ ݎ ൌ 0.7071 



 

ሺ2ሻݕ ൌ ܿሺ2ሻ כ  ሺ3,3ሻܣ

y  ݕሺ2ሻ ൌ 0.7071 

Continuando para ݆ ൌ 3 calculemos  

ሺ2ሻݖ ൌ ሾݔሺ2ሻଶ  ሺܣሺ3,2ሻሻଶሿଵ/ଶ 
ሺ2ሻݖ ൌ 1.0000 

ܿሺ3ሻ ൌ  ሺ2ሻݖ/ሺ2ሻݔ
ܿሺ3ሻ  ൌ 0 
ሺ3ሻݏ ൌ  ሺ2ሻݖ/ሺ3,2ሻܣ
ሺ3ሻݏ ൌ െ1.0000 
ሺ2ሻݍ ൌ ܿሺ3ሻ כ ሺ2ሻݕ  ሺ3ሻݏ כ ݀ሺ3ሻ 
ሺ2ሻݍ ൌ 1.0000 
ሺ3ሻݔ ൌ െݏሺ3ሻ כ ሺ2ሻݕ  ܿሺ3ሻ כ ݀ሺ3ሻ 
ሺ3ሻݔ ൌ 0.7071 

Ahora tomemos  

ሺ3ሻݖ ൌ  ሺ3ሻݔ
ሺ3ሻݖ ൌ 0.7071 

Resolvamos ܣሺ1,2ሻ ൌ ሺ2ሻݏ כ ሺ1ሻݍ  ܿሺ2ሻ כ  ሺ1ሻݖ

ሺ1,2ሻܣ ൌ ሺെ0.7071ሻ כ ሺ1.4142ሻ  ሺെ0.7071ሻ כ ሺ1.4142ሻ 
ሺ1,2ሻܣ ൌ െ1 െ 1 
ሺ1,2ሻܣ ൌ െ2 

y     ܾሺ2,2ሻ ൌ ሺ2ሻݏ כ  ሺ2ሻݖ

ܾሺ2,2ሻ ൌ ሺെ0.7071ሻ כ 1 
ܾሺ2,2ሻ ൌ െ0.7071 

Para ݆ ൌ 2 tenemos que 

ሺ2,2ሻܣ ൌ ሺ3ሻݏ כ ሺ2ሻݍ  ܿሺ2ሻ כ ܿሺ3ሻ כ  ሺ2ሻݖ
ሺ2,2ሻܣ ൌ ሺെ1ሻ כ ሺ1ሻ  ሺെ0.7071ሻ כ ሺ0ሻ כ ሺ1ሻ 
ሺ2,2ሻܣ ൌ െ1 

ܾሺ3,2ሻ ൌ ሺ3ሻݏ כ  ሺ3ሻݖ
ܾሺ3,2ሻ ൌ ሺെ1ሻ כ ሺ0.7071ሻ 
ܾሺ3,2ሻ ൌ െ0.7071 

Tomemos  

ሺ3,2ሻܣ ൌ ܿሺ3ሻ כ  ሺ3ሻݖ
ሺ3,2ሻܣ ൌ ሺ0ሻ כ ሺ0.7071ሻ 
ሺ3,2ሻܣ ൌ 0 



 

ଵܣ ൌ 
െ2 െ0.7071 0

െ0.7071 െ1 െ0.7071
0 െ0.7071 0

൩ 

Para nuestra segunda iteración hagamos ݇ ൌ 2 y ܵܶܨܫܪ ൌ 3 

Calculemos el valor de ܾ, ,  ݐ

ܾ ൌ െሺܣሺ2,2ሻ   ሺ3,3ሻሻܣ
ܾ ൌ 1 

 ൌ ሺ3,3ሻܣ כ ሺ2,2ሻܣ െ ሾܣሺ3,2ሻሿଶ 
ൌ  െ0.5 

 

ݐ ൌ ሾܾଶ െ 4 כ  ሿଵ/ଶ
ൌ ݐ 1.7321 

Como ܾ  0 entonces 

ሺ1ሻݑ ൌ െ1 כ ሺܾ/ െ  ሻݐ
ሺ1ሻݑ ൌ  0.3660 

ሺ2ሻݑ ൌ ሺܾ െ  ሻ/2ݐ
ሺ2ሻݑ ൌ െ1.3661 

Elijamos ݒ tal que |ݒ െ |ሺ3,3ሻܣ ൌ ݉݅݊ሼ|ሺݑଵ െ ,|ሺ3,3ሻሻܣ |ሺݑଶ െ   ሺ3,3ሻሻ|ሽܣ

ݒ| െ 0| ൌ ݉݅݊ሼ|0.3660 െ 0|, |െ1.3661 െ 0|ሽ 

Entonces   ݒ ൌ ݒ            0.3660 ൌ െ0.3660 

Para este caso tomaremos  ݒ ൌ 0.3660 

Tomemos ܵܶܨܫܪ ൌ ܶܨܫܪܵ   ݒ

ൌ ܶܨܫܪܵ 3  0.3660 
ൌ ܶܨܫܪܵ 3.3660 

Para ݆ ൌ 1, 2, 3 calculemos ݀ሺ1ሻ, ݀ሺ2ሻ, ݀ሺ3ሻ 

݀ሺ2ሻ ൌ ሺ2,2ሻܣ െ  ݒ
݀ሺ2ሻ ൌ  െ1.3660 

݀ሺ3ሻ ൌ ሺ3,3ሻܣ െ  ݒ
݀ሺ3ሻ ൌ െ0.3660 

Tomemos ݔሺ1ሻ ൌ ݀ሺ1ሻ 

ሺ1ሻݔ ൌ െ2.3660      

y  ݕሺ1ሻ ൌ  ሺ2,1ሻܣ



 

ሺ1ሻݕ      ൌ െ0.7071 

Para ݆ ൌ 2 calculemos ݖሺ1ሻ, ܿሺ2ሻ, ,ሺ2ሻݏ  ሺ2ሻݔ  ݕ ሺ1ሻݍ

ሺ1ሻݖ  ൌ ሾݔሺ1ሻଶ  ሺܣሺ2,1ሻሻଶሿଵ/ଶ 
ሺ1ሻ ݖ ൌ 2.4694 

ܿሺ2ሻ ൌ  ሺ1ሻݖ/ሺ1ሻݔ
ܿሺ2ሻ ൌ െ0.9581 

ሺ2ሻݏ ൌ  ሺ1ሻݖ/ሺ2,1ሻܣ
ሺ2ሻݏ ൌ െ0.2863 

ሺ1ሻݍ ൌ ܿሺ2ሻ כ ሺ1ሻݕ  ሺ2ሻݏ כ ݀ሺ2ሻ 
ሺ1ሻݍ ൌ 1.0686 

ሺ2ሻݔ ൌ െݏሺ2ሻ כ ሺ1ሻݕ  ܿሺ2ሻ כ ݀ሺ2ሻ 
ሺ2ሻ ݔ ൌ 1.1064 

Como 2 ് 3 entonces encontremos  ݎሺ1ሻ y ݕሺ2ሻ 

ሺ1ሻݎ ൌ ሺ2ሻݏ כ  ሺ3,3ሻܣ
ሺ1ሻݎ ൌ 0.2024 

ሺ2ሻݕ ൌ ܿሺ2ሻ כ  ሺ3,3ሻܣ
ሺ2ሻݕ ൌ 0.6775 

Para ݆ ൌ 2 calculemos ݖሺ2ሻ, ܿሺ3ሻ, ,ሺ3ሻݏ  ሺ3ሻݔ  ݕ ሺ2ሻݍ

ሺ2ሻݖ ൌ ሾݔሺ2ሻଶ  ሺܣሺ3,2ሻሻଶሿሺଵ/ଶሻ 
ሺ2ሻݖ ൌ 1.3130 

ܿሺ3ሻ ൌ  ሺ2ሻݖ/ሺ2ሻݔ
ܿሺ3ሻ ൌ ሺ3ሻݏ0.8427 ൌ  ሺ2ሻݖ/ሺ3,2ሻܣ
ሺ3ሻݏ ൌ 0.5385 

ሺ2ሻݍ ൌ ܿሺ3ሻ כ ሺ2ሻݕ  ሺ3ሻݏ כ ݀ሺ3ሻ 
ሺ2ሻݍ ൌ 0.7680 
ሺ3ሻݔ ൌ െݏሺ3ሻ כ ሺ2ሻݕ  ܿሺ3ሻ כ ݀ሺ3ሻ 
ሺ3ሻݔ ൌ 0.0564 

Tomemos  

ሺ3ሻݖ ൌ  ሺ3ሻݔ
ሺ3ሻݖ ൌ 0.0564 

Calculemos los valores de la matriz próxima. 

ሺ1,3ሻܣ ൌ ሺ2ሻݏ כ ሺ1ሻݍ  ܿሺ2ሻ כ  ሺ1ሻݖ
ሺ1,3ሻܣ ൌ ሺെ0.2863ሻ כ ሺ1.0686ሻ  ሺ0.9581ሻ כ ሺ2.4694ሻ 
ሺ1,3ሻܣ ൌ െ2.6718 



 

ܾሺ2,3ሻ ൌ ሺ2ሻݏ כ  ሺ2ሻݖ
ܾሺ2,3ሻ ൌ ሺെ0.2863ሻ כ ሺ1.3130ሻ 
ܾሺ2,3ሻ ൌ െ0.3759 

ሺ2,3ሻܣ ൌ ሺ3ሻݏ כ ሺ2ሻݍ  ܿሺ2ሻ כ ܿሺ3ሻ כ  ሺ2ሻݖ
ሺ2,3ሻܣ ൌ ሺെ0.5385ሻ כ ሺ0.7680ሻ  ሺെ0.9581ሻ כ ሺ0.8427ሻ כ ሺ1.3130ሻ 
ሺ2,3ሻܣ ൌ െ1.4737 

ܾሺ3,3ሻ ൌ ሺ3ሻݏ כ  ሺ3ሻݖ
ܾሺ3,3ሻ ൌ ሺെ0.5385ሻ כ ሺ0.0564ሻ 
ܾሺ3,3ሻ ൌ െ0.03036 

ሺ3,3ሻܣ ൌ ܿሺ3ሻ כ  ሺ3ሻݖ
ሺ3,3ሻܣ ൌ ሺ0.8427ሻ כ ሺ0.0564ሻ 
ሺ3,3ሻܣ ൌ 0.04753 

ଶܣ ൌ 
െ2.6718 െ0.3759 0
െ0.3759 െ1.4737 െ0.03036

0 െ0.03036 0.04753
൩ 

 

La corrida correspondiente del programa del Método ܴܳ, se da a continuación: 

ଶܣ ൌ 
െ2.6718 െ0.3759 0
െ0.3759 െ1.4737 െ0.03036

0 െ0.03036 0.04753
൩ 

El valor propio es  

݈ ൌ 0.585786  

݈1 ൌ 3.414214  

݈2 ൌ 2.000000  

 

2.8  MÉTODO DE JACOBI  

Este método es un algoritmo para calcular todas las parejas de valores propios y 
vectores propios de una matriz simétrica que es muy fácil de entender. Es un 
método fiable que proporciona respuestas uniformemente precisas y que para 
matrices de orden menor o igual que 10 es competitivo frente a otros métodos más 
sofisticados; también es aceptable para matrices de orden menor o igual que 20, si 
la velocidad de convergencia no es una cuestión muy relevante. 

Este método funciona para todas las matrices simétricas reales; esta limitación no 
es muy severa ya que, en la práctica, hay un gran número de problemas en la 
ingeniería y en la matemática aplicada que involucran el cálculo de los valores 
propios de una matriz simétrica. Desde un punto de vista teórico, el Método de 



 

 Jacobi incorpora algunas técnicas que se utilizan en algoritmos más sofisticados. 

Rotaciones Planas  

Empecemos con una revisión geométrica sobre los cambios de coordenadas. Sea 
ܺ un vector en el espacio ݊ െ  y consideremos la aplicación lineal ݈ܽ݊݅ݏ݊݁݉݅݀
ܻ ൌ ܴܺ, donde ܴ es la matriz de orden ݊ ݔ ݊ dada por: 

ܴ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 ڮ 0 ڮ 0 ڮ 0
ڭ ڭ ڭ ڭ
0 ڮ ڮ ݏܿ ڮ ݊݁ݏ 0
ڭ ڭ ڭ ڭ
0 ڮ െڮ ݊݁ݏ ڮ ݏܿ 0
ڭ ڭ ڭ ڭ
0 ڮ 0 ڮ 0 ڮ ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

՚  ݈݂ܽ݅

՚ ݍ ݈݂ܽ݅
 

En esta expresión todos los términos de ܴ que están fuera de la diagonal son cero 
salvo los dos que valen േ݊݁ݏ   y todos los términos de la diagonal son 1 excepto 
los dos que valen ܿݏ . El efecto de esta transformación ܻ ൌ ܴܺ puede verse 
fácilmente: 

ݕ ൌ ݆ ݀݊ܽݑܿ             ݔ ് ݆  ݕ   ്   ݍ
ݕ ൌ  ݏܿݔ  ݊݁ݏݔ

ݔ                                              ൌ െݔ݊݁ݏ                       ݏܿݔ

Esta  aplicación lineal también es una rotación de ángulo   en el plano 
coordenado ܺ0ܺ. Eligiendo adecuadamente el ángulo   , podemos conseguir 
que ݕ ൌ 0 o bien ݕ ൌ 0  en el vector imagen. La transformación inversa ܺ ൌ ܴሺଵሻܻ 
es una rotación de ángulo െ en el mismo plano coordenado ܺ0ܺ. Observemos 
que ܴ es una matriz ortogonal, o sea,  

                                   ܴሺଵሻ ൌ ܴԢ    o bien  ܴԢܴ ൌ  .ܫ

 

Sucesiones de transformaciones de Jacobi 

Empezando  con una matriz simétrica ܣ, construimos una sucesión de matrices 
ortogonales:  ܴଵ, ܴଶ, … de la siguiente manera: 

ܦ ൌ  ܣ

                         
ܦ ൌ ܴ

ᇱܦିଵ ܴ           ܽݎܽ ݆ ൌ 1,2, …                                                           ሺ2.19ሻ 

Construyamos la sucesión ൛ ܴൟ de manera que 

݈݅ ݉՜ஶ ܦ ൌ ܦ ൌ ݀݅ܽ݃ሺߣଵ, ,ଶߣ … ,   ሻ                                                                       ሺ2.20ሻߣ

Este proceso se define cuando los elementos que están fuera de la diagonal son 
suficientemente pequeños, de manera que  



 

ܦ ൎ   ሺ2.21ሻ                                                                                                               ܦ

                           

Siendo  

ܦ ൌ ܴ
ᇱ ܴିଵ

ᇱ … ܴଵ
ᇱ ଵܴଶܴܣ … ܴିଵܴ                                                           ሺ2.22ሻ  

    

Si definimos  

ܴ ൌ ܴଵܴଶ … ܴିଵܴ                                                                                               ሺ2.23ሻ 

 

entonces  ܴିଵܴܣ ൌ    así queܦ

ܴܣ ൌ ܦܴ ൎ ܴ݀݅ܽ݃ሺߣଵ, ,ଶߣ … ,  ሻ                                                                   ሺ2.24ሻߣ

 

 

Si expresamos las columnas de ܴ como vectores: ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ entonces podemos 
expresar ܴ  como un vector fila de vectores columnas: 

ܴ ൌ ሾ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺሿ                                                                           ሺ2.25ሻ 

 

 

Esto nos permite escribir la relación ሺ2.24ሻ columna a columna: 

ሾܣ ଵܺ, ,ଶܺܣ … , ሿܺܣ ൎ ሾߣଵ ଵܺ, ,ଶܺଶߣ … ,  ܺሿ                                       ሺ2.26ሻߣ

 

De las relaciones ሺ2.25ሻ y ሺ2.26ሻ se deduce que ܺ, que es la ݆ െ éܽ݉݅ݏ  columna 
de ܴ, es una aproximación del vector propio correspondiente al valor propio ߣ. 

 

Descripción del Método de Jacobi  

El objetivo en cada paso del Método de Jacobi es reducir a cero dos de los  
términos simétricos que están fuera de la diagonal, digamos los que ocupan las 
posiciones ሺ, ,ݍሺ ݕ ሻݍ  ሻ. Denotemos por ܴଵ la primera matriz ortogonal que vamos
a usar, de manera que en la matriz  

ଵܦ ൌ ܴଵ
ᇱ  ଵ                                                                 ሺ2.27ሻܴܣ

 



 

Los elementos ݀  y ݀  sean cero, y donde ܴଵ es de la forma 

ܴ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 ڮ 0 ڮ 0 ڮ 0
ڭ ڭ ڭ ڭ
0 ڮ ڮ ܿ ڮ ݏ 0
ڭ ڭ ڭ ڭ
0 ڮ െڮ ݏ ڮ ܿ 0
ڭ ڭ ڭ ڭ
0 ڮ 0 ڮ 0 ڮ ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

՚  ݈݂ܽ݅

՚ ݍ ݈݂ܽ݅
                                                ሺ2.28ሻ    

    

Aquí todos los elementos de ܴଵ que están fuera de la diagonal son cero excepto: 
el que vale ݏ colocado en la fila , columna ݍ, y el que vale െݏ colocado en la fila 
 Por otro lado, todos los elementos diagonales valen 1 excepto los . columna ,ݍ
dos que valen ܿ en las posiciones  െ éܽ݉݅ݏ y ݍ െ éܽ݉݅ݏ. de la diagonal. Esta 
matriz es la matriz de una rotación plana, en la que hemos usado la notación 
ܿ ൌ ݏ y ݏܿ ൌ  .݊݁ݏ

 

Debemos verificar que la transformación ሺ2.27ሻ sólo altera los elementos de las 
filas y las columnas  െ éܽ݉݅ݏ y ݍ െ éܽ݉݅ݏ. Consideremos la multiplicación de ܣ 
por ܴଵ, o sea, el producto ܤ ൌ  .ଵܴܣ

 

ܤ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ܽଵଵ ڮ ܽଵ ڮ ܽଵ ڮ ܽଵ

ڭ ڭ ڭ ڭ
ܽଵ ڮ ܽ ڮ ܽ ڮ ܽ

ڭ ڭ ڭ ڭ
ܽଵ ڮ ܽ ڮ ܽ ڮ ܽ

ڭ ڭ ڭ ڭ
ܽଵ ڮ ܽ ڮ ܽ ڮ ܽے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 ڮ 0 ڮ 0 ڮ 0
ڭ ڭ ڭ ڭ
0 ڮ ڮ ܿ ڮ ݏ 0
ڭ ڭ ڭ ڭ
0 ڮ െڮ ݏ ڮ ܿ 0
ڭ ڭ ڭ ڭ
0 ڮ 0 ڮ 0 ڮ ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

             ሺ2.29ሻ 

Aplicando la regla de multiplicación de matrices, filas de la primera por columnas 
de la segunda, observamos que no se producen cambios en las columnas 
primeras a ሺ െ 1ሻ െ éܽ݉݅ݏ,ሺ  1ሻ െ éܽ݉݅ݏ, ሺ ݍ െ 1ሻ െ éܽ݉݅ݏ y (ݍ  1ሻ െ éܽ݉݅ݏ  y 
a  ݊ െ éܽ݉݅ݏ ; solo se alteran las columnas  െ éܽ݉݅ݏ y ݍ െ éܽ݉݅ݏ: 

 

ܾ ൌ ܽ     ܿ݀݊ܽݑ  ݉ ് ݉  ݕ  ്   ݍ
ܾ ൌ ܿ ܽ െ ݏ ܽ     ܽݎܽ ݆ ൌ 1,2, … , ݊   

ܾ ൌ ݏ ܽ  ܿ ܽ     ܽݎܽ ݆ ൌ 1,2, … , ݊
                                             ሺ2.30ሻ       

       

Un argumento parecido prueba que al multiplicar ܴଵ
ᇱ  por  solo se alteran las 

filas  െ éܽ݉݅ݏ y ݍ െ éܽ݉݅ݏ. En consecuencia, la transformación 



 

ଵܦ  ൌ ܴଵ
ᇱ  ଵ                                                                                                             ሺ2.31ሻܴܣ

 

Solo altera los elementos de las filas y las columnas  െ éܽ݉݅ݏ y ݍ െ éܽ݉݅ݏ. Los 
elementos ݀ de la matriz ܦଵ que no son iguales que los correspondientes de ܣ se 
calculan mediante las formulas 

݀ ൌ ܿ ܽ െ ݏ ܽ        ܽݎܽ      ݆ ് ݆  ݕ  ്  ݍ
݀ ൌ ݏ ܽ  ܿ ܽ      ܽݎܽ      ݆ ് ݆  ݕ  ് ݍ

݀ ൌ ܿଶܽ  ଶܽݏ െ ܽݏ2ܿ

݀ ൌ ଶܽݏ  ܿଶܽ  ܽݏ2ܿ

݀ ൌ ሺܿଶ െ ଶሻܽݏ  ሺܽݏܿ െ ܽሻ

                                                       ሺ2.32ሻ 

y los demás se hallan por simetría. 

 

Como hacer ࢊ y ࢊ iguales a cero  

El objetivo en cada paso del Método de Jacobi es reducir a cero los elementos ݀ 
y ݀ que están fuera de la diagonal. La estrategia obvia es tomar 

  

             ܿ ൌ ݏ  y ݏܿ ൌ   .ሺ2.33ሻ                                                                                       ݊݁ݏ

Siendo  el ángulo de rotación que produce el efecto deseado. Sin embargo para 
calcular este ángulo hay que realizar algunas manipulaciones ingeniosas con las 
identidades trigonométricas. Usando ሺ2.33ሻ para calcular la cotangente del ángulo 
doble obtenemos 

 

ߴ ൌ 2ݐܿ ൌ
ܿଶ െ  ଶݏ

ݏ2ܿ
                                                                           ሺ2.34ሻ 

 

Supongamos que ܽ ് 0 y deseamos obtener ݀ ൌ 0. Entonces, usando la 
última ecuación de ሺ2.32ሻ, obtenemos  

0 ൌ ሺܿଶ െ ଶሻܽݏ  ሺܽݏܿ െ ܽሻ                                                ሺ2.35ሻ 

 

Ordenando un poco los términos nos queda   ሺమି௦మሻ
ሺ௦ሻ

ൌ ሺିሻ


 que, junto con 

ሺ2.34ሻ nos permite calcular ߴ: 



 

ߴ ൌ
ሺܽ െ ܽሻ

2ܽ
                                                                               ሺ2.36ሻ 

 

Aunque podemos usar la fórmula ሺ2.36ሻ junto con las fórmulas ሺ2.33ሻ y ሺ2.34ሻ  
para calcular ܿ y ݏ, puede probarse que se propaga menos error de redondeo si 
calculamos ݊ܽݐ y usamos este valor en cálculos posteriores. Asi pues tomamos 

ݐ ൌ ݊ܽݐ ൌ ௦


                                                                                     ሺ2.37ሻ  

 

Dividiendo el numerador y el denominador de ሺ2.34ሻ   entre ܿଶ obtenemos  

ߴ ൌ
1 െ  ଶ/ܿଶݏ

ܿ/ݏ2 ൌ
1 െ ଶݐ

ݐ2  

                           

que nos da la ecuación 

ଶݐ  ߴݐ2 െ 1 ൌ 0                                                                                     ሺ2.38ሻ  

 

Puesto que ݐ ൌ  la menor de las raíces de la ecuación ሺ2.37ሻ  corresponde al ݊ܽݐ
menor ángulo de rotación que podemos tomar y que cumple ||  గ

ସ
 . La forma 

especial que tiene la ecuación de segundo grado nos permite trabajar con la 
siguiente fórmula para hallar la menor de sus raíces  

ݐ ൌ െߴ േ ሺߴଶ  1ሻଵ/ଶ ൌ
ሻߴሺ݊݃݅ݏ

|ߴ|   ሺߴଶ  1ሻଵ/ଶ                                          ሺ2.39ሻ 

 

Siendo ݊݃݅ݏሺߴሻ ൌ 1 cuando ߴ  0 y ݊݃݅ݏሺߴሻ ൌ െ1  cuando ߴ ൏ 0. Una vez hallado 
 se calculan usando las fórmulas ݏ los valores ܿ y ,ݐ

ܿ ൌ ଵ
ሺ௧మାଵሻభ/మ              y            ݏ ൌ  ሺ2.40ሻ                                                        ݐܿ

 

Resumen del paso general 

Resumimos ahora los cálculos que hay que realizar para hacer cero el elemento 
݀. En primer lugar hay que elegir la fila  de la columna ݍ de manera que 
ܽ ് 0. En segundo lugar se determinan los valores preliminares 

ߴ ൌ
ሺܽ െ ܽሻ

2ܽ
 



 

ݐ    ൌ
ሻߴሺ݊݃݅ݏ

|ߴ|   ሺߴଶ  1ሻଵ/ଶ                                                 ሺ2.41ሻ 

ܿ ൌ
1

ሺݐଶ  1ሻଵ/ଶ 

ݏ ൌ  ݐܿ

 

En tercer lugar, para construir ܦ ൌ   ଵ, se tomanܦ

݀ ൌ 0; 

݀ ൌ 0; 

݀ ൌ ܿଶܽ  ଶܽݏ െ  ܽݏ2ܿ

݀ ൌ ଶܽݏ  ܿଶܽ   ܽݏ2ܿ

                                    for  ݆ ൌ 1: ݊  

                                        if  ݆ ് ݆  ݕ  ്  ሺ2.42ሻ                                                                    ݍ

݀ ൌ ܿ ܽ െ ݏ ܽ 

݀ ൌ ݀ 

݀ ൌ ݏ ܽ  ܿ ܽ 

݀ ൌ ݀ 

 

ܾ ൌ ܽ     ܿ݀݊ܽݑ  ݉ ് ݉  ݕ  ്   ݍ
ܾ ൌ ܿ ܽ െ ݏ ܽ        

ܾ ൌ ݏ ܽ  ܿ ܽ     ܽݎܽ ݆ ൌ 1,2, … , ݊
 

 

Actualización de la matriz de los vectores propios  

Es necesario también ir calculando el producto ܴଵ, ܴଶ, … , ܴ cuando se detenga el 
algoritmo en la ݇ െ  éܽ݉݅ݏ iteración, entonces tendremos la matriz ortogonal  

ܸ ൌ ܴଵ, ܴଶ, … , ܴ                                                      ሺ2.43ሻ  

Para ir calculando estas matrices ܸ, con ݆ ൌ 1,2, … , ݇ empezamos tomando como 
matriz inicial ܸ ൌ  Usando unas variables vectoriales ܲ y ܳ para almacenar las .ܫ
columnas  െ éܽ݉݅ݏ y ݍ െ  éܽ݉݅ݏ de ܸ , respectivamente, entonces en cada paso 
se realizan las siguientes operaciones: 



 

                                     for  ݆ ൌ 1: ݊   

                                           ܲ ൌ    ;ݒ

                                           ܳ ൌ        ;ݒ

                                     end 

                                    for ݆ ൌ 1: ݊                                                                 ሺ2.44ሻ 

ݒ                                             ൌ ܿ ܲ െ  ;ܳݏ

ݒ                                              ൌ ݏ ܲ  ܿܳ;            

                                   end 

Estrategia para decidir que ࢇ se elimina  

La velocidad de convergencia del Método de Jacobi se estima mediante la suma 
de los cuadrados de los elementos que están fuera de la diagonal: 

ଵܵ ൌ  ห ܽหଶ                                                                ሺ2.45ሻ


,ୀଵ
ஷ

 

ܵଶ ൌ ∑ ห ݀หଶ
,ୀଵ
ஷ

, siendo    ܦଵ ൌ ܴᇱܴܣ                         ሺ2.46ሻ 

 

A continuación se presenta el algoritmo completo para el Método de Jacobi. 

 

ALGORITMO DEL MÉTODO DE JACOBI. 

Para aproximar un conjunto completo de pares de valores y vectores propios de  
una matriz ܣ de ݊ ݔ ݊, real y simétrica.  

 

ENTRADA  ݀݅݉݁݊݅ݏó݊ ݊; ;ܣ ݖ݅ݎݐܽ݉   .݈ݐ ܽ݅ܿ݊ܽݎ݈݁ݐ

SALIDA   ݊  ݏ݅ݎ ݏ݁ݎݐܿ݁ݒ ݕ ݏ݁ݎ݈ܽݒ ݁݀ ݏ݁ݎܽ.  

 Paso 1   ݎܽݖ݈݅ܽ݅ܿ݅݊ܫ ܸ,  .݀ܽݐݏ݁ ݎݐá݉݁ݎܽ ݈݁ ݕ ܦ

ܦ                ൌ  ;ܣ

               ܸ ൌ  ;ሺ݊ሻ݁ݕ݁

݀ܽݐݏ݁                ൌ 1;  



 

 Paso 2  ݐ݈݊݁݉݁݁ ݈݁ ݎ݈ܽݑ݈ܿܽܥ ሺ,   ݀ݑݐ݅݊݃ܽ݉ ݎݕܽ݉ ݁݊݁݅ݐ ݁ݑݍሻݍ

      .݈ܽ݊݃ܽ݅݀ ݈ܽ ݁݀ ܽݎ݁ݑ݂ á݊ݐݏ݁ ݁ݑݍ ݏ݈ ݁ݎݐ݊݁

       ሾ݉1 ሿ ൌ ݔܽ݉ ൬ܾܽݏ ቀܦ െ ݀݅ܽ݃൫݀݅ܽ݃ሺܦሻ൯ቁ൰ ;  

       ሾ݉2 ݍሿ ൌ ሺ݉1ሻ ݔܽ݉ ;  

        ൌ         ;ሻݍሺ

Paso 3 ݀ܽݐݏ݁ ݏܽݎݐ݊݁݅ܯ ൌ 4 ݏݏܽ ݏ݈ ݎ݅ݑ݃݁ݏ 1 െ 6.        

           Paso 4  ߴ ݎܽ݊݅݉ݎ݁ݐ݁ܦ, ,ݐ ܿ,  ݏ

ߴ                          ൌ ൫ሺ,ሻିሺ,ሻ൯
ଶכሺ,ሻ

; 

ݐ                          ൌ ௦ሺణሻ
ሺ௦ሺణሻା௦௧ሺణమାଵሻሻ

;  

                         ܿ ൌ ଵ
௦௧ሺ௧మାଵሻ ; 

ݏ                          ൌ ܿ כ  ;ݐ

 

          Paso 5 ݅ܿܽݖ݈݅ܽݑݐܿܣó݊ ݀݁ ݈ܽ ݉ܽݏ݅ݎ ݏ݁ݎݐܿ݁ݒ ݏ݈ ݁݀ ݖ݅ݎݐ. 

                        ܴ ൌ ሾܿ  ݏ; െݏ ܿሿ;      

,ሿݍ ሺሾܦ                         ሻ ൌ ܴ’ כ ,ሿݍ ሺሾܦ : ሻ;   

:ሺܦ                         , ሾݍ ሿሻ ൌ :ሺܦ , ሾݍ ሿሻ כ ܴ;   

                        ܸ ൌ ሺ: , ሾݍ ሿሻ ൌ ܸሺ: , ሾݍ ሿሻ כ ܴ;   

                       ሾ݉1 ሿ ൌ ݔܽ݉ ൬ܾܽݏ ቀܦ െ ݀݅ܽ݃൫݀݅ܽ݃ሺܦሻ൯ቁ൰ ;  

                           ሾ݉2 ݍሿ ൌ ሺ݉1ሻ ݔܽ݉ ;  

                        ൌ     ሻݍሺ

 

         Paso 6  ݃݁ݐܽݎݐݏܧíܽ ݁ݑݍ ݎ݅݀݅ܿ݁݀ ܽݎܽ ሺ,  .݈ܽ݊݅݉݅݁ ݁ݏ ሻݍ

ܵ݅ ሺܾܽݏሺܦሺ, ሻሻݍ ൏ ݈ݐ כ .ሻܦሺ݀݅ܽ݃ሺ݉ݑݏሺݐݎݍݏ ^2ሻ/݊ሻሻ  

݀ܽݐݏ݁                          ൌ 0. 

  

Paso 7  ࡰࡵࡸࡿ ሺ‘ݏ݅ݎ ݏ݁ݎݐܿ݁ݒ ݕ ݏ݁ݎ݈ܽݒԢሻ 



 

 .ࡾࡾࡼ              

 

En el Anexo ܰ. 7 se presenta el programa en MATLAB correspondiente al Método 
de Jacobi. 

Ejemplo 

Aplique el Método de Jacobi a la siguiente matriz  

ܣ ൌ 
4 െ1 0

െ1 3 െ1
0 െ1 2

൩  con una aproximación de 10ିଶ 

 

Solución: 

Hagamos ܣ ൌ ܦ ൌ 
4 െ1 0

െ1 3 െ1
0 െ1 2

൩       y      ܸ ൌ 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൩ 

݀ܽݐݏ݁ ൌ 1 

Encontremos el valor de ሾ݉1  ሿ  

ሾ݉1  ሿ ൌ ݔܽ݉ อ
4 െ1 0

െ1 3 െ1
0 െ1 2

൩ െ 
4 0 0
0 3 0
0 0 2

൩อ ൌ ݔܽ݉ อ
0 െ1 0

െ1 0 െ1
0 െ1 0

อ

ൌ ݔܽ݉ ൭
0 1 0
1 0 1
0 1 0

൱ 

݉1 ൌ ሾ1     1     1ሿ 

ൌ  ሾ2   1    2ሿ     

Ahora prosigamos a calcular  ሾ݉2  ݍሿ              

ሾ݉2  ݍሿ ൌ  ሺ݉1ሻݔܽ݉
݉2 ൌ 1 

ൌ ݍ 1 

 ൌ  ሻݍሺ
ൌ   2ሺ1ሻ ൌ 2 

Como ya conocemos cuanto vale  y ݍ calculemos ܽݐ݄݁ݐ 

ܽݐ݄݁ݐ ൌ ሺܦሺݍ, ሻݍ െ ,ሺܦ ሻሻ/2 כ ,ሺܦ  ሻݍ

ܽݐ݄݁ݐ ൌ
ሺ4 െ 3ሻ

2 כ ሺെ1ሻ 

ܽݐ݄݁ݐ ൌ
1

െ2
 



 

ൌ ܽݐ݄݁ݐ െ0.5000 

Como ܽݐ݄݁ݐ es menor que cero entonces ݊݃݅ݏሺܽݐ݄݁ݐሻ ൌ െ1 y con este valor 
encontremos ݐ, luego ܿ y ݏ 

ݐ  ൌ
ሻܽݐ݄݁ݐሺ݊݃݅ݏ

ሻܽݐ݄݁ݐሺݏܾܽ  ଶܽݐ݄݁ݐሺݐݎݍݏ  1ሻ 

ݐ ൌ
െ1

|െ0.5000|  ඥሺെ0.5000ሻଶ  1
 

ݐ ൌ
െ1

1.6180
 

ൌ ݐ െ0.6180 

ܿ ൌ
1

ሺሺെ0.6180ሻଶݐݎݍݏ  1ሻ 

ܿ ൌ
1

1.1756
 

ܿ ൌ 0.8507 

ݏ ൌ ܿ כ  ݐ
ݏ ൌ 0.8507 כ െ0.6180 
ݏ ൌ െ0.5257 

Ahora construyamos la matriz de ܴ sustituyendo los valores de ܿ y ݏ como se 
muestra en la ecuación siguiente. 

ܴ ൌ ሾܿ   ݏ; െݏ   ܿሿ 

ܴ ൌ ቂ0.8507 െ0.5257
0.5257 0.8507 ቃ    

,ሿݍ ሺሾܦ ሻ ൌ ܴԢ כ ,ሿݍ ሺሾܦ  ሻ

ൌ ܦ 
3.9283 െ2.4278 0.5257
1.2523 2.0262 െ0.8507

0 െ1.0000 2.0000
൩ 

:ሺܦ , ሾݍ ሿሻ ൌ :ሺܦ , ሾݍ ሿሻ כ ܴ 

ൌ ܦ 
4.6180 0 0.5257

െ0.0000 2.3820 െ0.8507
0.5257 െ0.8507 2.0000

൩     

ܸሺ: , ሾݍ ሿሻ ൌ ܸሺ: , ሾݍ ሿሻ כ ܴ 

ܸ ൌ 
0.8507 0.5257 0

െ0.5257 0.8507 0
0 0 1.0000

൩ 

ሿ 1݉] ൌ ܦሺݏሺܾܽݔܽ݉ െ ݀݅ܽ݃ሺ݀݅ܽ݃ሺܦሻሻሻሻ 



 

݉1 ൌ  0.8507 

ൌ  3     

ሿݍ 2݉] ൌ  ሺ݉1ሻݔܽ݉

݉2 ൌ 0.8507 

ൌ ݍ 2 

 ൌ  ሻݍሺ

ൌ  3 

Si ሺܾܽݏሺܦሺ, ሻሻݍ ൏ 0.01 כ .ሻܦሺ݀݅ܽ݃ሺ݉ݑݏሺݐݎݍݏ ^2ሻ/3ሻ 

݀ܽݐݏ݁ ൌ 0 

ܦ ൌ ݀݅ܽ݃ሺ݀݅ܽ݃ሺܦሻሻ 

ൌ ܦ 
4.1680 0 0

0 2.3820 0
0 0 2.0000

൩ 

Con una aproximación de 10  

Los valores propios son: 

݈ሺ1ሻ ൌ 4.1680  
݈ሺ2ሻ ൌ 2.3820 
݈ሺ3ሻ ൌ 2.0000  

Los vectores propios son: 

ሺ1ሻݒ ൌ ሺ0.8507  0.5257  0ሻ 
ሺ2ሻݒ ൌ ሺെ0.5257  0.8507  0ሻ 
ሺ3ሻݒ ൌ ሺ0   0   1ሻ 

La corrida correspondiente del programa del Método de Jacobi, se da a 
continuación con una tolerancia de 10ିଶ. 

Los valores propios son  

 ݈ሺ1ሻ ൌ 4.732048  
 ݈ሺ2ሻ ൌ 2.999996  
 ݈ሺ3ሻ ൌ 1.267956  

 Los vectores propios son   

ሺ1ሻݒ ൌ ሺ0.789401  െ 0.576443  0.211093ሻ 
ሺ2ሻݒ ൌ ሺ0.576107  0.576896  െ 0.579044ሻ 

ሺ3ሻݒ  ൌ ሺ0.212007  0.578710  0.787495ሻ 

 



 

CAPITULO 3: APLICACIONES 

3.1 INTRODUCCIÓN 

El propósito de este capítulo es el hacer uso de los diferentes Métodos de 
Aproximación de valores y vectores propios de una matriz Cuadrada estudiados 
en el Capítulo dos, en la solución de problemas aplicados en la Matemática, 
Física, Ingeniería, Estadística y otras ciencias. A continuación se trataran seis 
casos. 
 

3.2 CASO 1: CADENAS DE MARKOV 

Se denomina cadena finita de Markov a un proceso estocástico consistente en una 
sucesión de pruebas cuyos resultados ଵܺ, ܺଶ, . .. satisfacen las dos propiedades 
siguientes: 

 

1. Cada resultado pertenece a un conjunto finito de estados ሼ ଵܵ, ܵଶ, ܵଷ, … , ܵሽ  
llamado espacio de estados del sistema; si el resultado de la ݊ െ éܽ݉݅ݏ 
prueba es ܵ decimos que el sistema está en el estado ܵ en la vez ݊ o en el 
paso ݊ െ é݉݅ݏ. 
 

2. El resultado de una prueba depende sólo del resultado de la prueba 
inmediatamente precedente y no de cualquier otro resultado previo; con 
cada par de estados ൫ ܵ, ܵ൯ se establece la probabilidad  de que 

ܵ  suceda inmediatamente después de que suceda ܵ. Los números   
llamados probabilidades de transición pueden ordenarse en una matriz: 

 
 

ܲ ൌ ൦

ଵଵ ଵଶ … ଵ
ଶଵ ଶଶ … ଶ
… … … …

ଵ ଶ … 

൪ 

llamada matriz de transición, que se considera que permanece igual a 
través del tiempo. 

 

El vector de probabilidad que representa la situación inicial se denomina vector de 
estado inicial:  . Si se multiplica por la matriz ܲ se obtiene el vector ଵ  que 
representa la situación en el momento o paso 1.  Al multiplicar nuevamente por la 
matriz ܲ  se obtiene el vector ଶ que refleja la situación en el momento o paso 2 y 
así sucesivamente.  Como: 

 



 

ଵ ൌ ,ܲ ଶܲ ൌ ଵܲ ൌ ܲܲ ൌ ,ܲଶ ଷ ൌ ଶܲ ൌ ܲଶܲ  ൌ   ܲଷ  es ൌ  ܲde
modo que se puede obtener el vector de estado en un momento o paso cualquiera  
݊  multiplicando el vector de estado inicial por la potencia ݊ െ éܽ݉݅ݏ de la matriz ܲ. 

 

Si existe un vector estacionario, o vector de tendencia, es decir, que se mantenga 
en el tiempo, debe cumplir la condición: ܲݐ ൌ  Este vector es independiente del .ݐ
vector de estado inicial .  La matriz estacionaria surge como lim՜ஶ ܲ  siendo 
cada una de sus filas el vector estacionario ݐ. 

 

Recordemos que las matrices positivas (las que tienen todos sus elementos 
positivos). Estas matrices según el Teorema de Perrón, poseen un valor propio 
real positivo, cuyo módulo es mayor que el módulo de los otros, que pueden ser 

reales o complejos y este valor propio dominante λ es único.  Además, el vector 
propio asociado, formado por elementos positivos y normalizados es único. 

 

 

Una matriz es recíproca si ݅, ݆ א ሼ1,2, … , ݊ሽ es 

݉ ൌ 1; ݉ ൌ ଵ
ೕ

;  ݉ א Թ
ା                                                          ሺܽሻ 

 



 

 

Una matriz es consistente o coherente si ݅, ݆, ݇ א ሼ1,2, … , ݊ሽ   

݉ െ ݉ ൌ ݉                                                                        ሺܾሻ 

 

de donde es recíproca y coherente la matriz: 

 

ܯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ 1

ଵߤ

ଶߤ

ଵߤ

ଷߤ
ଶߤ

ଵߤ
1

ଶߤ

ଷߤ
ଷߤ

ଵߤ

ଷߤ

ଶߤ
1 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 

Estas matrices tienen una propiedad importante: toda fila (respectivamente toda 
columna) es igual a cualquier otra fila (respectivamente otra columna) multiplicada 
por un coeficiente de modo que su rango resulta ser 1.  Como se sabe que la traza 
de una matriz cuadrada es igual a la suma de todos sus valores propios, es decir: 

∑ λ

ୀଵ ൌ  .ሻܣሺݎܶ



 

En una matriz reciproca y coherente la traza es igual a ݊ de modo que la suma de 
sus valores propios debe ser ݊.  Si el rango es 1 hay una sola raíz distinta de cero 
y vale ݊, que es la raíz maximal. 

Ahora bien, cuando el conocimiento del entorno es impreciso, como ocurre con 
muchas decisiones en un ambiente de incertidumbre, el modelo debe incluir la 
noción de nivel de presunción, y en lugar de una ley de probabilidad se deben 
tomar leyes de posibilidad, lo que da lugar a la necesidad de utilizar técnicas 
operativas distintas, teniendo en cuenta el ambiente incierto en que se desarrollan. 

 

No obstante, existe un gran paralelismo entre la teoría de probabilidades y la de 
posibilidades.  En la primera, el axioma fundamental es la aditividad en la medida, 
en la segunda el axioma fundamental es la monotonía en la inclusión para toda 
valuación.  

 

El encadenamiento markoviano se realiza a través de operadores asociados 
suma-producto, mientras que en la incertidumbre se lleva a cabo mediante 
operadores asociados máximo-mínimo. 

 

Consideremos un referencial finito ܧ ൌ ሼݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ … ,  ሽ   y un subconjunto borrosoݔ
del referencial ݓ ൌ ሾߤଵ, ,ଶߤ … ,    .ሿߤ

 

A partir de ݓ  construimos la matriz recíproca y coherente ܯ para la cual se da que 

ܯ כ ݓ ൌ ݓ݊ ௧ 

donde ݊ es el orden de la matriz ܯ. 

 



 

Ahora bien, si λଵes el valor propio de una matriz cuadrada recíproca (no 
coherente) de orden ݊ podemos definir un indicador de coherencia tal que 

ܫ ൌ
λଵ

݊
 



 

•  Si el λଵ está próximo a ݊ se puede admitir que la matriz es casi coherente. 

•  Si  λଵ está muy alejado de ݊ se deberán reajustar los elementos de la 
matriz. 

•  Si la matriz recíproca es coherente resulta ser ܯሾߤሿ் ൌ ݊ሾߤሿ்   



 

•  Si la matriz recíproca no es coherente se tendrá que ܯሾߤ
ᇱሿ் ൌ λଵሾߤ

ᇱሿ். 
Entonces se aceptará ߤ

ᇱ si el indicador de coherencia definido ܫ es 
suficientemente pequeño. 

 

Luego se normalizará ሾߤ
ᇱሿ  en el sentido que se da a esta palabra en la teoría de 

los conjuntos borrosos, es decir:  

 

ߤ                                   
ᇱᇱ ൌ ఓ

ᇲ

ெ ఓ
ᇲ                                                             ሺܿሻ   

                         

o bien, si se quiere obtener una ponderación (semejante a probabilidad):  

ߤ
ᇱᇱᇱ ఓ

ᇲ

∑ ఓ
ᇲ

సభ 
                                                                     ሺ݀ሻ 

Ejemplo: Selección de un candidato a presidente 

Se trata de la selección de un candidato a Presidente.  Consideraremos para ello 
tres criterios relevantes para evaluar las políticas de elección: 

1) sentido de la Ética, 
2) carrera política, 
3) estudios académicos. 



 

Se hace notar que para las valuaciones (no medidas) se ha utilizado el operador 
comparación válido en el ámbito de la subjetividad. 

Para estos criterios construiremos una matriz recíproca estableciendo la siguiente 
valuación, que surge de la consulta a 15 expertos: 

 el criterio ሺ1ሻ vale 4 veces el criterio ሺ2ሻ 
 el criterio ሺ1ሻ vale 3 veces el criterio ሺ3ሻ 

Teniendo en cuenta las propiedades indicadas en (a) resulta: 

                                                          ሺ1ሻ ሺ2ሻ ሺ3ሻ 

ሺ1ሻ
ሺ2ሻ
ሺ3ሻ

       
1 4 3

1/4 1 4/3
1/3 3/4 1

൩ 

Esta matriz es recíproca. Calculemos el valor y vector propio correspondiente a 
esta Matriz con una aproximación inicial ሾ1 1 1ሿԢ  

 

Solución: 

A continuación se presenta la solución correspondiente a la matriz anterior  con 
una aproximación  de 10ିଶ, esta solución  la encontramos aplicando el Programa 
en MATLAB del Método de La Potencia, aquí determinamos el valor propio mas 
dominante y su vector propio asociado. 

  ࢘࢘࢘ࢋ                ࢛                                              ࢞ ࢚࢘ࢉࢋ࢜                               
1 ሺ1.000000, 0.322917, 0.260417ሻ      8.000000   0.739583  
2 ሺ1.000000, 0.299435, 0.272034ሻ      3.072917   0.023482  
3 ሺ1.000000, 0.302653, 0.275377ሻ      3.013842   0.003343  
4 ሺ1.000000, 0.302898, 0.275196ሻ      3.036742   0.000245  

El valor propio es ݑ ൌ 3.036742   

El vector propio es ݔ ൌ ሺ1.000000, 0.302898, 0.275196ሻ 
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Con esta corrida se observa la estabilización del vector propio para un  

ଵߣ  ൌ 3.03  (Valor propio dominante) y el vector propio 
1

0.30
0.275

൩  con un error de  

0.000245. 

3.3 Caso 2: SISTEMAS  LINEALES HOMOGÉNEOS DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES. 

Forma matricial de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales: 

Si ܺ,  ሻ denotan, respectivamente, las matricesݐሺܨ ݕ ሻݐሺܣ

ܺ ൌ ൮

ሻݐଵሺݔ
ሻݐଶሺݔ

ڭ
ሻݐሺݔ

൲ 

ሻݐሺܣ ൌ ൮

ܽଵଵሺݐሻ ܽଵଶሺݐሻ ڮ ܽଵሺݐሻ
ܽଶଵሺݐሻ ܽଶଶሺݐሻ ڮ ܽଶሺݐሻ

ڭ ڭ
ܽଵሺݐሻ ܽଶሺݐሻ ڮ ܽሺݐሻ

൲,                   ܨሺݐሻ ൌ ൮
ଵ݂ሺݐሻ
ଶ݂ሺݐሻ

ڭ
݂ሺݐሻ

൲ 

entonces el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden  

ଵݔ݀

ݐ݀ ൌ ܽଵଵሺݐሻݔଵ  ܽଵଶሺݐሻݔଶ  ڮ  ܽଵሺݐሻݔ  ଵ݂ሺݐሻ 

 ௗ௫మ
ௗ௧

ൌ ܽଶଵሺݐሻݔଵ  ܽଶଶሺݐሻݔଶ  ڮ  ܽଶሺݐሻݔ  ଶ݂ሺݐ)                                                      ሺ3.1ሻ 

 ڭ

ଵݔ݀

ݐ݀
ൌ ܽଵሺݐሻݔଵ  ܽଶሺݐሻݔଶ  ڮ  ܽሺݐሻݔ  ݂ሺݐሻ 

puede ser escrito como: 

݀
ݐ݀ ൮

ଵݔ
ଶݔ
ڭ

ݔ

൲ ൌ ൮

ܽଵଵሺݐሻ ܽଵଶሺݐሻ ڮ ܽଵሺݐሻ
ܽଶଵሺݐሻ ܽଶଶሺݐሻ ڮ ܽଶሺݐሻ

ڭ ڭ
ܽଵሺݐሻ ܽଶሺݐሻ ڮ ܽሺݐሻ

൲ ൮

ଵݔ
ଶݔ
ڭ

ݔ

൲  ൮
ଵ݂ሺݐሻ
ଶ݂ሺݐሻ

ڭ
݂ሺݐሻ

൲ 

o simplemente,  

ௗ௫
ௗ௧

ൌ ݔሻݐሺܣ   ሻ                                                                                            ሺ3.2ሻݐሺܨ

si el sistema es homogéneo ሺ3.2ሻ se convierte en  
ௗ௫
ௗ௧

ൌ  ሺ3.3ሻ                                                                                                                                 ݔሻݐሺܣ



 

Las ecuaciones ሺ3.2ሻ  y ሺ3.3ሻtambién se escriben como ݔᇱ ൌ ݔܣ  ᇱݔ   y    ܨ ൌ  ݔܣ
respectivamente. 

La solución general del sistema homogéneo  

ݔ݀
ݐ݀ ൌ ݔ   ݕ3
ݔ݀
ݐ݀ ൌ ݔ5   ݕ3

es 

ܺ ൌ ܿଵ ቀ 1
െ1ቁ ݁ିଶ௧  ܿଶ ቀ3

5ቁ ݁௧  

 

Puesto que ambos vectores tienen la forma básica 

ܺ ൌ ൬݇ଵ
݇ଶ

൰ ݁ఒሺ௧ሻ                   ݅ ൌ 1,2, … 

݇ଵ y ݇ଶ son constantes, esto nos induce a preguntar si siempre es posible 
encontrar una solución de la forma 

ܺ ൌ ൮

݇ଵ
݇ଶ
ڭ

݇

൲ ݁ఒሺ௧ሻ ൌ ݇݁ఒሺ௧ሻ                                       ݅ ൌ 1,2, …                     ሺ3.4ሻ 

Para el sistema lineal homogéneo de primer orden dado en la forma general  

ᇱݔ ൌ  ሺ3.5ሻ                                                                   ݔܣ

donde ܣ es una matriz de constantes de ݊ ݔ ݊. 

Teorema 3.1  

Sean ߣଵ, ,ଶߣ … ,  de los ܣ  ݊ valores propios reales distintos de la matrizߣ
coeficientes del sistema lineal homogéneos ሺ3.5ሻ y sean ݇ଵ, ݇ଶ, … , ݇ los 
correspondientes vectores propios. Entonces la solución general de ሺ3.5ሻ en el 
intervalo  െ∞ ൏ ݐ ൏ ∞ esta dada por ܺ ൌ ܿଵ݇ଵ݁ఒ1ݐ  ܿଶ݇ଶ݁ఒ2ݐ   …  ܿ݇݁ఒ݊ݐ   

 

Sea el sistema lineal homogéneo ݔᇱሺݐሻ ൌ  ሻݐሺܣ ሻ siendo la matriz cuadradaݐሺݔሻݐሺܣ
de orden ݊  se tiene que siempre existe la solución trivial ݔሺݐሻ ൌ 0. 



 

 

Consideremos a ߔሺݐሻ, una matriz fundamental del sistema lineal homogéneo, la 
solución general del sistema lineal homogéneo es  ݔሺݐሻ ൌ  ሻ݇, donde ݇ es unaݐሺߔ
matriz columna de constantes reales arbitraria. 

 

Si la matriz ܣ tiene ݊ valores propios distintos, entonces tiene ݊  vectores propios 
independientes. En ese caso, la solución general del correspondiente sistema 
lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales puede escribirse como una 
combinación lineal: 

ܺ ൌ ܿଵ݁ఒభ௧
ଵܸ  ܿଶ݁ఒమ௧

ଶܸ   …  ܿ݁ఒ௧
ܸ 

Ejemplo  

El sistema lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales  

൜ ଵݔ
ᇱ ሺݐሻ ൌ ሻݐଵሺݔ  ሻݐଶሺݔ

ଶݔ
ᇱ ሺݐሻ ൌ െ2ݔଵሺݐሻ   ሻݐଶሺݔ4

Puede escribirse de forma matricial como  

ܺᇱሺݐሻ ൌ 
ଵݔ

ᇱ ሺݐሻ
ଶݔ

ᇱ ሺݐሻ൨ ൌ ቂ 1 1
െ2 4ቃ ݔଵሺݐሻ

ሻ൨ݐଶሺݔ ൌ  ሻݐሺܺܣ

Compruebe que ሺ2, ሾ1  1ሿ’ሻ y ሺ3, ሾ1  2ሿ’ሻ son parejas de valor propio- vector propio 
de la matriz ܣ. 

 
Solución: 
 
A continuación se presenta la solución correspondiente a la matriz anterior  con 
una aproximación  de 10ିଶ, esta solución  la encontramos aplicando el programa 
en MATLAB del Método de la Potencia Simétrica descrito en el Anexo ܰ3 , aquí 
probamos que 2 y 3 son parejas de valores y vectores propios dada una 
aproximación inicial. 
 
  
Potenciasimetrica 
Introduzca la dimension de la matriz ݊: 2 
Introduzca la matriz ܣ: ሾ1 1; െ2 4ሿ 
Introduzca el vector ݔ: ሾ1 1ሿԢ 
Introduzca la tolerancia 0.001 :݈ݐ 
Introduzca el número máximo de iteraciones ݉: 20 
 
  ࢘࢘࢘ࢋ               ࢛                     ࢞ ࢚࢘ࢉࢋ࢜                 



 

1 ሺ0.707107, 0.707107ሻ  2.000000   0.000000  
 

El valor propio es ݑ ൌ 2.000000  
El vector propio es ݔ ൌ ሺ0.707107, 0.707107ሻ 
 
 
Potenciasimetrica 
Introduzca la dimension de la matriz ݊: 2 
Introduzca la matriz ܣ: ሾ1  1; െ2 4ሿ 
Introduzca el vector ݔ: ሾ1  2ሿԢ 
Introduzca la tolerancia 0.001 :݈ݐ 
Introduzca el número máximo de iteraciones ݉: 20 

 
 ࢘࢘࢘ࢋ            ࢛                      ࢞ ࢚࢘ࢉࢋ࢜               
1 ሺ0.447214, 0.894427ሻ  3.000000   0.000000  

 
El valor propio es ݑ ൌ 3.000000  
El vector propio es ݔ ൌ ሺ0.447214, 0.894427ሻ 
 
 
 
3.4 CASO 3: POBLACIÓN DE ESPECIES 

Ejemplo  

Supongamos que una especie de escarabajos tiene vida media de 4 años, que 
una hembra en su primer año tiene una razón de supervivencia de  ½, en el 
segundo año una razón de supervivencia de  ¼, en su tercer año una razón de 
supervivencia de 1/8. Supongamos además que 1 hembra procrea, en 
promedio, 2 hembras nuevas en el tercer año y 4 hembras nuevas en el cuarto 
año. La matriz que describe la contribución de 1 hembra en un año a la población 
hembra en el año siguiente es: 

ܣ ൌ ൦

0 0 2 4
1/2 0 0 0

0 1/4 0 0
0 0 1/8 0

൪ 

Donde, como antes, el elemento en el ݅ െ é݉݅ݏ renglón y en la ݆ െ éܽ݉݅ݏ  
columna denota la contribución probabilística que hace una hembra de edad ݆ en 
la población hembra ݅ en el próximo año. 

a) Use el Método de la Potencia para determinar el valor propio dominante 
de esta matriz y su vector propio asociado con una aproximación inicial 
de ሾ1 1 1 1ሿ’ 
 
 

Solucion: 



 

 
A continuación se presenta la solución correspondiente a la matriz anterior  con 
una aproximación  de 10ିଶ, esta solución  la encontramos aplicando el programa 
en MATLAB del Método de La Potencia, aquí determinamos el valor propio mas 
dominante y su vector propio asociado. 

 
  ࢘࢘࢘ࢋ                 ࢛                                                        ࢞ ࢚࢘ࢉࢋ࢜                                              

1 ሺ1.000000, 0.083333, 0.041667, 0.020833ሻ  6.000000   0.979167  
2 ሺ0.333333, 1.000000, 0.041667, 0.010417ሻ  0.166667   0.916667  
3 ሺ0.500000, 0.666667, 1.000000, 0.020833ሻ  0.166667   0.958333  
             ڭ                   ڭ                                                               ڭ                                                       ڭ 
41 ሺ1.000000, 0.726325, 0.259882, 0.045823ሻ  0.688398   0.010716  
42 ሺ1.000000, 0.711183, 0.258275, 0.046206ሻ  0.703054   0.015142  
43 ሺ1.000000, 0.712887, 0.253497, 0.046030ሻ  0.701373   0.004778  

 
El valor propio es ݈ ൌ 0.701373 
El vector propio es ݔ ൌ ሺ1.000000, 0.712887, 0.253497, 0.046030ሻ 
 
 
3.5 CASO 4: SISTEMAS DINÁMICOS LINEALES ESTABLES  

Un sistema dinámico es un sistema complejo que presenta un cambio o evolución 
de su estado en un tiempo, el comportamiento en dicho estado se puede 
caracterizar determinando los límites del sistema, los elementos y sus relaciones; 
de esta forma se puede elaborar modelos que buscan representar la estructura del 
mismo sistema. 

 

Al definir los límites del sistema se hace, en primer lugar, una selección de 
aquellos componentes que contribuyan a generar los modos de comportamiento, y 
luego se determina el espacio donde se llevará a cabo el estudio, omitiendo toda 
clase de aspectos irrelevantes. 

 

En cuanto a la elaboración de los modelos, los elementos y sus relaciones, se 
debe tener en cuenta: 

1. Un sistema está formado por un conjunto de elementos en interacción. 

  

2. El comportamiento del sistema se puede mostrar a través de diagramas 
causales.  

 



 

3. Hay varios tipos de variables: variables exógenas (son aquellas que afectan 
al sistema sin que éste las provoque) y las variables endógenas (afectan al 
sistema pero éste sí las provoca).  

 

Un sistema dinámico lineal también puede representarse por las ecuaciones: 
ௗೣ
ௗ

ൌ ሻݐሺݔሻݐሺܣ  ሻݐሺݕ  ሻݐሺݑሻݐሺܤ ൌ ሻݐሺݔሻݐሺܥ  ሻݐሺݑሻݐሺܦ  es una matriz ܣ dondeڮ
variable de ݊ ܤ ,݊ ݔ  es una matriz variable de ݊ ܥ ,ݎ ݔ es una matriz variable de 
݊ es un vector variable ݔ ,ݎ ݔ ݉ es una matriz variable de  ܦ ,݊ ݔ ݉ െ  ,݈ܽ݊݅ݏ݊݁݉݅݀
݉ es un vector variable ݕ െ  es un vector variable ݑ y  ݈ܽ݊݅ݏ݊݁݉݅݀
ݎ െ  Para que el sistema sea estable todos los valores propios de la . ݈ܽ݊݅ݏ݊݁݉݅݀
matriz ܣ deben tener una parte real no positiva para toda ݐ. 

 

Ejemplo: 

Consideremos un sistema dinámico lineal donde ܣሺݐሻ ൌ 
െ1 2 0

െ2.5 െ7 4
0 0 െ5

൩ ¿Es el 

sistema estable? 

 

Solución: 

A continuación se presenta la solución correspondiente a la matriz anterior  con 
una aproximación  de 10ିଶ, esta solución  la encontramos aplicando el Programa 
en MATLAB del Método de La Potencia Inversa. 

Potenciainversa 

Introduzca la dimension de la matriz ݊: 3 

Introduzca la matriz ܣ: ሾെ1   2   0; െ2.5  െ 7   4; 0   0  െ 5ሿ 

Introduzca el vector ݔ: ሾ1 0 0ሿԢ 

Introduzca la tolerancia 0.01 :݈ݐ 

Introduzca el número máximo de iteraciones ݉:   50 

  ࢘࢘࢘ࢋ              ࢛                                                ࢞ ࢚࢘ࢉࢋ࢜                                  
1 ሺ1.000000, െ0.416667, 0.000000ሻ   െ 1.833333   0.416667  
2 ሺ1.000000, െ0.483871, 0.000000ሻ   െ 1.967742   0.067204  
3 ሺ1.000000, െ0.496795, 0.000000ሻ   െ 1.993590   0.012924  
4 ሺ1.000000, െ0.499360, 0.000000ሻ   െ 1.998720   0.002565  

El valor propio dominante es  െ1.998720  



 

El vector propio asociado es ݔ ൌ ሺ1.000000, െ0.499360, 0.000000ሻ 

 

3.6 CASO 5: VIBRACIONES LONGITUDINALES DE UNA BARRA ELÀSTICA  

Las vibraciones longitudinales de una barra elástica de rigidez ሺݔሻ  y densidad 
  ሻ locale se describen mediante la ecuación diferencial parcialݔሺߩ

ሻݔሺߩ
߲ଶݒ
ଶݐ߲ ሺݔ, ሻݐ ൌ

߲
ݔ߲ ሺݔሻ

ݔ߲
ݔ߲

ሺݔ,  ሻ൨ݐ

donde ݒሺݔ,  ሻ es el desplazamiento promedio longitudinal de una sección de laݐ
barra, desde su posición de equilibrio ݔ en el tiempo ݐ. Podemos escribir las 
vibraciones como una suma de vibraciones armónicas simples:  

,ݔሺݒ ሻݐ ൌ  ܿݑሺݔሻܿݏඥߣ

ஶ

ୀ

 ሺݐ െ  ሻݐ

donde 

݀
ݔ݀ ሺݔሻ

ݑ݀

ݔ݀
ሺݔሻ൨  ሻݔሺݑሻݔሺߩߣ ൌ 0 

 

Si la barra tiene una longitud ݈ y está fija en sus extremos, entonces esta ecuación 
diferencial es válida para 0 ൏ ൏ ݔ  ݈ y ݒሺ0ሻ ൌ ሺ݈ሻݒ ൌ 0. Un sistema con estas 
ecuaciones diferenciales se denomina sistema de Sturm-Liouville, y los números 
 .ሻݔሺݑ  son valores propios con las correspondientes funciones propiasߣ

 

Supongamos que la barra tiene 1 ݉ de longitud, una rigidez uniforme  ሺݔሻ ൌ  y 
una densidad también uniforme ߩሺݔሻ ൌ ݄ sea ,ߣ y ݑ Para apróximar .ߩ  ൌ 0.2, 
entonces ݔ ൌ 0.2݆, para 0  ݆  5, y podemos aplicar la siguiente fórmula de 

diferencia centrada ݂ᇱሺݔሻ ൌ ଵ
ଶ

ሾ݂ሺݔ  ݄ሻ െ ݂ሺݔ  ݄ሻሿ െ మ


݂ଷሺߦଵሻpara aproximar  

las primeras derivadas. Estos nos dan el sistema lineal  

ݓܣ ൌ ൦

2 െ1 0 0
െ1 2 െ1 0
0 െ1 2 െ1
0 0 െ1 2

൪ ൦

ଵݓ
ଶݓ
ଷݓ
ସݓ

൪ ൌ െ0.04 ఘ


ߣ  ൦

ଵݓ
ଶݓ
ଷݓ
ସݓ

൪ ൌ െ0.04 ఘ


  ݓߣ 

Calcular los cuatro valores propios de la matriz 

ܣ ൌ ൦

2 െ1 0 0
െ1 2 െ1 0
0 െ1 2 െ1
0 0 െ1 2

൪ 



 

con una exactitud de 10ିହ aplicando el algoritmo ܴܳ. 

Solución: 

A continuación se presentan los 4 valores propios correspondientes a la matriz 
anterior  con una exactitud de 10ିହ, estos valores los encontramos aplicando el 
programa en MATLAB del Método ܴܳ  

El valor propio es ݈ ൌ 1.381966 

El valor propio es ݈ ൌ 0.381966 

El valor propio es ݈1 ൌ 3.618034  

El valor propio es ݈2 ൌ 2.618034  

3.7 CASO 6: Crecimiento de una población aplicando el modelo Matricial de 
Leslie. 

El modelo de Leslie describe el crecimiento de la parte femenina de una población, 
humana o animal, clasificando a las hembras por edades en clases o intervalos de 
igual número de años. Suponga que la edad máxima alcanzada por una hembra 
cualquiera de la población es ܮ años y que la población se divide en ݊ clases de 
edades. Con la siguiente tabla se identifican la clase y los intervalos 
correspondientes. 

 

݁݀ ݁ݏ݈ܽܥ ݈ܽݒݎ݁ݐ݊ܫ ݏ݁݀ܽ݀݁ ݀݁  ݏ݁݀ܽ݀݁

1

2

3 

 ڭ

݊ െ 1 

݊ 

ሾ0, ܮ ݊⁄ ሿ 

ሾܮ ݊, ܮ2 ݊⁄⁄ ሿ 

ሾ2ܮ ݊, ܮ3 ݊⁄⁄ ሿ 

 ڭ

ሾሺ݊ െ 2ሻܮ ݊, ሺ݊ െ 1ሻܮ ݊⁄⁄ ሿ 

ሾሺ݊ െ 1ሻܮ ݊⁄ , ܮ ሿ 

        

Construyamos el vector inicial  de edades de la siguiente manera  

ሺሻݔ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ଵݔۍ

ሺሻ

ଶݔ
ሺሻ

ڭ
ݔ

ሺሻے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 



 

A medida que transcurre el tiempo y debido a los procesos biológicos (nacimiento, 
envejecimiento y muerte), cambia el numero de hembras que hay en cada una de 
las ݊ clases. 

 

La forma mas fácil de estudiar el proceso de envejecimiento consiste en hacer 
observaciones discretas de la población en tiempos discretos ሺݐ, ,ଵݐ ,ଶݐ …  ሻ. Esteݐ
modelo requiere que la duración entre dos tiempos sucesivos de observación sea 
igual a la duración de los intervalos de edad. 

ݐ ൌ 0
ଵݐ    ൌ ݊/ܮ

ଶݐ      ൌ ݊/ܮ2
ڭ

ݐ     ൌ ݊/ܮ݇
ڭ

 

La matriz de Leslie es la siguiente: 

ܮ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ܽଵ ܽଶ ܽଷ ڮ ܽିଵ ܽ
ܾଵ 0 0 ڮ 0 0
0 ܾଶ 0 ڮ 0 0
ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ
0 0 0 ڮ 0 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

 

De la ecuación se tiene que  

ሺଵሻݔ ൌ  ሺሻݔܮ

ሺଶሻݔ               ൌ ሺଵሻݔܮ ൌ  ሺሻݔଶܮ

ሺଷሻݔ               ൌ ሺଶሻݔܮ ൌ  ሺሻݔଷܮ

 ڭ

ሺሻݔ                   ൌ ሺିଵሻݔܮ ൌ  ሺሻݔܮ

Así si la distribución inicial de las edades, ݔሺሻ, y la matriz de Lesli, ܮ son 
conocidas, se puede determinar de la distribución de las edades de las hembras 
en cualquier tiempo futuro. 

 

Comportamiento en el Límite. 

 Los valores propios de ܮ son las raíces del polinomio propio correspondiente. 

El polinomio propio es ሺߣሻ ൌ ܫߣ| െ  |ܮ

ሻߣሺݍ                                      ൌ 1  para  ߣ ് 0 



 

 

Como ningún valor de ܽ o ܾ es negativo,  ݍሺߣሻ decrece en forma monótoma para 
los valores de ߣ mayores que cero. Ademas,  ݍሺߣሻ tiene una asíntota vertical en 
ߣ ൌ 0 y tiende a cero cuando ߣ ՜ ∞. 

 

Una matriz de Leslie tiene un valor positivo único. Además ߣଵ  es simple y tiene 
multiplicidad uno. 

ଵݔܮ ൌ ଵݔ    ଵ     esݔଵߣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

1
ܾଵ/ߣଵ

ܾଵܾଶ/ߣଵ
ଶ

ܾଵܾଶܾଷ/ߣଵ
ଷ

ܾଵܾଶܾଷ/ߣଵ
ଷ

ڭ
ܾଵܾଶ ڮ ܾିଵ/ߣଵ

ିଵے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 

Teorema 3.2 

Una matriz de Leslie ܮ, tiene un valor positivo único ߣଵ. Este valor propio es simple 
y tiene un vector ݔଵ cuyas entradas son positivas. 

 

Teorema 3.3 

Si  ߣଵ es el valor único positivo  de una matriz de Lesli ܮ y si ߣ es cualquier otro 
valor propio  real o completo de ܮ, entonces,  |ߣ|   .ଵߣ

Teorema 3.4 

Si dos entradas sucesivas ܽ y  ܽାଵ, de la primera fila de una matriz de Lesli ܮ, 
son diferentes de cero, el valor positivo de ܮ es estrictamente dominante. 

 

Se presentan tres casos que dependen dl valor positivo  ߣଵ: 

ሺ݅ሻ   La población finalmente crece si ߣଵ  1. Esta determina una población de 
crecimiento cero. 

ሺ݅݅ሻ  La población finalmente decrece si ߣଵ ൏ 1 

ሺ݅݅݅ሻ La población se estabiliza si  ߣଵ ൌ 1 

 



 

ܴ ൌ ܽଵ  ܽଶܾଵ  ܽଷܾଵܾଶ  ڮ  ܾܽଵܾଶ ڮ ܾିଵ es la tasa neta de reproducción de la 
población. 

 

Ejemplo 1  

Suponga que una población animal  es dividida en dos clases de edades y que su 
matriz de Leslie es 

ܮ ൌ  1 3/2
1/2 0 ൨ 

a) Calcular los valores propios  y los vectores propios  correspondientes a la 
matriz anterior.  

Solución: 

La solución se realizó con una tolerancia de  0.5 usando el programa en 
MATLAB del Método de Jacobi.  

 Los valores propios son:  

 ݈ሺ1ሻ ൌ 1.617437  
 ݈ሺ2ሻ ൌ െ0.617437  

      Los vectores propios son:  

ሺ1ሻݒ  ൌ ሺ0.859126  0.511765ሻ 

ሺ2ሻݒ  ൌ ሺെ0.511765  0.859126ሻ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

CONCLUSIONES 
 La solución de un número considerable de problemas de Mecánica,       

Física, Química y otras ciencias requieren obtener uno o todos los valores   
propios de ciertas matrices, y a veces también los vectores propios 
asociados. 

 
 Existen diversas técnicas numéricas que aproximan los valores y vectores 

propios de una matriz cuadrada de acuerdo a ciertas condiciones iniciales. 
En este trabajo se analizaron siete métodos de aproximación de valores y 
vectores propios de una matriz cuadrada. 

 
 Se puede utilizar el Método de la Potencia para calcular el valor propio 

dominante y el vector propio asociado de una matriz cuadrada arbitraria ܣ. 
Si la matriz ܣ es simétrica el Método de la Potencia Simétrica da  una 
convergencia más rápida al valor propio dominante y el vector propio 
asociado. 

 
 El Método de la Potencia Inversa permite obtener el valor propio más 

cercano a determinado valor y un vector propio asociado de una matriz  
cuadrada arbitraria. 

 
 El Método de Deflación de Wielandt produce el segundo valor propio más 

dominante de una matriz cuadrada arbitraria, una vez conocido el valor 
propio dominante. Este método es vulnerable a errores de redondeo  y se 
aplica sólo si se requiere varios valores propios. Para mejorar la precisión 
de los valores propios aproximados obtenidos con el Método de Deflación 
de Wielandt puede emplearse el Método de la Potencia Inversa. 

 
 El Método de Householder sirve para convertir una matriz simétrica en una 

matriz similar tridiagonal. El Método ܴܳ se aplica a  esta matriz tridiagonal  
para obtener aproximaciones a los valores propios. Los vectores propios 
asociados pueden calcularse mediante el Método de la Potencia Inversa 
aplicado a los valores propios obtenidos con el Método ܴܳ. 

 
 El Método de Jacobi calcula todos los pares de valores propios y vectores 

propios asociados de una matriz simétrica real. Es un método fiable que 
proporciona respuestas uniformemente precisas. 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



 

 
 

ANEXO No. 1 
PROGRAMA DEL MÉTODO DE LA POTENCIA  

 
%Programa que aproxima el valor propio dominante y el %vector 
propio asociado de la matriz A de n x n con un %vector x 
distinto de cero mediante el Método de la %Potencia. 
 
 
function  potencia(n,A,x,tol,m) 
%Datos 
%n dimension  
%A la matriz  
%x vector inicial  
%tol tolerancia 
%m número máximo de iteraciones  
%Resultados   
%u valor propio aproximado 
%x vector propio aproximado 
 
n=input('Introduzca la dimension de la matriz n:   '); 
A=input('Introduzca la matriz A:   '); 
x=input('Introduzca el vector x:   '); 
tol=input('Introduzca la tolerancia tol:   '); 
m=input('Introduzca el número máximo de iteraciones m:   '); 
k=1; 
fprintf('\n  k             vector x                u            
error '); 
nx=norm(x,inf); 
for i=1:n 
   if(abs(x(i))==nx) 
           break; 
   end    
end 
p=i; 
x=x/x(p); 
while(k<=m) 



 

   y=A*x; 
   u=y(p); 
   ny=norm(y,inf); 
   for i=1:n 
      if(abs(y(i))==ny) 
           break; 
      end    
   end 
   p=i; 
   if(y(p)==0) 
      fprintf('\n vector característico x= \n',x); 
      fprintf('\n la matriz A tiene el valor propio 0, 
seleccione un nuevo vector x y reinicie '); 
      return; 
   end 
   z=y/y(p); 
   error=norm(x-z,inf); 
   x=z; 
   fprintf('\n %d ',k); 
   fprintf('('); 
      for i=1:n-1 
         fprintf('%10f,',x(i)); 
      end 
      fprintf('%10f)',x(n)); 
      fprintf('%10f %10f \n',u,error); 
 
   if(error<tol) 
      fprintf('\n El valor propio es u=%f \n',u); 
      fprintf('\n El vector propio es x=('); 
      for i=1:n-1 
         fprintf('%10f,',x(i)); 
      end 
      fprintf('%10f)\n',x(n)); 
      return; 
   end 
   k=k+1; 
end 
 
fprintf('\n Excedido el número máximo de iteraciones \n'); 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ANEXO No. 2 
PROGRAMA DEL MÉTODO DE LA POTENCIA SIMETRICA  

  
 
%Programa que aproxima el valor propio dominante y el %vector 
propio asociado de la matriz simétrica A de n x n %dado un 
vector x diferente de cero. 
 
function  potencia simétrica(n,A,x,tol,m) 
%Datos 
%n dimension  
%A la matriz  
%x vector inicial  
%tol tolerancia 
%m número máximo de iteraciones  
%Resultados   
%u valor propio aproximado 
%x vector propio aproximado 
 
n=input ('Introduzca la dimensión de la matriz n:   '); 
A=input ('Introduzca la matriz A:   '); 
x=input ('Introduzca el vector x:   '); 
tol=input ('Introduzca la tolerancia tol:   '); 
m=input ('Introduzca el número máximo de iteraciones m:   '); 
k=1; 
nx=norm(x); 
x=x/nx; 
 
fprintf('\n  k             vector x                u            
error '); 
 
while(k<=m) 
   y=A*x; 
   u=x'*y; 
   ny=norm(y); 
      if(ny==0) 
      fprintf('\n vector característico x= \n',x); 



 

      fprintf('\n la matriz A tiene el valor propio 0, 
seleccione un nuevo vector x y reinicie '); 
      return; 
   end 
   z=y/ny; 
   error=norm(x-z); 
   x=z; 
   fprintf('\n %d ',k); 
   fprintf('('); 
      for i=1:n-1 
         fprintf('%10f,',x(i)); 
      end 
      fprintf('%10f)',x(n)); 
      fprintf('%10f %10f \n',u,error); 
 
   if(error<tol) 
      fprintf('\n El valor propio es u=%f \n',u); 
      fprintf('\n El vector propio es x=('); 
      for i=1:n-1 
         fprintf('%10f,',x(i)); 
      end 
      fprintf('%10f)\n',x(n)); 
      return; 
   end 
   k=k+1; 
end 
 
fprintf('\n Excedido el número máximo de iteraciones \n'); 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ANEXO No. 3 
PROGRAMA DEL MÉTODO DE LA POTENCIA INVERSA  

 
%Programa que aproxima un valor propio y un vector propio 
%asociado de la matriz A de n x n dado un vector x %diferente 
de cero. 
 
function  potenciainversa(n,A,x,tol,m) 
%Datos 
%n dimension  
%A la matriz  
%x vector inicial  
%tol tolerancia 
%m número máximo de iteraciones  
%Resultados   
%u valor propio aproximado 
%x vector propio aproximado 
 
n=input('Introduzca la dimension de la matriz n:   '); 
A=input('Introduzca la matriz A:   '); 
x=input('Introduzca el vector x:   '); 
tol=input('Introduzca la tolerancia tol:   '); 
m=input('Introduzca el número máximo de iteraciones m:   '); 
q=(x'*A*x)/(x'*x); 
k=1; 
nx=norm(x,inf); 
for i=1:n 
   if(abs(x(i))==nx) 
           break; 
   end    
end 
p=i; 
x=x/x(p); 
 
fprintf('\n  k             vector x                u            
error '); 
 



 

while(k<=m) 
   I=eye(n); 
   if (det(A-q*I)==0) 
      fprintf('\n un valor propio es %f ',q); 
      return; 
    end 
   y=(A-q*I)\x; 
   u=y(p); 
   ny=norm(y,inf); 
for i=1:n 
   if(abs(y(i))==ny) 
           break; 
   end    
end 
p=i; 
   
     z=y/y(p); 
   error=norm(x-z); 
   x=z; 
   u=(1/u)+q;  
   fprintf('\n %d ',k); 
   fprintf('('); 
      for i=1:n-1 
         fprintf('%10f,',x(i)); 
      end 
      fprintf('%10f)',x(n)); 
      fprintf('%10f %10f \n',u,error); 
 
if(error<tol) 
        
      fprintf('\n El valor propio dominante es %f \n',u); 
      fprintf('\n El vector propio asociado es x=('); 
      for i=1:n-1 
         fprintf('%10f,',x(i)); 
      end 
      fprintf('%10f)\n',x(n)); 
      return; 
   end 
   k=k+1; 
end 
 
fprintf('\n Excedido el número máximo de iteraciones \n'); 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
ANEXO No. 4 

PROGRAMA DEL MÉTODO DE DEFLACION DE WIELANDT. 
 
%Programa que aproxima el segundo valor propio más %dominante 
y un vector propio asociado de la matriz A de   
%n x n dado una aproximación l al valor propio dominante, %se 
utiliza una aproximación v al vector propio %correspondiente 
y un vector x de n-1 componentes. 
 
function  deflación(n,A,l,v,x) 
%Datos 
%n dimension de la matriz 
%A la matriz  
%l valor propio aproximado 
%v vector propio de n componentes 
%x vector de n-1 componentes 
  
%Resultados   
%u valor propio aproximado 
%r vector propio aproximado 
 
n=input('Introduzca la dimension de la matriz n:   '); 
A=input('Introduzca la matriz A:   '); 
l=input('Introduzca el valor propio aproximado l:'); 
v=input('Introduzca el vector propio de n componentes v:'); 
x=input('Introduzca el vector de n-1 componentes x:   '); 
 
nv=norm(v,inf); 
for i=1:n 
   if(abs(v(i))==nv) 
           break; 
   end    
end 
if (i~=1) 
    for k=1:i-1 
     for j=1:i-1 
        B(k,j)=A(k,j)-(v(k)/v(i))*A(i,j); 



 

     end 
    end 
end 
if (i~=1)&(i~=n) 
    for k=i:n-1 
     for j=1:i-1 
      B(k,j)=A(k+1,j)-(v(k+1)/v(i))*A(i,j); 
      B(j,k)=A(j,k+1)-(v(j)/v(i))*A(i,k+1); 
      end 
    end 
end 
if (i~=n) 
     for k=i:n-1 
      for  j=i:n-1 
         B(k,j)=A(k+1,j+1)-(v(k+1)/v(i))*A(i,j+1); 
      end 
   end 
end 
B=[B] 
fprintf('\n Aplicaremos el Método de la Potencia a la matriz 
B, ella será la matriz A de trabajo  \n'); 
 
potencia 
resp= input('\n Introduzca 1 si el método falla, 2 si el 
método no falla, resp: ') 
if (resp==1) 
      fprintf('\n El método falla '); 
   return; 
else  
   u=input('El valor propio aproximado es u: ') 
   z=input('El vector propio aproximado es z: ') 
end 
    
if (i~=1) 
   for k=1:i-1 
      w(k)=z(k) 
   end 
end 
w(i)=0; 
if (i~=n) 
   for k=i+1:n 
      w(k)=z(k-1) 
   end 
end 
for k=1:n 
   suma=0; 
   for j=1:n 
      suma=suma+A(i,j)*w(j); 
      end 



 

      r(k)=(u-l)*w(k)+(suma)*(v(k)/v(i));    
   end 
end 
fprintf('\n El valor propio aproximado es u=%f \n',u); 
fprintf('\n El vector propio es r=('); 
      for i=1:n-1 
         fprintf('%10f,',r(i)); 
      end 
      fprintf('%10f)\n',r(n)) 
 

 
ANEXO No. 5 

PROGRAMA DEL MÉTODO HOUSEHOLDER 
 
 
%Programa para obtener una matriz tridiagonal simétrica 
%A^(n-1) componentes similar a la matriz simétrica  %A=A^(I), 
se construyen las siguientes matrices %A^(2),A^(3),...,A^(n-
1), donde A^(k)=(a^(k))con %(ij)componentes  para cualquier 
k=1,2,..,n-1. 
 
function  householder(n,A) 
%Datos 
%n dimensión de la matriz 
%A la matriz 
%Resultados   
%A^(n-1) 
 
n=input('Introduzca la dimension de la matriz n:   '); 
A=input('Introduzca la matriz A:   '); 
for k=1:n-2 
     suma=0; 
    for j=k+1:n 
         suma=suma+(A(j,k))^2; 
      end 
      q=suma; 
    if A(k+1,k)==0 
       f=-q^(1/2); 
       else 
          f=-((q^(1/2))*A(k+1,k)/abs(A(k+1,k))); 
          end 
       RSQ=f^2-(f*A(k+1,k)); 
       v(k)=0; 
       v(k+1)=A(k+1,k)-f; 
        
     for j=k+2:n 
         v(j)=A(j,k); 
     end 
     for j=k:n 



 

     suma1=0; 
        for i=k+1:n 
          suma1=suma1+A(j,i)*v(i); 
       end 
        
            u(j)=(1/RSQ)*suma1; 
         end 
          suma2=0; 
      for i=k+1:n 
         suma2=suma2+u(i)*v(i); 
         end 
     PROD=suma2; 
      for j=k:n 
            z(j)=u(j)-(PROD/(2*RSQ))*v(j); 
         end 
         
      for l=k+1:n-1 
               
         for j=l+1:n 
            A(j,l)=A(j,l)-v(l)*z(j)-v(j)*z(l); 
            A(l,j)=A(j,l); 
          end 
          A(l,l)=A(l,l)-2*v(l)*z(l); 
        end    
      A(n,n)=A(n,n)-2*v(n)*z(n); 
      for j=k+2:n 
         A(k,j)=0; 
         A(j,k)=0; 
      end 
      A(k+1,k)=A(k+1,k)-v(k+1)*z(k); 
      A(k,k+1)=A(k+1,k); 
end 
fprintf('\n La matriz A^(n-1) es') 
 
A=[A] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                              ANEXO No. 6 
PROGRAMA DEL MÉTODO QR 

 
%Programa para obtener los valores propios de la matriz 
%tridiagonal simétrica n x n A 
 
function metodoqr(n,A,tol,m) 
%Datos 
%n dimensión de la matriz 
%A matriz A 
%tol tolerancia 
%m número máximo de iteraciones 
%Resultados   
%u,l valores propios de A 
 
 
n=input('Introduzca la dimension de la matriz n:   '); 
A=input('Introduzca los elementos de la matriz A:   '); 
tol=input('Introduzca la tolerancia tol:   '); 
m=input('Introduzca el número máximo de iteraciones m:   '); 
k=1; 
SHIFT=0; 
while(k<=m) 
   if(abs(A(n,n-1))<=tol) 
      l=A(n,n)+SHIFT; 
      fprintf('\n El valor propio es l=%f \n',l); 
      n=n-1; 
    end    
    if(abs(A(2,1))<=tol) 
      l=A(1,1)+SHIFT; 
      fprintf('\n El valor propio es l=%f \n',l); 
      n=n-1; 
      A(1,1)=A(2,2); 
      for j=2:n 
         A(j,j)=A(j+1,j+1); 
         A(j,j-1)=A(j+1,j); 
      end 



 

    end 
    if n==0 
       return 
    end 
    if n==1 
       l=A(1,1)+SHIFT; 
       fprintf('\n El valor propio es l=%f \n',l); 
       return 
    end 
    for j=3:n-1 
       if (abs(A(j,j-1))<=tol) 
          fprintf('\n  La matriz A dividida es \n'); 
          A=[A] 
          return 
       end 
    end 
    b=-(A(n-1,n-1)+A(n,n)); 
    p=A(n,n)*A(n-1,n-1)-(A(n,n-1))^2; 
    t=((b)^2-4*p)^(1/2); 
    if b>0 
       u1=-2*p/(b+t); 
       u2=-(b+t)/2; 
    else 
       u1=(t-b)/2; 
       u2=2*p/(t-b); 
    end 
    if n==2 
       l1=u1+SHIFT; 
       l2=u2+SHIFT; 
       fprintf('\n El valor propio es l1=%f \n',l1); 
       fprintf('\n El valor propio es l2=%f \n',l2); 
       return 
    end 
    w=[abs(u1-A(n,n)) abs(u2-A(n,n))]; 
    g=min(w); 
    if abs(u1-A(n,n))==g 
       v=u1; 
    end 
     
    if abs(u2-A(n,n))==g 
          v=u2; 
    end 
         
    SHIFT=SHIFT+v; 
    for j=1:n 
       d(j)=A(j,j)-v; 
    end 
    x(1)=d(1); 
    y(1)=A(2,1); 



 

    for j=2:n 
       z(j-1)=((x(j-1))^2+(A(j,j-1))^2)^(1/2); 
       c(j)=x(j-1)/z(j-1); 
       s(j)=A(j,j-1)/z(j-1); 
       q(j-1)=c(j)*y(j-1)+s(j)*d(j); 
       x(j)=-s(j)*y(j-1)+c(j)*d(j); 
     
    if (j~=n) 
       r(j-1)=s(j)*A(j+1,j); 
       y(j)=c(j)*A(j+1,j); 
    end 
    end 
    z(n)=x(n); 
    A(1,1)=s(2)*q(1)+c(2)*z(1); 
    A(2,1)=s(2)*z(2); 
    for j=2:n-1 
       A(j,j)=s(j+1)*q(j)+c(j)*c(j+1)*z(j); 
       A(j+1,j)=s(j+1)*z(j+1); 
    end 
    A(n,n)=c(n)*z(n); 
    k=k+1; 
 end 
 fprintf('\n Excedido el número máximo de iteraciones \n'); 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 
ANEXO No. 7 

PROGRAMA DEL MÉTODO DE JACOBI 
%Programa que aproxima un conjunto completo de pares de 
%valores y vectores propios de  una matriz ܣ de ݊ ݔ ݊, real %y 
simétrica. 
 
function  jacobi(n,A,tol) 
%Datos  
%n número de filas y de columnas de la matriz A  
%A la matriz nxn real y simétrica  
%tol tolerancia 
 
%Resultados   
%D matriz diagonal de los valores propios 
%V matriz nxn de los vectores propios 
n=input('Introduzca el número n de filas y columnas de la 
matriz A:   '); 
D=input('Introduzca la matriz A:   '); 
tol=input('Introduzca la tolerancia tol:   '); 
 
V=eye(n); 
estado=1; 
%Cálculo del elemento (p,q) de A que tiene mayor 
%magnitud entre los que están fuera de la diagonal 
[m1 p]=max(abs(D-diag(diag(D)))); 
[m2 q]=max(m1); 
p=p(q); 
while(estado==1) 
 
   % Eliminación de Dpq y Dqp 
   theta=(D(q,q)-D(p,p))/2*D(p,q); 
   t=sign(theta)/(abs(theta)+sqrt(theta^2+1)); 
   c=1/sqrt(t^2+1); 
   s=c*t; 
    
   R= [c s;-s c]; 
   D([p q],:)=R'*D([p q],:); 



 

   D(:,[p q])=D(:,[p q])*R; 
   V(:,[p q])=V(:,[p q])*R; 
   [m1 p]=max(abs(D-diag(diag(D)))); 
   [m2 q]=max(m1); 
   p=p(q); 
   if (abs(D(p,q))<tol*sqrt(sum(diag(D).^2)/n)) 
      estado=0; 
   end 
end 
D=diag(diag(D)); 
fprintf('\n Los valores propios son \n'); 
 
for i=1:n 
    
           fprintf('\n l(%i)=%f \n',i,D(i,i)); 
        end 
         
 fprintf('\n Los vectores propios son \n'); 
 
for i=1:n 
   fprintf(' v(%i)=(',i); 
 
   for j=1:n 
      fprintf(' %f ',V(j,i)); 
   end 
   fprintf(')\n'); 
   fprintf('\n'); 
 
   end 
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