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Introduccion

Los problemas de optimizacidon con restricciones permiten desarrollar anélisis de correlacion
candnica con los cuales el método determina y evalta resultados viables que involucran
maximizar o minimizar una funcién multivariable cuya entrada tiene un nimero de dimensiones
predeterminado. El método para encontrar la solucion optima es distinto en cada caso. En este
trabajo, solamente se estudiara el problema de optimizacion con restricciones de igualdad, donde
una de las técnicas para resolver problemas de este tipo es el método de multiplicadores de

Lagrange.

Esta técnica, permite encontrar el maximo o el minimo restringido de una funcion objetivo sujeta
auna funcion de restriccion de igualdad. Se estara abordando la parte matematica de este método,
y se mostraran ejemplos de la utilidad del mismo en el area de la economia, en el cual los
problemas clasicos suelen ser maximizar la utilidad pese a las limitaciones de los recursos, como
tiempo y dinero. El método Lagrangiano, utiliza su técnica de calculo matematico para medir la
satisfaccion maxima de los clientes y los beneficios maximos del productor (o minimizar costos)
de acuerdo a sus restricciones, también se muestra un pequefio ejemplo del uso del método en

los problemas de teoria del consumidor, refiriéndose al problema dual y primal.

De manera que, el aporte de este método en esta disciplina es de gran importancia y la matematica
brinda herramientas necesarias para resolver cuantitativamente estos problemas, a lo que algunos
economistas refieren como problemas de optimizacion de restricciones. En fin, las matematicas

abordan muchos aportes de gran utilidad a nuestro mundo.

“El campo de la optimizacion es una mezcla fascinante de la teoria y los célculos, la heuristica y

el rigor.” Roger Fletcher (1987).



ANTECEDENTES

Los analisis historicos del método del multiplicador de
Lagrange, durante los siglos XIX y XX era conocido como
multiplicador indeterminado. (Basado en el andlisis de
Xhonneux, 2011). Joseph Louis Lagrange (1736-1813) es uno
de los matematicos mas conocidos de finales del siglo XVIII y

sus principales aportes estan relacionados principalmente a la

teoria de numeros, funciones, las ecuaciones algebraicas, las Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
ecuaciones diferenciales, contribuciones a la teoria de cuerdas,

propagacion del sonido, la mecénica y el calculo variacional. La principal obra de Lagrange es
el libro titulado “Mecanica Analitica”, el cual es un resumen de todos los conocimientos
adquiridos en mecanica desde Newton con un enfoque algebraico. Asi, el matematico presenta

los Multiplicadores de Lagrange por primera vez en el libro antes mencionado.

Se conoce que en aquellos afios existia un problema que llevaba tiempo sin resolverse llamado
el problema isoperimétrico en el cual se planteaban dos preguntas muy importantes. ; Qué saben
las abejas de geometria? Los romanos se preguntaban por qué las abejas construyen sus
colmenas utilizando compartimentos hexagonales. La forma hexagonal es la manera mas
eficiente de subdividir el plano, utilizando el menor perimetro posible; por lo tanto, la menor
cantidad material necesario para hacerla. Pappus habia demostrado que, entre todos los poligonos
regulares de similar periferia, encierran mas area que aquellos que poseen un mayor nimero de
lados. Un circulo entonces, es la figura que encierra el espacio mas grande de un contorno
determinado, pues su numero de lados es infinito. ;Por qué las burbujas son redondas? En la
naturaleza, todos tienden a tener la menor energia posible, esto se logra teniendo la menor
superficie; es decir, estando lo menos estirada posible. El volumen de una burbuja estd
determinado por la cantidad de aire que tiene en su interior. De acuerdo a su forma esférica ellas

logran tener la menor cantidad de energia posible.

Después de esto, Euler trato de resolver el problema, fue entonces cuando recibi6 una carta de

Lagrange en el cual le escribe diciendo que consideraba su profunda obra acerca de los problemas



de maximos y minimos como su mejor trabajo en matematicas, sino que también en ella
presentaba un nuevo método para resolver cierta clase de problemas de optimizacion. Lagrange
aplicé el nuevo método de los multiplicadores para investigar el movimiento de una particula en
el espacio restringida a moverse sobre una superficie. Cuando Euler leyo la carta de Lagrange
donde comunicaba su demostracion interesado por la solucion, ésta coincidia con el mismo
resultado al que Euler habia llegado. De modo que, Lagrange comenz6 no solamente a desarrollar
aplicaciones del método en el campo de la matemadtica y fisica sino en otras areas como la
economia, surgiendo en esta como una necesidad de solucionar problemas de optimizacion en el

contexto de la segunda guerra mundial.

A pesar de que la incursion matematica en la economia ha sido reciente, R
Antonie Agustin Cournot (1081-1877), era un matematico conocido
como fundador de la economia matematica. Junto sus ideas y las
publico en 1938 pero el concepto de utilidad marginal apareci6 afios
después con Walras y Jevons. La matematica le proporciona un aspecto

riguroso y cientifico a la economia, ha desarrollado nuevas técnicas de

investigaciones operativas y en la interpretacion de graficos. Por Antonie Agustin Cournot
consiguiente, se estima que muchos de los problemas en economia se (1081-1877)
reducen a una optimizacion sujeta a ciertas restricciones, por ejemplo:
e Un consumidor que desea maximizar su satisfaccion (optimiza su funcion de utilidad
limitada a restricciones presupuestaria).

e Un productor que desea minimizar su costo de produccion (optimiza su funcion de

costos considerando la cantidad deseada de produccion).

En el desarrollo historico de este objeto matematico solo se utilizaron registros en lengua
natural y registros algebraicos. En cuanto a las primeras apariciones del multiplicador de
Lagrange apreciamos que el sistema de equilibrio se representd con varias variables
algebraicamente por “Pdp + Qdq + Rdr + etc. =07, por el cual tuvo una evolucion a través
de las ecuaciones diferenciales como “P dp dx + Q dqdx + R dr dx + AdL dx + u dM dx
+v dN dx + etc. = 0”. Con respecto a algunos términos nuevos que fueron desarrollandose

a través de la historia para la aparicion del Multiplicador de Lagrange, rescatamos lo



siguiente: el término de los Multiplicadores de Lagrange se refiere a resolver un problema de
optimizacion de una funcidén f(xq, x5+, X,) sujeto a varias restricciones de igualdad
g1(x1,%5,, %) = 0,0+, gr(x1,%2,°+,%,) = 0, mientras que el Multiplicador de
Lagrange se refiere a una sola restriccion; es decir, a la funcion definida por

L(x1, %, ,Xn, A) = f(x1, %0, , %) + Ag(X1, X2, Xp)-

Por otro lado, el Teorema de Lagrange da las condiciones para resolver el problema de
optimizacion con restricciones. Los ejemplos mencionados anteriormente tienen ese tipo de
restricciones que reducen el método de Lagrange al problema restringido en » variables en
uno sin restricciones de n+/ varias cuyas ecuaciones pueden ser resueltas. Es un método que
utiliza la optimizacién para trabajar con funciones de varias variables donde interesa
maximizar o minimizar y estd sujeta a restricciones. Se introduce una nueva variable escalar
desconocida, el multiplicador de Lagrange para cada restriccion y una forma de combinacion
lineal involucrando los multiplicadores como coeficientes. Su demostraciéon involucra
derivadas parciales o bien diferenciales totales, aplicando regla de la cadena. El fin es, usando
alguna funcion implicita, encontrar las condiciones para que la derivada con respecto a las

variables independientes de una funcidn sea igual a cero.



JUSTIFICACION

El hombre moderno utiliza a menudo métodos y artificios matematicos para dar solucion a los
problemas cotidianos, en el campo de la economia es de gran efectividad el uso de métodos de
andlisis para procesar datos que ayuden a tomar decisiones como es el método de

“Multiplicadores de Lagrange”.

Con este estudio, se pretende desarrollar la maximizacion restringida sujeta a condiciones; desde
la perspectiva matematica se hace necesario destacar la importancia de asociar una funcion de
utilidad a unas preferencias esto abre puertas al analisis matematico para encontrar maximos o

minimos de funciones de multiples variables sujetas a restricciones.

Suponiendo que un fabricante de software tiene cierta produccion, en donde el costo total del
trabajo y capital este limitado a cierto presupuesto. Un problema como este, puede modelarse
para una mejor comprension matematica y obtener una solucion 6ptima por medio del método
de multiplicadores de Lagrange. El proposito es obtener la mayor produccion posible
dependiendo del presupuesto que se haya designado para este trabajo, donde se tendra que formar
dos funciones, la primera funcion objetivo serd la de produccion y la segunda serd llamada

funcion de restriccion y serd la del presupuesto.

Se denota la funcion objetivo por (x, ¥), la cual estd sujeta a la funcidn de restriccion g (x, y) =
¢. Con la ayuda de las herramientas necesarias que proporciona el método introduciendo la
funcion Lagrangiana: £ (x, y,A) = f (x,¥) + A (c- g (x, ¥)). Por medio de las condiciones de
primer orden encontradas se aplican a esta funcion, desde la cual se extraen los candidatos a

optimos que satisfacen las condiciones del problema de produccion sujeta al presupuesto.



OBJETIVOS
Objetivo General

Implementar el método de multiplicadores de Lagrange en problemas de optimizacion con
restricciones de igualdad, resolviendo ejemplos tedricos y de aplicacion, que permitan apropiarse

del método y conlleven a una propuesta de normativa.

Objetivos Especificos

Mostrar una prueba analitica y geométrica del método de los multiplicadores de Lagrange

limitada a problemas de dos variables.

Aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange en el campo econdmico, que permita

determinar y visualizar la solucion dptima y su consecuente analisis de sensibilidad.

Estudiar el método de los multiplicadores de Lagrange para encontrar maximos y minimos y

ver las condiciones cuando el método falla.



1.

1.1.

1.2.

Conceptos basicos

Aqui se expone de manera resumida los principales resultados, relacionados con los estudiados
en el grado de Matematicas; sobre el céalculo de derivadas, funciones implicitas, gradientes,
matrices y las condiciones suficientes para extremos locales y globales, que seran ttiles para
desarrollar el Método de los multiplicadores de Lagrange. Ademads, se incluye la funciéon de

produccion de Cobb-Douglas que serd usada para ejemplificar problemas economicos.

Teorema de la funcién implicita: Si tomamos (x,, ¥,) como un punto sobre el conjunto
de puntos de G(x, y) = c en el plano, donde G es una funcion continua de dos variables. Si
(0G/0y) (x9,y0) # 0, luego definimos a G(x, y) = ¢ como una curva uniforme alrededor de
(X0, Vo) que pueda ser visto como el grafico de una funcidén continua y = f(x). Ademas, la

pendiente de esta curva es:
aG
x (0, ¥0)

G
@ (xOl yO)

Si (0G/dy) (xg, ) = 0, pero (3G /dy) (xq,V,) # 0, el teorema de la funcion implicita afirma
que el conjunto de puntos de G(x, y) = c es una curva uniforme sobre (x,,V,), que podemos
considerar definir x como una funcién de y. Ademas, la linea tangente a la curva en (xg,y,) s

paralela al eje y, es decir, vertical.

Gradiente: El gradiente de una funcion escalar multivariable f (x, y, ...) denotado como Vf,

empaqueta toda la informacion de sus derivadas parciales en un vector:

af
9x
vf =|of
ay

En donde el gradiente da un vector perpendicular a la curva de nivel que pasa por el punto O.

Derivadas parciales: Si z = f (x, y) es una funcion de dos variables, entonces las

derivadas parciales con respecto a x en un punto (x, y) es:
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0z _ . fx+hy)—f(xy)
— = lim
0x h-0 h

Y la derivada parcial con respecto a y es:

oz . f,y+h)—f(xy)
— = lim
ay h-0 h

Siempre que el limite exista.

Regla de la cadena en derivadas parciales: Si z = f (x, y) es diferenciableyx =g (w,v) y y

= h (u, v) tienen primeras derivadas parciales continuas, entonces:

0z _ 0z 0x 0z dy 0z _ 0z 0x 0z dy
ou  9xdu dy ou y v dx v dy dv
1.3. Sistema de ecuaciones algebraicas: un sistema de ecuaciones algebraicas es un conjunto

de dos o mas ecuaciones, con mas de una incognita que conforman un problema matematico que
consiste en encontrar los valores de las incognitas que satisfacen dichas operaciones. En un
sistema de ecuaciones algebraicas las incognitas son valores numéricos menores a la constante
(o mas generalmente elementos de un cuerpo sobre el que se plantean las ecuaciones), mientras
que en una ecuacion diferencial las incégnitas son funciones o distribuciones de un cierto
conjunto definido de antemano. Una solucion de dicho sistema, por tanto, es un valor o una
funcion que substituida en las ecuaciones del sistema hace que éstas se cumplan automaticamente
sin que se llegue a una contradiccion. En otras palabras, el valor que reemplazamos en las
incognitas debe hacer cumplir la igualdad del sistema. Las incognitas se suelen representar

utilizando las ultimas letras del alfabeto latino, o si son demasiadas, con subindices.

1.3.1. Método de Sustitucion: Consiste en despejar una de las incdgnitas de una de las
ecuaciones y reemplazar este valor en la otra ecuacion, de esta forma se llega a una

ecuacion de primer grado con una incognita.

1.3.2. Método de Igualacion: El método de igualacion, consiste en despejar la misma incognita
en ambas ecuaciones e igualar las expresiones obtenidas. Procedimiento para usar

el método de igualacion:



Despejar una incognita en una de las ecuaciones, que quedara en funcidon de la otra incognita
(seguiremos teniendo una ecuacion).

Despejar la misma incognita en la otra ecuacion.

Igualar los segundos miembros de las dos incognitas despejadas, formando una nueva ecuacion
con una incognita.

Despejar la unica incognita que nos quede. Obtenemos el valor numérico de una incognita.
Sustituir la incognita despejada en el paso 4 por su valor numérico en cualquiera de las dos
ecuaciones originales.

Operar para obtener el valor numérico de la otra incégnita.

1.4. Matriz Hessiana: la matriz hessiana o hessiano de una funcién f de n variables, es la

matriz cuadrada de n x n, de las segundas derivadas parciales.
Dada una funcion real f de n variables reales: f:R" — R ; x—(x)
Si todas las segundas derivadas parciales de f existen, se define la matriz hessiana de f como:

Hf(x) donde,

H(0s: = 0%f(x)
f W aXi aX]
Tomando la siguiente forma:
[ 0*f 0%t 0%f ]
0xZ  0x10x; 7 0%y 0%,
0°f 0*f 02f
H(® = ax, 0x, 0x3 " 0x, 0%y
o’f o 0%f
[0x, 0%, 0x,0x,  O0x% |
1.5. Gauss-Jordan: Para que una matriz sea de esta forma debe tener las siguientes

propiedades:
1. Siun renglon no consta completamente de ceros, entonces el primer numero diferente de
cero en el renglon es un 1. (A este 1 de le denomina 1 principal.)
2. Siexisten renglones que consten completamente de ceros, entonces se agrupan en la parte

inferior de la matriz.
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3. Sidos renglones sucesivos no constan completamente de ceros. El 1 principal del renglon
superior.

4. Cada columna que contenga un 1 principal tiene ceros en todas las demds posiciones.

1.6. Teorema (condiciones suficientes para extremo local). Considera el problema de
optimizacion de f (x, y) sobre la restriccion C; = {(x,y)|g(x,y) = c}, con f y g funciones
doblemente diferenciables en R2. Sea (x*,¥*,1*) el punto critico de la lagrangeana

correspondiente, L(x, y,A)= f(x,y) + A(c- g(x,y)),y sea

0 gx Gy
IHL(x*; y*; A*)I = |9x Lxx ka
9y Lyx Lyy

el determinante de la matriz hessiana de en £(x*, y*, 1*). Entonces:
a) |[Hy (x*,y",4%)| > 0 = (x*,¥") es un maximo local de f en Cj.

b) [Hy(x*,y*, A7) < 0 = (x%,¥") es un minimo local de f en Cj.

1.11. Teorema (condiciones suficientes para extremo global). Sea (x*, y*, *) un punto critico
de la lagrangeana £L(x, y, A). Entonces:
a) L es concava con respecto a (x, y)=f tiene un maximo global en (x*,y").

b) L es convexa con respecto a (x, y)=f tiene un minimo global en (x*, y*).

1.12. Funcion de produccion de Cobb-Douglas: Se representa asi: Q(K,L) =
ALPK®

En donde:
e Q:eslaproduccion
e L: es la cantidad de trabajo (normalmente medido en horas-hombre)
o K: es la cantidad de capital empleado
o A:representa el nivel de tecnologia dado
e oYy PB: representan el nivel de elasticidad de los factores productivos, ambos son

positivos y son menores a 1.
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2. El Método de los Multiplicadores de Lagrange

A continuacion, se desarrollardn y analizardn problemas para funciones de varias variables
mediante el método de los multiplicadores de Lagrange. Se muestran ejemplos de problemas
econdmicos de optimizacion con funciones que dependen de ciertos parametros (precios) que se
mantienen constantes durante el proceso de optimizacion pero que pueden cambiar de acuerdo a

situaciones economicas.

2.1. Funcion Lagrangiana

El problema de maximizacion restringida mas simple, el de maximizar una funcion f (x, y) de
dos variables sujetas a una unica restriccion de igualdad g (x, y) = c. Es decir, max f(x, y)
sujeto a pyx +p,y =1 (Restriccion presupuestaria). Se ignora por un momento el requisito

de que x y y no sean negativos y la posibilidad de que no todos los ingresos I puedan gastarse.

Teniendo en cuenta este modelo de eleccion del consumidor, se examina la solucién geométrica
habitual para este problema. Primero, dibuje el conjunto de restricciones C en el plano xy. La
linea gruesa en la figura. Luego, dibuje una muestra representativa de las curvas de nivel de la

funcién objetivo f.

Geométricamente, el objetivo es encontrar la curva de nivel de

valor mas alto de f que cumpla con el conjunto de restricciones.
La curva de nivel mas alto de f no puede cruzar la curva de
restriccion C; si lo hiciera, los conjuntos de niveles superiores
cercanos también se cruzarian, como ocurre en el punto b en la
figura 1. Este conjunto de nivel mas alto de f debe tocar C (para
que se cumpla la restriccion). Otra forma de decir esto es que la

curva de nivel mas alto de f para tocar el conjunto de

restricciones C debe ser tangente a C en el maximo restringido.

Figura 1

Esta situacion ocurre en el punto x* en la figura 1. EI hecho de
que la curva de nivel de f sea tangente al conjunto de restricciones C en el méximo restringido

x* significa que la pendiente del conjunto de niveles de f es igual a la pendiente de la curva de

12



restriccion C en x*, el teorema de la funcion implicita garantiza que las pendientes de las

funciones son iguales, y puede definirse como:

of . /of .
—a—mm/a—xz(x)

El méaximo restringido, la curva de nivel mas alta de f es tangente a la restriccion fijada C.

Y la pendiente del conjunto de restriccion {h(x;,x,) = c} en x* es:

oh oh
5 ) [5@)

El hecho de que estas dos pendientes son iguales en x* significa que:

d . oh , .
e CON L0

Loy e

A continuacion, se reescribird esta ecuacion y se obtiene lo siguiente:

d . 0 .
e CORC Y0

oh , .. 0h ,
a_xl(x) a_xz(x)

Para evitar trabajar con posibles denominadores ceros, se llama a A como el valor comun de las
dos ecuaciones y se tiene lo siguiente:

of oy 3L

0x, _0x, 2
Oh Tk T
0x, (x*) ox, (x*)
Reescribiendo la ecuacion, queda de esta manera:
of
ax; &) 9 oh 9 oh
0x, 7 7 =1l —f(x*) =1— ) e —f(x*) —A1—xH=0
oh ., 0x, 0x, 0x, 0x,
T X7
d0xy
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Por lo tanto,

af
dx,

of

dh
(x)—ﬂ.a—yq(x)—()ﬁa—xz

(") — A(,f—:z(x*) —0

Se debe encontrar la solucion de las tres variables (x4, x5, 1), se necesitan tres ecuaciones, una
mas las dos que se acaban de obtener. Pero hay una tercera ecuacion: la ecuacion de restriccion
h(x,,x,) = c. Incluyendo la ecuacion de restriccion con las dos ecuaciones que se obtuvieron, y

se forma un sistema de tres ecuaciones con tres variables:
of
dx,

of
dx,

) =22 ey = 0
dx,

) =22 ) = 0
dx,

h(x;,x,) —c=0

otra forma de escribir este sistema andlogamente. Y se forma de este sistema, la funcion

Lagrangiana o conocida también como el Lagrangiano

Ly,N)=fxy)+r(c-gxy)

Para encontrar los puntos criticos de la Lagrangiana L se iguala cada una las derivadas parciales

de la Lagrangiana con respecto a cada una de las variables (x, y) a cero, es decir:

oL oL oL
= =L,=0, —==L;=0

T T

Como puede verificarse facilmente, el resultado de este proceso es precisamente el sistema de

tres ecuaciones con tres variables que obtuvimos. Tomando en cuenta que A solo multiplica la

. ., . ., oL
restriccion de la funcidon Lagrangiana A, la ecuacion: i L; =0.
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Es equivalente con la ecuacion de restriccion h(x;,x;) — ¢ =0 & ¢ — h(xy,x,) = 0. Esta
nueva variable A que multiplica la ecuacion de restriccion, es llamada un multiplicador de

Lagrange.

Cuando se quiere maximizar una funcién en un problema sin restriccion, simplemente se
resuelven sus puntos criticos al establecer sus primeras derivadas parciales de primer orden
igualadas a cero. Sin embargo, por la introduccién del multiplicador de Lagrange A en el
problema de restriccion, se ha transformado un problema con restriccion de dos variables al
problema de encontrar los puntos criticos de una funcion £ (x, y, A) de una variable mas. Es decir,
se reduce de un problema de optimizacion con restriccion de dos variables a un problema de
optimizacion sin restriccion en tres variables. Esta reduccion es la inclusion de una variable nueva
y algo artificial A. Esta nueva variable A tiene un significado econdémico, que da una nueva

medida de valor de los recursos en el problema en consideracion.

Una palabra de precaucion esta en orden aqui. Esta reduccion no habria funcionado si ambas:

oL Oh
ox 7 dy

Seran cero en el maximo de x* en las ecuaciones:

AR

dh ~ 0h
%, (x*) %, (x*)

oh oh . .
Por esta razon, se asume que: Ix. (0] Py ambas. No es cero en el maximo restringido. Dado
X1 X2

que esto es una (leve) restriccion en el conjunto de restricciones, es llamado una cualificacion de
restriccion. Si la restriccion es lineal, es usado como la maximizacion de utilidad en los ejemplos
que se veran posteriormente, esta cualificacion de restriccion se satisface automaticamente. Asi,
se resume el andlisis geométrico del problema de maximizar (o minimizar) a una funcién de dos

variables por una sola restriccion de igualdad.
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Entonces, la prueba geométrica se basa en el hecho de que las curvas de nivel de f y de h son
tangentes para el punto (x7, x;) y esto significa que sus pendientes son iguales. Ahora, se presenta

otra version de la prueba anterior basada en los vectores gradientes,

of oh
o ox;
Vi =| Gf |y v =| G
ox, ox,

Considerando como vectores de desplazamiento o flechas en el punto x, son perpendiculares a
los conjuntos de nivel de f y de h respectivamente. Ya que los conjuntos de niveles de f y de h
tiene la misma pendiente en x*. Los vectores gradientes Vf(x) y V h (x) deben alinearse en x*,
sefalan en la misma direccion del lado izquierdo de la imagen que muestra o en direcciones
opuestas como en la imagen de la derecha. En cualquiera de los casos, los gradientes son
multiplos escalares el uno del otro. Si se escribe este multiplicador como A, entonces se tendra

que el VF(x*) = A*Vh(x").

Vf(x*) y Vh(x*) se alinean en el maximo restringido o minimo restringido x*.

Esto es,
of dh of dh
ox; | _ .| 9x1 dx, L 0x |
af |4 an | ar |74 an |T°
0x; dx, 0x; dx,
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Esto se traduce inmediatamente en el sistema de ecuacion:

f()a L) =0

af(x) /16 (x)—O

Anteriormente se presentd una prueba analitica del método y esta es la version geométrica. Si se
estaba minimizando f en lugar de maximizar f en el conjunto de restricciéon Cjp, se habria
utilizado el mismo argumento que se utilizdé en la prueba geométrica. Cuando se analice la

condicion de segundo orden, se distinguira el maximo del minimo.

2.2. Condiciones de primer orden

Primero, se considera el caso simple de maximizacion de una funcion diferenciable de dos
variables, f(x, y) sujeto a una restriccion de igualdad, g(x, y) = c, con g diferenciable y ¢

constante, dado por: max f(x,y),s.a g(x,y) =c.

Debido a la restriccion, la solucion dptima P(x*, y*) no necesariamente ocurre en los puntos en
donde la superficie z = f(x, y) alcanza su altura maxima (Vf = 0),sino en los puntos de la curva
g(x, y) = c, sobre los que f alcanza su maximo valor restringido. Para ilustrar esta idea, la
siguiente figura muestra la maximizacién de una funcion concava z = f(x, y) en R3 sujeta a una

restriccion lineal g(x, y) = ax + by = c en R%.

cwrva de nivel

fy) =2 | Pa*y?)

y o *
ax+tbhy =c¢
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En la figura de la izquierda se observa que el maximo restringido f* de la funcién f ocurre en el

punto P(x*,y*) de la recta ax + by = ¢, y no en el punto Q en donde f se maximiza libremente.

Nota que P pertenece a la curva de nivel f(x,y) = f* correspondiente a z = f*. En la figura de

la derecha, se muestra que el Optimo P es el punto de la restriccion ax + by = ¢ que estd mas

cercano a Q. Esto ocurre en el punto de tangencia de la curva de restriccion y la curva de nivel

fGoy) =1

Pueden existir varios candidatos optimos (locales o globales) para una funcién f, dados por los

puntos donde la restriccion g(x, y) = c, es tangente a las curvas de nivel de f. Esta condicion de

tangencia puede expresarse formalmente en términos de los vectores gradiente de las funciones

f vy g, como se explica a continuacion.

El gradiente de una funcion diferenciable es un
vector perpendicular a sus curvas de nivel y
apunta en la direccién de su mayor crecimiento
en cada punto. La siguiente figura muestra una
posible funcién objetivo z = f(x, y) en R3. La
figura de la derecha muestra algunas de sus
curvas de nivel, en R?, y la direccién de los

vectores gradiente Vf.

¥y curva de nivel
glxy)=c

superficie
7=glxy) Ve Vg

representa graficamente de la siguiente manera:

18
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Por otra parte, la curva de restriccion g(x, y)
= ¢ en R? puede considerarse como la curva
de nivel z = ¢ de una funcion z = g(x, y) en
R?, como se ilustra en las siguientes figuras.
En este ejemplo, el vector gradiente Vg

apunta hacia afuera de la curva de nivel.

Asi, el problema de maximizacion de f(x, y)

sujeto a la restriccion g (x, y) = ¢ se



Aqui existen dos candidatos a 6ptimo, que son los puntos
de tangencia denotados por A y B. La condicion de
tangencia implica que, en esos puntos, los vectores
gradiente Vf y Vg son paralelos entre si, es decir, Vf ||
Vg. Por lo tanto, en los puntos en donde f alcanza sus
valores extremos debe existir un nimero A€ R tal que Vf

x =AVg.

El nimero A se denomina el multiplicador de Lagrange asociado con la restriccion g (x, y) = c.
Aunque aqui 4 juega el papel de una constante de proporcionalidad entre Vf y Vg en el 6ptimo,

también representa una interpretaciéon muy interesante y util.

Por lo general, en el 6ptimo restringido P de f se tiene Vg = 0, con A = 0. Como Vf = AVg en
P, en ese punto se tiene Vf = 0. Asi, la condicion Vf = 0 para optimizacion libre, aqui debera

reemplazarse por las siguientes dos condiciones: Vf =AVgy g (x,y) =c.

Estas dos ecuaciones pueden conjuntarse dentro de un formalismo, expresado de la siguiente
manera. Para ello, se reescriben los gradientes de la primera ecuacion en términos de sus
componentes X y y, obteniendo
fe(,y) = Agx(x, )
f(6y) = Agy(x,y)
gxy)=c

Este es un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, con solucion x*, y* y A*. Se sefiala que
esta solucion no es el punto critico de la funcidn objetivo f (x, y), ya que Vf = AVg # 0. Sin
embargo, (x*,y*, A*) puede interpretarse como el punto critico de una cierta funcion de las

variables (x, y, A), a la que se le llamara funcion lagrangeana £L(x, y, A) definida como: £L(x, y,

N =flxy) +Ac-g(x ).

Se observa que la funcidén £ habita en un espacio de dimensién mayor que f, ya que no solo tiene

como variables independientes a x y y, sino también a A. De esta manera, en lugar de considerar
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la optimizacion restringida de f, el método de Lagrange se basa en la optimizacion libre de la
funcion lagrangeana, con las siguientes condiciones de primer orden:
Ly = fx(x,y) —Agx(x,y) = 0
Ly = fy(x,y) —Agy(x,y) = 0;
Ly =c—glxy)=10

Estas tres ecuaciones representan la condicion de tangencia, Vf = AVg, y el cumplimiento de la
restriccion, g (x, y) = c, antes discutidas. A continuacion, se presenta un ejemplo clasico en
economia de resolver problemas usando la funcion de produccion de Cobb-Douglas que se usara
en la mayoria de los ejemplos para representar las relaciones entre un producto y las variaciones
de insumos trabajo y capital. Ademas, se observard el cumplimiento de las condiciones de

tangencia en el ejemplo 1 de Microeconomia.

En 1928, Charles Cobb y Paul Douglas publicaron un estudio en el que modelaron el crecimiento
de la economia estadounidense durante el periodo 1899-1922. Consideraron una vision
simplificada de la economia en la que la produccion de salida esta determinada por la cantidad
de trabajo involucrado y la cantidad de capital invertido. Si bien hay otros muchos factores que
afectan el desempefio econdmico, su modelo demostr6 ser muy preciso. La funcion que utilizaban
para modelar la produccion era de la forma: P(L,K) = AL*K?. Donde P es la produccién total
(el valor monetario de todos los bienes producidos en un ano), L es la cantidad de trabajo (el
numero total de persona-horas trabajadas en un afio) y K es la cantidad de capital invertido (el
valor monetario de todas las maquinarias, equipos y edificios). Ademas, se cumple la condicion
que a + [ = 1 (vélido para restricciones de igualdad) siendo ambos positivos. En el grafico de
secuencia se observa el comportamiento anual de las tres variables estimadas en el orden P, L y

K. (En anexo se ve la estimacion de parametros).
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Funcion de produccion de Cobb-Douglas: Crecimiento de la economia e
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Ejemplo 1 de Microeconomia: Dada la funcion de utilidad: f(x,y) = x%/3y/3 y la renta es de
$500,000 y los precios de los bienes son: P, = $25,000 y P, = $15,000 respectivamente.

Encontrar las demandas 6ptimas. (Véase el grafico de Contorno al final de este este ejercicio).

Solucion: Funcion Objetivo: Max f(x,y) = x?/3y'/3 y la restriccion presupuestaria s.a Pox +
P,y = I. Pararesolver se usa la funcion lagrangeana £ (x, y,A) = f (x,¥) + A (c- g (x,y)) y se
tiene:

L(x,y,2) = x*PyY3 + A(I — Px — By)

Derivando parcialmente con respecto a cada una de las variables, se obtienen las siguientes

condiciones de primer orden correspondientes:

2 11
L, = 3% 3y3 — AP, =0 (1)

1
Ly, = §x2/3y-2/3 — AP, =0 (2)

Ly=1-Px—-Py=0 (3)
Despejando A en (1):
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2 11
2 2 11 X 3y3
SATVYP AR =0 AR =Sx T e A=io— @)
X
Despejando A en (2):
1 -
1 2/3.,-2/3 1 2/3.,-2/3 §x2/3y i
3 X7y —APy=0=>APy=§x y S A= B (5)
y
Se igualan las ecuaciones (4) y (5):
11 9732 2 2 11 12
§x 3y3 _§x3y 3 §x 3y3 Px §x 3x 3 Px
B, P 122 pT1 12 p
X y §x§y_§ y §y_3y_§ y
2 (-1)_(2 2 _
gx( ) (3)_Px@§x ! B2 B _2_ K
T 2\ p. -5 - D " p
%y(‘§)‘(§) By %y‘l b y? B x B
2y * P, x * P,
X = (6) ; y = (7
P, 2P,

Se reemplaza (6) en la restriccion presupuestaria; es decir, en (3):

2yP
Pxx+Pyy=I(=)Px(%>+Pyy=I(=)2yPy+Pyy=I(=)y(2Py+Py)=I

X

I
SyBP) =1 = y=5- (8

Luego, se reemplaza (7) en la restriccion presupuestaria en (3):

P.x P.x
Px+Py=1<= Px+Ph T =I(:)Pxx+7=1(=)2Pxx+Pxx=21(:)
y

21
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Una vez la obtenidas las demandas optimas (8) y (9), se sustituyen los datos que brinda el

problema: I = $500,000 ; P, = $25,000; P, = $15,000
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Se sustituye en (8) y (9) y se obtienen las demandas Optimas:

21 ~2(500,000)

*=3p D Sx=35500

_ & x = $13.33
3P, x=3

Luego en (8):
500000

= oy =$1111
3a5000) Y =¥

I
=— (8 &
y3py() y

Hasta aqui se responde a la pregunta de la

. Funcion de produccion de Co
demanda. Las cantidades demandadas de cada

15

bien y el multiplicador de Lagrange
representan funciones de los precios y de la

renta monetaria Opitma. Para saber la utilidad

Precios del bien Y ($)
10

maxima solo se sustituyen los valores en la

funcion f(x,y) = x2/3y'/3, y se obtiene lo .
siguiente:
2 1
f£(13.33,11.11) = (13.33)3(11.11)3 o
£(13.33,11.11) = (5.62)(2.23) 0 5 10 s 20

Precios del bien X ($)

£(13.33,11.11) = $12.53

Ejemplo 2: Utilice el método de multiplicadores de Lagrange a fin de determinar los extremos
de la funcion f para la cual f(x, y) = 3x + 4y - 3. Si el punto (x, y) estd sobre la circunferencia

(x — 1)% + y2 = 25 (véase el grafico de contorno al final del ejercicio).

Solucién: Primero, se escribe la ecuacion de la circunferencia en la forma x? + y2 — 2x — 24 =
0, con el proposito de encontrar los extremos relativos de f sujeto a esta restriccion.
Usando la funcion lagrangeana £ (x, y,A) = f (x,y) + A (c- g (x, y)):
L(x,y,A) =3x+4y —3+ (24— (x® + y? — 2x))
L(x,y,A) =3x+4y — 3+ 124 — x* — y? + 2x)
Derivando parcialmente con respecto a cada una de las variables para obtener las condiciones de

primer orden correspondientes:
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L,=3-2x+21=0&3+21(1—x) =0 (1)

L,=4-22y=0 (2)

Ly=—x—y?>+2x+24=0 x?2+y?—2x—24=0 (3)
Se resuelve para A en (1):

3 3

3+2,1(1—x)=0<=>2/1(1—x)=—3‘:’A=_m=’1=2(x—1)

(4)

Ahora, para A en (2):

4 2
4-2ly=02ly=4 cSl=—1=- 5
y y 2y y ()
Igualando (4) y (5):
3. 2 _ . _4@-D ©
2c—1) y YT 3
Se sustituye (6) en (3):
4(x — 1)\° 16
x2+(%) —2x—24=0<:>x2+?(x2—2x+1)—2x—24=0

& 9x% +16x%> —32x 4+ 16 —18x — 216 = 0 & 25x%> —50x — 200 =0
Sx?-2x-8=0x+2)(x—4)=0
x+2=0 V x—4=0

x=-2 V x=4

Sustituyendo el valor encontrado x = —2 en (6):
_4(-2-1) 4(-3)

—4
3 3

Y conx=4en (6):
_Ma-D ) _,
= 3 ==

Se sustituye x = —2 en (4):
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3 3 1

A= oD 2= 2

y luego x = 4 en (4):
3 3 1

A= sa-D 23" 2

Por lo tanto los puntos (—2,—4,—1/2) y (4,4,1/2) son los puntos criticos del £. Asi, (—2,—4)

y (4,4) son los Unicos puntos posibles para los cuales f tiene un extremo relativo.

Luego, se sustituye el primer punto encontrado (—2, —4) en la funcion objetivo
f(=2,-4)=3(-2)+4(-4)—-3=-6—-16—-3=-25
El segundo punto (4,4) en la funcion objetivo
f(44)=3(4)+4(4)—-3=12+16—-3=25

Por lo tanto, el valor minimo relativo de f es —25 y su valor maximo relativo es 25.

Grafica de la funcion 3x+4y-

20

10

-10

-20

2.3. El significado del multiplicador A

Al resolver problemas de optimizacion restringidos, parece estar derivando informacion extrafa
en los valores del multiplicador (43, ..., 4;,). Sin embargo, los multiplicadores desempefian un
papel importante en el andlisis econdomico, en esta seccion se vera que el multiplicador mide la
sensibilidad del valor 6ptimo de la funciéon objetivo a los cambios en el lado derecho de las

restricciones y, como resultado, proporciona una medida natural del valor para recursos escasos
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en la maximizacion de problemas economicos. El multiplicador Lagrangiano, representado en la
ecuacion por A, representa la tasa de cambio en la utilidad relativa al cambio de restriccion de
presupuesto. En economia, esto se conoce como el valor o utilidad marginal, el aumento en la

utilidad ganada por un aumento de restriccion de presupuesto.

Para iniciar el anélisis, se toma el problema mas simple, el problema de dos variables y una
restriccion de igualdad. Es decir, maximizar f (x, y), Sujeto a g (x, y) = c. Si se considera a ¢
como un parametro que varia para cada problema. Entonces, para cada valor de c, se escribira
(x*(c),y*(c)) siendo esto para la solucién del problema, y escribir a A*(c) para el multiplicador
que corresponde a esta solucion. Luego, sea f (x*(c), y*(c)) el valor 6ptimo correspondiente de
la funcion objetivo. Se probara que bajo condiciones razonables que se mantengan por casi todos
los problemas de maximizacion restringida, 1*(c) mide la tasa de cambio del valor 6ptimo de f

con respecto al parametro c.

Prueba: A cada valor del pardmetro c¢ le
corresponde un punto 6ptimo, P(x*(c),y*(c)). z = fix,y)
En consecuencia, el valor optimo f* de la
funcion f, f*(c) = f (x*(c),y*(c)), también

depende de ¢, como se muestra en la siguiente

figura. -

. . r x C crece
Entonces, tiene sentido preguntarse (coOmo

gxy) =¢ g(xy) =c +Ac

cambia el optimo f* cuando el pardmetro ¢ se

incrementa en Ac?. Si Ac es suficientemente pequenio, el cambio en f* puede aproximarse por la
derivada

af () _ L€ 80) — F7(C)

dc Ac—0 Ac

La cual sera utilizada para derivar la funcion lagrangiana £, como se quiere ver que tanto afectaria

el cambio del parametro c, es necesario incluirlo como una de las variables de la cual dependa la
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funcién lagrangiana para poder analizar su cambio por medio de la derivada, esto es: £ (x, y, A)

=fxy)+A(c-g ().

Se toma como solucion los puntos (x*(c),y*(c), A*(c)), el Lagrangiano quedaria de la siguiente
forma: L*(x*(c),y*(c), 1" (c)) = f*(x*(c),y*(c)) + A" (¢) (c — g*(x*(c),y*(c))). Se puede
observar que la solucion para maximizar la funcién se logra en el punto £*(x*(c),y*(c)), y como
g*(x*(c), y*(c)) es una solucidn del problema, entonces se cancelaria y se haria cero al restar ¢
con g*(x*(c), y*(0)),
L (x*(€), y* (€, 4(©) = f(x (), ¥ () + A7(c)(0)
L(x*(0), (), A7) = f*(x*(0),y*(0))

Se observa que f*(x*(c),y*(c)) con L*(x*(c),y*(c),l*(c)) son la misma solucion del
problema. Luego se calcula la derivada parcial aplicando la regla de la cadena al Lagrangiano
con respecto a ¢ para obtener lo siguiente:

aL* odL*dx* odL*dy* o0L*0A* OL*dc

ac _ox  dc Tay  ac T ax ac | ac ac

Dado que se esta calculando las derivadas parciales del lagrangiano con respecto a c, todas las
derivadas parciales de las demas variables es cero; es decir,

aL* odL*dc odL* oL

ac _ dc %(:) ac _ dc @

Calcular la derivada parcial de la solucion del lagrangiano con respecto a c,
oL”
dc

=2"(¢)

Segiin el resultado que se obtuvo anteriormente en donde L*(x*(c), y*(c),l*(c)) =

f *(x*(c), y*(c)), entonces resulta:

af (x*(c),y" ()

Ale) = dc

Se concluye que:
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_af (@ df*(©)
~ dc  dc

De acuerdo con este resultado, el multiplicador de Lagrange A" representa la razon de cambio

A*

instantanea del valor 6ptimo f* (maximo o minimo) de la funciéon f al cambiar el parametro c.
Es importante sefialar que, para el caso de optimizacion con restricciones de igualdad, el
multiplicador A* puede tomar cualquier signo, independientemente de que se trate de un problema
de maximizacién o minimizacion. Ante un pequeio incremento de c, si A* > 0 se tiene que el
valor optimo de f (ya sea el maximo, o el minimo) se incrementa, y si A* < 0 éste decrece. A

continuacion, se muestra un ejemplo para ver la utilizacion y significado del multiplicador A*.

Ejemplo 3. Resuelva el problema de maximizacion:
max f(x,y) =9 —x? —y?
sax+y=4
El valor maximo de f se utilizard x + y = 4.01 como nueva restriccion para ver los cambios

que pueden ocurrir con un pequefio aumento en c.

Solucion: Usando la funcion lagrangiana £ (x, y,A) = f (x, y) + A (c- g (x, y)), se tiene:
Lo,y D)= 9-x*—y* + A4 —x—Y),

Derivando parcialmente con respecto a cada una de las variables, se tendran las condiciones de
primer orden correspondientes:

Lx=—2x—A= 0; Ly=—2y—ﬂ,=0; LA=4—x—y=()_

Luego, la forma matricial es la siguiente:

-2 0 -110
0 -2 -1(0
-1 -1 0 1-4

Aplicando el método de Gauss-Jordan:

1 0 1/210 1 0 1/2]0 1 0 0]2
[o -2 -1 o]@[o 1 1/2 o]@[o 10 2]
0 —1 1/21-4 00 1 l-4 00 1l-4
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Obteniendo los siguientes valores: x =2,y = 2,1 =-4
Sustituyendo en f:
f22)=9-2)-2)=f22)=9-4-4f(2,2)=9-8f(22) =1

Entonces, al resolver el sistema de ecuaciones, f* alcanzara su valor maximo, f* = 1, en el punto
(x*,y*) = (2,2), con A* = —4. Para estimar el nuevo valor maximo de f si la restriccion se

modifica a x + y = 4.1, se utilizara:

_df'(© _Af
T dc  Ac

A*
En donde: Af* = 1*Ac.

Grafica de la funcion 9-x*2-y

Tomando el multiplicador de A" = —4

10

N “~100 S ~ = ~

evaluado en el optimo inicial, se observa
que Ac = 4.01 - 4 = 0.01, obteniendo 1
Af* = (—4)(0.01) = —0.04. Asi, al ©
incrementar ¢ de 4 a 4.01, el maximo de
f disminuye (1* < 0) aproximadamente

en 0.04. De esta manera, el nuevo N

maximo seria f*=1+Af"=1-

0.04 = 0.96, aproximadamente.

Ejemplo 4: Resuelve el siguiente problema de maximizacion de la produccion P(L, K) sujeto a
una restriccion presupuestal, Max. P(L,K) = 50L%/3K'/3; s. a = 100L + 300K = 45000.
Donde: L denota el trabajo y K el capital. ;Como afectaria la produccion maxima un ligero

incremento presupuestal a partir de 450007

Solucion: Dado que el problema describe cada variable, se usa la funcion lagrangeana para
resolver el problema, siendo la ecuacion £ (x, y,A) =f (x,y) +A(c-g (x,¥)):
L(L,K,2) = 50L%3K'/3 + 2(4500 — 100L — 300K)
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! |

Derivando parcialmente con respecto a cada
una de las variables obteniendo las siguientes

condiciones de primer orden correspondientes:

P(L,K) = const

ST om0
Jl00L + 300K = 45000 50 /L\2/3
(L*K*) LK = ?(E) —3004 =0 (2)

L£; = 45000 — 100L — 300K = 0 (3)

Estas ecuaciones se conocen en economia como
condiciones de equimarginalidad, que expresan que en el Optimo se da la tangencia de la

ecuacion de restriccion presupuestal con alguna curva de nivel de la funcion de produccion.

Utilizando el método de igualacion en las ecuaciones (1) y (2):

1 1
100 (K)i 004 = 0> 100/ 100 <K)§
3 \L B 3
1 1
., 100 (1{)5 ., 1([ K3 @
Si=—-—— (- © =—| —
3(-=100) \L 3\ 1L
L3
Despejar (2):
2 2
> (L)3 3001 = 0 & —3001 = SO(L)3
3 \K B -~ 3 \K

2 2 2
. 50 <L>§ . 1 (L)§ . 1 (L3 )
Sil=—-——-7|=]) &SA=—|=) e1=—|—
3(=300) \K 18 \K 18 K;

Igualando (4) y (5):

1 2
1({k3\ 1(13 12 12 12 12
§ - = E — (=" 18(K3)(K3) = 3(L3)(L3 & 18K3'3 = 3L[3'3
L3 K3
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1+2 1+2 3 3

<:>18KT=3LT<=>18K§=3L§<=>18K=3L<:>L=13—8K:>L=6K 6)

Sustituyendo (6) en (3):
45000 — 100(6K) — 300K = 0 < —600K — 300K = —45000 < —900K = —45000
—45000

SK=—-—"K=50
—900

Sustituir K = 50 en (3):
45000 — 100L — 300(50) = 0 < —100L = —45000 + 300(50)

—30000
< —100L = —45000 + 15000 & —100L = —30000 &< L = W — L =300

Sustituyendo K = 50 y L = 300 en (4):

> A= = 0.183440

1
3V6

Entonces, la produccion maxima serd la
siguiente:
P*(300,50) = 50(300)%/3(50)/3
P*(300,50) = 8254.82

Cantidad de Trabajo L

100 150 200 250 300 350

50

Como A*>0, un ligero incremento

0

presupuestal a partir de 45000 generaria un ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
(o] 10 20 30 40 50 60

incremento en la producciéon maxima. Cantidad de Capital K

Ejemplo 5: Resuelva el siguiente problema de minimizaciéon de costo C(L, K) sujeto a una
restriccion de produccion,

Min. C(L,K) =wL + 1K

11
s.a LzKz2 =(Q
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Donde: L denota el trabajo, K el capital, w el salario, r la tasa de interés y Q el nivel de produccion
w, 7 y Q constantes positivas. ;Coémo afectaria al costo minimo un ligero incremento en la

produccion a partir de Q?

Solucion: Descritas las variables en el problema se sustituyen los valores en la funcion

lagrangeana Ly, )=fxy)+A(c-g&xY)):
L(L,K,2) = wL+71K + A(Q — LY?2K'/?)

Derivando parcialmente, las condiciones de primer orden correspondientes son las siguientes:
1

L, =w—%,1<§)7=0 (1)

1
1 L\2
e=r—22(f=0 @
11
L;=0-12ZKi=0  (3)

Luego, se despeja A en cada una de las ecuaciones (1) y (2):

De ecuacion (1):

1 1 1 1
1A(K)i—0<:) IA<K>E— (:)A(K)E— 2) @A(Kf—z
WM\t T 2\r) =7V L) = w L) — W
1
A=2 (L)E 4)
[=4 = WK

De ecuacion (2):
=3 -0 —3 () = o A - —or o A -2

1
2

o A=<§) 2r (5)

Se iguala (4) y (5):
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oL=— (6), K=— (7)
w r
Se sustituye (6) en (3):
1 1 1 1
rK\2 1 rK\2 1 rK\2 1 ryz 11
Q—(—) K2=0<=>—<—> K2=—Q<=>(—> K2=Q<=>(—) K2Kz = Q
w w w w
r 3 1.1 rl 1+1 rl 2 r 1
2 1.1 Nz L N2 2 N2
o (@ ritee (FF=0e (D) Kiz0= (D k=0
1
oK Q(K)Z@K -0 =
r r
Se iguala (7) en (3):
1 1 1
L%(WLY—O(:) L%(WL)E_ <:>L%<WL)§_ :)L%L%(W)E—
Q ) = —) =-0Q —) =0 ~) =¢
1 1 1
2 2

o 172 (%)% =Qe L%(

@L:Q(%)E@LEQ\/%

3
~

Sustituir L* = Q \/é y K*=Q \/E en (4) y se obtiene lo siguiente:
1

Qw f )2

w WA\S

f)) B ey
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N[ =

1 1

r2\2 7212 r% r2 11

A =2w — = 2w [(—)] =2W(—) =2w| —g | =2w*w 2 x712
w w w w2

1 1

1 1 1
2 =2wlzxrz = 2wz xrz = 2(wr)z = 2Vwr & A* = 2vwr

Para encontrar el costo minimo, se sustituye L* = Q \/; y K*=0Q \/g en la funcion C(L, K) =

cwwr=wfefZ]orfefd

Ejemplo 6: La funcion de produccion de Cobb-Douglas para un fabricante de software esta dada

wL + rK y queda:

por: f(x,y) = 100x3/*y*/* Donde x representa las unidades de trabajo a $150 por unidad y y
representa las unidades de capital a $250 por unidad. El costo total de trabajo y capital esta
limitado a $50,000. Hallar el nivel maximo de produccion de este fabricante. En economia, al
multiplicador de Lagrange obtenido en una funcion de produccion se le llama productividad

marginal del capital.

Solucion: Primero, se analiza que limitacion tiene el fabricante de software y este serd dato
servira para formar la funcion de restriccion del problema: g(x, y) = 150x + 250y = 50,000.
Dado que la funcién de produccion la brinda el problema, se ordenan las ecuaciones del
problema:
max f(x,y) = 100x3/4y1/4
s.a g(x,y) = 150x + 250y = 50,000

Aplicar la funcion lagrangeana £ (x, y,A) = f (x,y) + A (c - g (x, y)) para resolver:

L(x,y,2) = 100x3/*y*/* + 2(50,000 — (150x + 250y))
L(x,y,2) = 100x3/*y*/* + (50,000 — 150x — 250y)
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Se deriva parcialmente con respecto a cada una de las variables, el resultado de ello seran las

condiciones de primer orden correspondientes:
3 11
L, =100 <Z> x~4yl/%* — 1501 = 0 & 75x 4y — 1501 =0 (1)

1 3 3
Ly, =100 (Z) x3/4y=3/%* — 2501 = 0 © 25x2y 2 — 2501 =0 (2)

L; = —150x — 250y + 50,000 = 0 & 150x + 250y — 50,000 = 0 (3)

Resolviendo para A en (1):

1 1 1 1
11 11 75x 4y% x 4y4
75x 4y4 — 1501 =0 & 1501 = 75x 4yt © 1 = =
150 2
11
X 4y4
A= 4
— @
Resolviendo para A en (2):
3 3
3 3 3 3 25x4y 4
25x4y 4 — 2501 =0 2501 = 25x4y 1o )= W
3 3
x4y 4
S A= 5
o &
Se iguala (4) y (5):
11 3 3 10 1 5 3
x 2yd xay % 7} x2 1 3 3.1 4 4
Y S o T T o 10yat = 24473 & 10y3 = 203
2 10 -3 1
y 4 X 4

©10y=2x = x=5y (6)

Sustituyendo (6) en (3), se tiene

150(5y) + 250y = 50,000 < 750y + 250y = 50,000 < 1,000y = 50,000

50,000 50
Lt = =
Y =1,000
Se sustituye y = 50 en (6): x =50(50) =250
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Sustituyendo el valor de x = 250 y y = 50 en la funcion objetivo para obtener la produccion

maxima, £(250,50) = 100(250)3/%(50)/* ~ 16,719 unidades del producto.

Funcion de produccion de C

Se sustituye x = 250y y =50 en (4) y se

100

obtiene el valor A: -
250 X 50 i % o
4 4 o
A = —( ) ( ) =~ 0334’ § 8 |
:
Lo cual significa que por cada dolar -
adicional gastado en la produccion, puede
producirse 0.334 unidades adicionales del o ‘ : : : —
0 50 100 150 200 250 300
prOduCtO' Unidades de trabajo X
2.4. Condiciones de segundo orden

Continuando con la técnica central matemadtica en la teoria econdmica: la solucion de problemas
de optimizacion con restricciones. Anteriormente, se vid la formulacion lagrangiana de esa
solucion y el enfoque en su aspecto mas importante. Las condiciones de primer orden que forman
la base de un gran nimero de principios econdémicos. La condicién de segundo orden a menudo
puede ayudar a elegir un maximizador o minimizador del conjunto de candidatos que satisfacen

las condiciones de primer orden.

Las condiciones L, = 0, L, = 0y £y =0, son condiciones necesarias de primer orden para
los niveles Optimos de una funcidén sujeta a una restriccion de igualdad. Existen ciertas
condiciones bajo las cuales es posible asegurar que esos 6ptimos dan origen a un maximo o un
minimo de la funcion, conocidas como condiciones suficientes de segundo orden. A
continuacion, se describen los criterios correspondientes basados en un andlisis de la concavidad
o convexidad de la funcion lagrangeana £ (jno de f!), con respecto a las variables x, y y A. Para

resolver el problema de optimizacidn restringida de f, se tendrda que max f(x, y) sujeto a g(x,
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y) = c; es equivalente a resolver el problema de optimizacion libre de la funcion lagrangeana

asociada, £ (x, v, ) =f (x,y) + A (c-g (x,¥)).

En vista de ello, para utilizar los criterios de concavidad o convexidad inherentes a problemas de
optimizacion libre, es claro que estos deben aplicarse a la funcion lagrangeana £ y no a la funcion
objetivo f. La busqueda de extremos locales es un problema sencillo cuando f y g son
doblemente diferenciables. En ese caso, es posible definir una matriz hessiana H, para la

lagrangeana £ con respecto a x, yy A.

LAA LAX Lhy 0 —9x —Yy
Hy = Lxn Lax ['xy ={—9x L £ Xy
Lyn Lyx Lyy —9y Lyx Ly

Como se establece lo siguiente, la clasificacion de los puntos criticos de £ se basa en el signo del
determinante |H |,

0 —9x —Yy 0 Ix Gy
|HL| = [—9x LXX ['xy = |9x LXX ny
—9y Lyx Ly 9y Lyx Lyy

evaluado en cada nivel optimo (x*, y*, 1%).

Ejemplo 7: Clasifica los puntos criticos del problema de optimizacion.
Optim. f(x,y) = x2 + y?
sax?+xy+y?=3

Solucion: Usar la funcion lagrangeana £ (x, y,A) = f (x, y) + A (¢ - g (x, y)) para encontrar
los puntos criticos de optimizacion:
Ly, )= x2+y% + 23— (x* +xy +y?))
L(x,y,1) = x2+y? + A(B—x%—xy —y?)

Derivando parcialmente las siguientes condiciones de primer orden correspondientes:

L,=2x—-22x—-y=0 (1)
L,=2y—Ax—-2y=0 (2)
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Ly=3—-x2—xy—y?=0 (3)
Para saber si el resultado es un maximo local o minimo local con el Hessiano, primero se debe
encontrar las condiciones de primer orden del lagrangiano y ademads calcular los valores de cada

una de las variables que conformen el problema de optimizacion.

Despejar A en (1):
2x —2x—Ay=0 2x—-Ay=-2x 2 A(-2x—-y) = —2x

—2x 2x
S A=— A=
—2x—y 2x +y

(4)
Despejar A en (2):
2y —Ax =2y =0 & —Ax — 24y = =2y & A(—x — 2y) = =2y

—2y 2y
e S TR

Igualando (4) y (5):
2x 2y
2x +y  x+2y

= 2x(x+2y) =2y2x+y) = x(x+2y) =y(2x +y)

sxt+2xy=2xy+ylexl=yleoxl-y?=0 x+y)x—-y)=0
x+y=0 V x—y=0x=-y V x=y (6)

Primero igualar (6) cuando x = y en (3)

-3
3—x2_(x)(x)_x2:0@_x2_x2_x2:_3@_3)62:_3@)62:__3
oxl=1ox=1 Vv x=-1
Como se obtuvo en (6) que x = y, entonces tambieny =1 VvV y = —1.

Se sustituyex =1y y = 1 en (4):
oz 2 2
S 2x+y 241 2+1°

2
3

Ahora de (6) cuando x = —y se sustituye en (3):
3=(=»)?—(yy—-y*=0=3-y*+y? -y’ =0 —y? = -3
oy?=3ey=V3 v y=-V3
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Como x = —y quiere decir que, x = —V3 V x =+/3
sustituyendo x = V3 'y y = —V/3 en (4):

2v/3 2V/3 2v/3

SN U S B S

A partir de las condiciones de primer orden se obtienen 4 puntos criticos, los puntos serian (1,1)
y (=1,—1), con A = 2/3, y los puntos (v/3, —V3) y (—V3,V3), con A = 2. Se aplica el hessiano

para encontrar los puntos son los minimos locales y cuales son los maximos locales,

0 9x gy
|H Ll = |9x LXX ['xy
9y Lyx Lyy

Para aplicarlo se debe calcular las segundas derivadas parciales con respecto a cada una de las
variables, se necesitan en el hessiano y las primeras derivadas parciales de la funcion de

restriccion segliin sea necesario en el hessiano.
Se procede a analizar el punto (1,1) con 4 = 2/3,
Ly, =2-22, Lyy=—4; Ly, =2-21

Ly = =4 gx = 2x+Yy; gy =x+2y

Y se sustituyen las primeras y segundas derivadas parciales en el hessiano,

0 gx gy 0 2x+y x+2y
gy Lyx Lyy x+ 2y —-A 2—21

Se sustituye el punto (1,1) con A = 2/3,

0 200+ (1) 1+42(1) 0 241 142 0 3 3

2 2 241 25 2| |3 2 _Z

|He| = 2 +1 2_2<§> 3 = 3 3| = 3 3
2 2 142 -2 Y |3 2 2

1+2) -3 z—z<§) . . 3
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Aplicar el método de Cramer para encontrar el determinante de la matriz 3x3 obtenida,

0 3 3
3 2 2 E _E 3 _E 3 E
|H,| = 3 3|=0f3 J2l-3| Jj|+3] 3
2 2 - 3 = 3 =
3 -2 Z
3 3 3 3 3 3

=0 Q)-()o)+(0(D)-Go)
|H | =-32+2)+3(—-2-2)=-34)+3(—4) =-12-12=-24
|He|=—24

Ahora se sustituye el punto (v/3,—v/3) con A = 2,

0 ogx gy 0 2x+y x+2y
gy Lyx Lyy x+2y —-A 2—21

0 2V3—-+3 V3-2V3 0
|Hel =123 -3 2-2(2) —2 |=|v3 2-4 =2
V3-2V3 ~2 2-22)1 |-v3 -2 2-4

0 V3 —3
|Hel=1+V3 -2 =2
-3 -2 =2

Y aplicar el método de Cramer para resolver la siguiente matriz 3x3 obtenida:

0 V3 —V3
~ _alm2 =2l _=|V3 -2|, A V3 -2
|He| = _\/\/5§ :g :; —0|—2 —| \/§|—\/§ —2|+( \/§)|—\/§ —2|

IH| = —V3 ((V3)(=2) = (-2)(=V3)) = V3 ((¥3)(-2) - (-2)(-V3))
|He| = —V3(=2V3 = 2v3) = V3(-2V3 - 2V3) = —V3(-4V3) - V3(4V3)

IH| = —V3(—4V3) — V3(—4V3) = 432 + 4y/32 = 4(3) + 4(3) = 12 + 12 = 24
|He| = 24
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Obteniendo los siguientes resultados:
Grafica de la funcion x*2+y”

RN
\\

10

|H:(1,1,2/3)] = |H(—1,-1,2/3)| = —24
|H.(V3,—V3,2)| = |H.(—V3,V3,2)| = 24

5

Se concluye que (1,1) y (—=1,—1) son T

minimos locales, puesto que el determinante @ |

del hessiano es menor que cero, mientras que _

(v/3,—V3) y (—=V/3,/3) son maximos locales T

porque el hessiano en mayor que cero. < K

2.5. Problema Primal y Problema Dual

Para la resolucion de problemas de dos bienes y con funcion de utilidad, donde el consumidor
trata de maximizar su utilidad o minimizar sus costos suponiendo que hace uso de la funcion de
produccion de Cobb-Douglas y dependera de tres parametros : A, a y . La maximizacion esta

condicionada a la restriccion presupuestaria que depende de otros parametros P, , B, y c.

Entonces, se puede definir el problema primal y dual como:

Primal Dual
Maximizar U = AL*KF Minimizar PX + B)Y
Sujeto a PX+PRY=c sujeto a AL*KB = U,

Ejemplo de problema primal: Un consumidor se enfrenta al consumo de dos bienes cuyos
precios son: P, = 10 y P, = 40. Su renta monetaria es 600 y su funcion de utilidad U = XY +
30X. Encontrar las demandas Optimas.

Max U = XY + 30X

s.a10x + 40y = 600
Solucion: Usar la funcion lagrangeana £ (x, y,A) = f (x,y) + A (c - g (x, y)) para encontrar

los puntos criticos de optimizacion:
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L,=y+30—10A=0 (1)
L,=x—40A=0 (2)
L, =600—-10x—40y =0 (3)
Despejar para A en (1):
y + 30

y+30-10A =0 —10A=—y—30 & A = (4)

Despejar para A en (2):
x
—40A=0=A1=— (5
x 70 ©

Se igualara (4) y (5):

y+30 X 44120
= — = *
10 40 =% *)

Se sustituira (*) en (3):
600 — 10(4y + 120) — 40y = 0 & 600 — 40y — 1200 — 40y = 0

15
(:)—600—80y=0<:>y=—7

Se sustituiray = — 12—5 en (x):
15
X = 4(—7)+ 120 = -30+ 120 =90
Entonces, su utilidad maxima sera:

15
U=XY+30X =(90) (— 7) +30(90) = 2,025

Asi, el nimero unidades de cada bien que maximiza la utilidad a 2,025 unidades monetarias son
x=90yy=— 12—5

2.6. El caso multidimensional

Es facil generalizar los resultados anteriores al caso multidimensional, correspondiente a la
optimizacion de una funcion de n variables sujeta a m < n restricciones de igualdad,
max./min. f(xq,...,x,)

s.a.g1(%q,..., %) = €4

Im(X1,-o,Xp) = Cpym < .
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Es importante sefialar que el nimero m de restricciones debe ser estrictamente menor al niimero
n de variables. De otra manera, si m = n el sistema de ecuaciones podria tener una solucion
unica, por lo que no habria grados de libertad para llevar a cabo la optimizacion, o bien, si m >
n habrian mas ecuaciones que incognitas y el sistema podria ser inconsistente (no existiria

solucion posible).

La condicién anterior de tangencia en el punto optimo, Vf = AVg , se generaliza ahora
requiriendo que, en ese punto, el gradiente Vf de la funcion f sea una combinacion lineal del
conjunto de gradientes {V g4,...,V g,,} de todas las restricciones. En otras palabras, en el 6ptimo
debe verificarse Vf = A,Vgy ++ 4,V gm,endonde 14,.., 4,, € R son los multiplicadores
de Lagrange correspondientes a las restricciones gq,..,9m. La existencia de estos
multiplicadores s6lo estd garantizada cuando el conjunto de gradientes {Vg;} en el optimo es
linealmente independiente, lo que se conoce como la cualificacion de las restricciones. Cuando

esta condicion no se cumple el método de Lagrange puede fallar.

Se necesitan los siguientes pasos para poder resolver este método cuando se tenga una funcion
objetivo con varias funciones de restriccion.

max./min. f(x)

s.a. gi(x) = ¢;
con j=1,..,m. Si el conjunto de gradientes {Vg;(x*)} en el Optimo es linecalmente
independiente, entonces existen 13, ..., Ay, € R tale que (x*, ") es un punto critico de la funcion

lagrangeana

L(x,A)=f(x)+ 7\1(01 - gl(x)) + 7\2(02 - gz(x)) + -+ Am(cm - gm(x))

Es decir,
L6, = F@ + ) (g - gi).
j=1

En este caso, las n +m condiciones de primer orden para la funcion lagrangeana son
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r 0l af 094 0gm

x4 - 0x4 ~M dx, T A 0x, =0
X : (n ecuaciones)
al 0 0 0
\dx, OJx, 0x, 0x,
( dl
6_7\1 =c—g:1(x1,., %) =0
: (m ecuaciones)
ol
\m =Cmn— Gm(X1, e, X)) =0

Las primeras n ecuaciones equivalen a la condiciéon Vf = Z’Jf’lzl AjVg; y las restantes son las m
ecuaciones de restriccion, g;(x) = ¢;. Al resolver el sistema de n + m ecuaciones se obtienen

las n coordenadas del punto 6ptimo, x5 , ..., X, y los m multiplicadores de Lagrange, A, ..., .

El significado de los multiplicadores A4, ..., 4,, es similar al caso de una sola restriccion. En el
caso multidimensional, a cada valor del conjunto de parametros ¢ = (cy, ..., ;) le corresponde
un punto optimo, P(x*(c),y"(c)). En consecuencia, el valor 6ptimo f*de la funcion f, sera
f*(c) = f(x*(c),y*(c)), que también depende de c. Utilizando las n + m condiciones de primer

orden anteriores, se tendrd que

PR CD)

J .
a¢;

paracadaj = 1,...,m. Asi, 4; representa la razon de cambio instantanea del valor 6ptimo f*

de la funcién f al cambiar el pardmetro c;.

Por ultimo, para clasificar los extremos locales y globales del problema puede utilizarse un
criterio de signos para la matriz hessiana de £, que es una matriz de (n + m)X(n + m). Debido
al tamafno de esa matriz, este método de clasificacion suele resultar bastante complejo. Sin
embargo, en muchas de las aplicaciones de interés es facil identificar un extremo global,
simplemente argumentando sobre la concavidad o convexidad de £, de acuerdo a las siguientes

condiciones.

Sea (x*, 1) un punto critico de la funcion lagrangeana £L(x, 1). Entonces,
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a) L es concava con respecto a X = f tiene un maximo global en x.

b) L es convexa con respecto a x = f tiene un minimo global en x.

Ejemplo 8: Considere el siguiente problema de maximizacién f(x, y, z) = xyz en el conjunto

de restricciones definidas por:

Solucion: A diferencia de los problemas anteriores, se observan

—
dos restricciones definidas con una funcion objetivo de tres ]
variables. Geométricamente, el conjunto definido por g; formaun § [
cilindro ¢, paralelo al eje z del eje y. El conjunto definido por g, Sy, /
es el plano ¢, paralelo al eje y, entonces el conjunto de restricciones
real ¢,, es la intersecion de ¢; y ¢, (Véase la ilustracion de la N
derecha). Para resolverlo se usa la ecuacion que previamente se Tlustracién del conjunto

de restricciones

definio, L(x,2) = f(x) +A(c; — 91(0)) + A3(c; — g2(X)) +
et ?\m(cm — Im (x)) luego se sustituyen los valores que brinda el problema,
L(x,y,2,A,45) =xyz+ 1,(1— (2 +y2)) + A,(1 = (x + 2))
L0y, z,A,4) =xyz+ 4{(1—x%*—y?) + A,(1—x —2)

Derivando parcialmente con respecto a cada una de las variables, para obtener las condiciones

de primer orden correspondientes:

Ly=yz—-2lhx—21,=0;, L, =xz-21Ly=0; L,=xy—21,=0
L, =1-x*-y*=0; L, =1-x-2z=0

2

resolver la segunda ecuacion de las condiciones de primer orden para A4

—Xz Xz
xz—2/11y=0<:>—211y=—xz(:>11=_—2y(:>1125

Y por ultimo resolver la tercera ecuacion de las condiciones de primer orden para A,

xy—JA, =0 14, =xy
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Estos dos valores obtenidos de A, y 4, se sustituyen en la primera ecuacion para obtener,
x%z

Xz
yz—2(5>x—xy=O=>yz—7—xy=0=>yzz—xzz—xy2=0 ©)

Luego, resolver la cuarta ecuacion de las condiciones de primer orden para y? en terminos de x?2,
es decir, 1 —x?2 —y?2 =0 & y? =1 — x2. Y la ultima ecuacion de las condiciones de primer

orden para z en términos de x; esdecir, 1l —x —z=0&2z=1—x.

Estas dos ecuaciones encontradas para y? en terminos de x y z, en terminos de x se tiene, se
sustituira en (*) y se obtendra la nueva ecuacion,
1-x>)1-x)—x*(1—x)—x(1—-x%)=0
A-x)A-%)—-x*A—-x)—x(1—-x)(1+x)=0

Para facilitar la solucion, se divide esta ecuacion por (1 — x) y se obtendra lo siguiente:
1-x*)—x>—-x(1+x)=021-2x>—-x—x*=0& -3x2—-x+1=0
©3x2+x—-1=0

Resolviendo este sistema de ecuacion cuadratica:

x=%(—1+\/§) \% xzé(—l—\/ﬁ)

Que es aproximadamente x = 0.4343 y x = —0.7676, se introducen estos datos en las
ecuaciones de restricciones para calcular los valores de y y z.

Para x = 0.4343,

y2=1-x2oy=+J1-x2 o y=14/1-(04343)2 © y = +0.9008
Luego para x = —0.7676

y =+yJ1—x% = +/1—(-0.7676)? & y = +0.6409

calcular los valores de z, primero con x = 0.4343,

z=1—-xe2z=1-0.4343 =0.5657 & z = 0.5657
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parax = —0.7676
z=1-x©2z=1-(-0.7676) =1+ 0.7676 = 1.7676 < z =1.7676

De esta manera se han obtenido todos los candidatos para maximizar el problema los cuales son:
x = 0.4343 y = +0.9008 z = 0.5657
x =—0.7676 y = 1£0.6409 z=1.7676

Y se evaluan cada uno de los posibles puntos que maximizan la solucion del problema propuesto.

Primer punto: (0.4343, 0.9008, 0.5657)

£(0.4343, 0.9008, 0.5657) = (0.4343)(0.9008)(0.5657) = 0.2213
Segundo punto: (0.4343, -0.9008, 0.5657)

£(0.4343,-0.9008, 0.5657) = (0.4343)(-0.9008)(0.5657) = -0.2213
Tercer punto: (-0.7676, 0.6409, 1.7676)

f(-0.7676, 0.6409, 1.7676) = (-0.7676)(0.6409)(1.7676) = -08696
Cuarto punto: (-0.7676, -0.6409, 1.7676)

f(-0.7676, -0.6409, 1.7676) = (-0.7676)(-0.6409)(1.7676) = 08696

Analizando cada resultado de los puntos evaluados en la funcion, el punto que logra maximizar
el problema es:

x =—0.7676 y = —0.6409 z=1.7676

2.7. Cualificacion de las restricciones: ;cuando falla el método de

los multiplicadores de Lagrange?

Hasta este momento se ha encontrado la solucion de poblemas de optimizacidén con restriccion
de igualdad, pero como todo método tiene que cumplir ciertas condiciones para que pueda

funcionar. El método de los multiplicadores de Lagrange para el problema de optimizacion
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restringida de f (xy, ..., x,,) sujeto a g;(xy, ..., Xp) = ¢j,j = 1, ..., m, se basa en el cumplimiento

de la llamada cualificacion de las restricciones, Vf™* = A1Vg; + - + 15, Vgm.

Para que esta condicion se cumpla es necesario que el conjunto de gradientes en el Optimo
{Vgi, ..., Vgnm} sea linealmente independiente. Cuando esto no sucede, es posible que el método
de Langrange no te permita obtener ninguno de los candidatos a dptimo, o bien, que no te dé

todos los candidatos posibles.

En el caso particular de la optimizacion de una funcion de dos variables f(x, y) sujeto a una sola
restriccion g(x, y) = c, la cualificacion de las restriccciones se reduce a la condicion de

tangencia: Vf* = A*Vg~.

Esta condicion no se cumple cuando el 6ptimo restringido (x*, y*) del problema coincide con un
punto critico de g (Vg = 0), a menos que este 6ptimo también sea un punto critico de f(Vf =

0), como se ilustra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 9: Encuentre la solucién del problema,
max f(x,y) =-y
sayl—x2=0
Solucion: Usando la funcion lagrangeana £ (x, y,A) = f (x,y) + A (c- g (x, ¥)):
Lix,y, )= =y + Ax*—y°)
Derivando parcialmente con respecto a cada una de las variables, se obtienen las siguientes

condiciones de primer orden correspondientes:

L, =20x=0 (1)
L,=-1-31y2=0 (2
Ly =x2—y3=0 (3)

despejando A en (1), obteniendo lo siguiente:
2Ix =0 1=0 4)
despejando A en (2):
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—1—3/1y2=0(:>—3/1y2—1<:>1=—§ (5)
igualando (4) y (5):
3y?
Multiplicar la ecuacién por —3y3 y=0

sustituir y = 0 en (3):

xX—-y3?=0ox*-(0P=02x2=0x=0

Es facil de verificar que no existe solucion a
este sistema de ecuaciones, por lo que
erroneamente se puede concluir que en este
problema f no se maximiza. Sin embargo, si
se grafican las curvas de nivel de f, dadas por
—y = const, y la curva de restriccion y =
x?/3 se observa que la funcion f alcanza su

maximo en el punto (0,0).

el il

H\' '/};am'r -H\ / 'ff
—\ 7 ;
nx :

0 X

f#i 7d=0 i

Grdfica de curvas nivel en la funcion f

El método de Lagrange falla aqui, ya que no se verifica la condiciéon Vf* = A*Vg*. Como el

optimo (0,0) es un punto critico de g, pero no de f. Como el 6ptimo Vf* # 0y Vg* = 0. Por lo

tanto no existe A" tal que Vf™* = A*Vg*.

Grafica de la funcion -y

10

-10

Ejemplo 10: Encuentre la solucién al problema
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max f(x,y) = —x% — y?

s.ay3—x?=0.

Solucion: Aplicar la funcién lagrangeana £ (x, y,A) = f (x,y) + A (c- g (x, y)):
Ly, ) =—x*=y*+ 20— (y° —x?))
L(x,y,1) =—x?—y2+ A(x?—-y3)

Derivando parcialmente con respecto a cada una de las variables, las siguientes condiciones de
primer orden correspondientes:

L, = 2x+2lx=02x(A-1)=0 (1)

L, =-2y—-3y*=y(-2-31y) =0 (2)

Ly=x?>—y3=0 (3)

Despejando 4 en (1):
2x(A-1)=02x=0 V 1-1=0& x=0 v 1=1

despejando A en (2):
y(=2-31y)=0ey=0 v —-2—-31y=0

oy=0 VvV 3ly=2y=0V ,1=—32—y

Como y = 0, 4 no existe. Es facil de verificar que este
5 273 sistema de ecuaciones si tiene solucién, y ésta ocurre en el
I punto (0,0), que es la misma que se obtiene a partir de un

analisis grafico.

max X Aqui no falla el método, ya que si se verifica la condicion

Vf* = A"Vg*, es decir el optimo (0,0) es un punto critico

tanto de g como de f. Como el 6ptimo Vf* = Vg* = 0, por

lo tanto se cumple la condicion Vf* = A*Vg* para todo valor de A*.
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Este tipo de dificultades suele ocurrir cuado el 6ptimo restringido (x*,y*) de f coinciden con

algin punto cuspide de la curva de restriccion g(x, y) = ¢, en donde no esta definida la curva

dy/dx. La cuspide se origina en el hecho de la funcion z = g(x, y) tiene un punto critico a lo

largo de la curva de nivel g(x, y) = c. En efecto, a lo largo de la curva de nivel g(x, y) = ¢ por

el teorema de la funcion implicita se tiene:

d
dy _ 52 (x,y)

dx 0
ey

Cuando el 6ptimo (x*,y*) es un punto critico de la
funcion z = g(x, y), entonces Vg(x*,y*) = 0. Por lo

tanto:

9ag ., .~ _099 . . _
a(x:}’)—a(x:}’)—o >

Como (x*,y*) estd en la curva g(x, y) = c, se tiene

g(x*,y*) = ¢, de modo que:

a * *
dy () o
dx 09 , . . 0
@(x;}’)

Grafica de la funcion -x*2-y”/

Por lo tanto, la derivada dy/dx no esta definida en (x*,y*) y la curva g(x*,y*) = c tiene una

caspide en (x*, y*).

e,
9

%

dyldx -~
/ gyl =c

~

punto crifico de z = gix,y)

X

En resumen, los candidatos a Optimo para el
problema de optimizacion restringida con los puntos
criticos de la funcion lagrangeana L(x, y, A) asi
como los puntos criticos de la funcion de restriccion
g(x, y), en donde posiblemente se viole Ia

cualificacion de la restriccion Vf* = A*Vg*.
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CONCLUSION

De acuerdo al anélisis realizado en este breve estudio, con uno de los métodos de optimizacion
conocido como el método de multiplicadores de Lagrange, y especialmente aplicado en el area
de la economia, se ha comprobado que este método de optimizacion con restriccion de igualdad
representa un pilar fundamental en la solucion de problemas aplicados a esta ciencia muy usada
en nuestro mundo, aportando formas para encontrar maximos y minimos de una funcion objetivo
sujeta a ciertas restricciones y su consecuente analisis de sensibilidad 6ptimo respecto a cambios

de restriccion.

Se proporciond la base matematica y analitica de problemas que generan algunas superficies
cuadraticas, cubicas y curvas de nivel para distintos valores, las que se visualizaron con la
habilidad de un ambiente computacional usando el software “R” identificando los puntos criticos
donde las funciones se maximizan o minimizan, estos resultados se observan graficamente en
varios ejemplos usando el método en estudio. Ademds de R, también se usé el software

“Inkscape” para crear las imagenes usadas en el documento.

Ademas, se mostré como se aplican los modelos matematicos para representar teorias y analizar
problemas con los que a diario nos encontramos y algunas veces resolvemos empiricamente. Se
comprueba como la matematica va mas alla de formular ecuaciones con rigor y generalidad,
dando la posibilidad de formar soluciones significativas y comprobables. Podemos inferir que
una persona tiene una base empirica para tomar decisiones sobre la maximizacion continua de la

utilidad teniendo en cuenta los cambios de las restricciones que pueda tener.

Se analiza este método matematico con el proposito de verlo como una oportunidad de aplicarlo
en otras areas, dado que no se aplica Gnicamente en el area de la economia, también tiene su
aporte en otras ciencias (como fisica, quimica, astronomia, biologia, entre otras) en donde se
necesite la ayuda de la optimizacidn con ciertas restricciones. Cada estudio de éstos métodos
matematicos, ayudar a contribuir en el avance de esta ciencia brindando soluciones factibles a

distintos problemas para el beneficio y desarrollo de nuestro pais.
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RECOMENDACIONES

Al concluir esta tesis, hemos considerado como recomendaciones las siguientes:

A personas interesadas en general, que enfaticen el estudio de los métodos de optimizacion con
igualdades o desigualdades, para modelar y resolver problemas en distintos &mbitos; tanto en la
matematica pura que comprende el andlisis de las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker
generalizando los multiplicadores de Lagrange, como problemas aplicados que comprende la
programacion lineal y no lineal.

A los profesionales de distintas areas para que conlleven una comunicacion mas fluida con los
matematicos, pues es la forma en la que pueden ocurrir ideas para crear mas estrategias viables,
los cuales pueden implementarse en un lenguaje entendible para personas interesadas en €sta
area.

A la comunidad universitaria, que enfaticen el estudio de éste tipo de métodos y puedan crear
oportunidades aprovechando cada herramienta matematica, siendo hoy en dia este tipo de
métodos los mas usados por el potencial que encierran la optimizacion en el area de economia y
consideramos que conllevan un futuro prometedor, destacando asimismo el uso de software
matematicos durante el desarrollo de dichos problemas.

Al departamento de matematica, que considere la posibilidad de reforzar las clases en donde se

apliquen métodos de optimizacion.
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ANEXOS

El grafico de curvas de nivel de cada ejemplo se desarrolld con el programa “R”, el cual genera
graficos de contorno de las funciones presentadas. A continuacion, se brindan los codigos de las

imagenes de los ejemplos propuestos.

Codigo Funcion de Cobb-Douglas 2D:
CD = read.table (head=TRUE, text ="
Year P L K
1899 100 100 100
1900 101 105 107
1901 112 110 114
1902 122 117 122
1903 124 122 131
1904 122 121 138
1905 143 125 149
1906 152 134 163
1907 151 140 176
1908 126 123 185
1909 155 143 198
1910 159 147 208
1911 153 148 216
1912 177 155 226
1913 184 156 236
1914 169 152 244
1915 189 156 266
1916 225 183 298
1917 227 198 335
1918 223 201 366

1919 218 196 387

54



1920 231 194 407
1921 179 146 417
1922 240 161  431")

with (CD, plot (rep (Year,3), c (P, L, K), type ="n", xlab="Afo (afio base 1899)", ylab="Dinero
deflactado"))

with (CD, lines (Year, P, col=2, type ="b", Iwd=2))
with (CD, lines (Year, L, col=3, type="b", lwd=2))
with (CD, lines (Year, K, col=4, type="b", lwd=2))
title ("Funcion de produccion de Cobb-Douglas: Crecimiento de la economia en USA")

text (1910, 400, "P (rojo) produccion total (Valor monetario de todos los bienes producidos en un
afio)")
text (1910, 380, "L (verde) cantidad de trabajo laboral (numero total de personas-horas trabajando

en un afio)")

text (1910, 360, "K (verde) monto de capital invertido (valor monetario de toda la maquinaria, equipos

y edificios)")

Codigo del ejemplo 1:

X =seq (0, 20, len = 100) ; y = seq (0, 15, len = 50) ; f = function (X, y) ; x*(2/3)*y™(1/3) ; z=
outer (X, y ,f); contour (x, y, z) ; yO = function (x) ; (100-5*x)/3 ; lines (x, y0 (x), col=2, lwd =2,
Ity =2) ; points (13.33, 11.11, pch = 16, col=2) ; title ("Funcion de Cobb-Douglas") ; title (x lab
= "Cantidad del bien X", y lab = "Cantidad del bien Y")

Codigo del ejemplo 2:

X =seq (-20, 20, len =100) ; y=seq (-20, 20, len =100) ; f=function (x,y) 3*x+4*y-3;z
= outer (x,y, f) ; contour (x,y,z) ; y0=function (x) (25-(x-1)"2)"(1/2) ; lines (X, y0(x),
col=2,lwd =2, Ity=2) ; yl=function (x) -(25-(x-1)"2)*(1/2) ; lines (x, yl1(x), col =2,
lwd =2, Ity = 2) ; points (-2, -4, pch =16, col = 2) ; points (4, 4, pch = 16, col = 2); title ("Grafica
de la funcion 3x+4y-3") ;  title(x lab="x", y lab="y")

Codigos del ejemplo 3:
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X =seq (0, 10,len=100); y=seq (0, 10, len=100) ; f=function (x,y) 9-x"2-y"2 ;z=
outer (x,y, f) ; contour (X,y,z) ; y0=function(x) 4-x ; lines (X, yO(x), col =2, lwd =2,
Ity =2) ; points (2, 2, pch =16, col =2) ; title ("Grafica de la funcion 9-x"*2-y"2") ; title (x
lab="x", y lab="y")

Codigos del ejemplo 4:

K = seq (0, 60, len = 500) ; L = seq (0, 360, len = 500) ; f = function (K, L)
S50*LAN2/3)*KMN1/3) 5 z=outer(K, L, f) ; contour (K, L, z) ; yO = function (K) (45000-
300*K)/100 ; lines (K, yO(K), col =2, lwd =2, Ity =2) ; points (50, 300, pch = 16, col = 2);
title ("Funcion de produccion de Cobb-Douglas") ; title (x lab = "Cantidad de Capital K", y
lab = "Cantidad de Trabajo L")

Codigos del ejemplo 6:

X =seq (0, 260, len = 400); y =seq (0, 60, len =400); f= function (x, y) 100*x" (3/4) *y"
(1/4); Z = outer (x, y, f); contour (X, y, z); y0 = function (x,y); 150*x+250*y-50000; lines
(x, yO(x, y), col = 2, lwd = 2, Ity = 2); points (250, 50, pch = 16, col=2); title ("Funcion de
produccion de Cobb-Douglas™); title (x lab = "Unidades de trabajo", y lab = "Unidades de
capital")

Codigos del ejemplo 7:

X =seq(-10,10,len=100) ; y=seq(-10,10,len=100); f=function(x,y) x"2+y*2 ;
z=outer(x,y,f) ; contour(x,y,z) ; y0=function(x) (-xH(-3*x"2+12)"(1/2))/2;
lines (x, yO(x), col =2, lwd =2, Ity =2) ; yl =function(x) (-x-(-3*x"2+12)"(1/2))/2 ;
lines (x, yl1(x), col=2,lwd=2,1ty=2) ; points (1,1, pch=16,col=2) ; points (-1,
-1,pch=16,col=2) ; points ((3)*(1/2), -(3)*(1/2), pch=16,col=2) ; points(-
3)™(1/2), 3)M(1/2), pch =16, col = 2) ; title ("Grafica de la funcion x"2+y”"2") 5 title (x lab
="x",ylab="y")

Codigos del ejemplo 9:
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X =seq(-10,10,len=100) ; y=seq(-10,10,len=50) ; f=function(x,y) -y ; z
= outer (X, y, f); contour (x,y,z) ; y0=function(x) x°(2/3) ; lines (x, yO(x), col =
2,lwd=2,1ty=2) ; points(0,0,pch=16,col=2) ; title ("Grafica de la funcion -y") ;
title(x lab ="x", y lab ="y")

Codigo del ejemplo 10:

X =seq (-5, 5,len=100) ; y=seq (-5, 5,len=100) ; f=function(x,y) -x"2-y"2 ; z=
outer (x,y,f) ; contour (x,y,z) ; y0=function (x) x™2/3) ; lines (X, yO(x), col =2,
Ilwd=2,Ity=2) ; points (0,0,pch=16,col=2) ; title ("Grafica de la funcion -x"2-
y*2") 5 title (x lab ="x", y lab="y")
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