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RESUMEN

El objetivo de este proyecto es evaluar la férmula integral que describe el fenédmeno
de la difraccion de la luz, mediante series de Fourier. Se deduce en primera instancia
la integral de Kirchhoff para el célculo de los espectros de luz, pero dicha férmula al ser
incompleta, se generaliza obteniendo el modelo integral de Fresnel-Kirchhoff utilizado
para patrones de difraccion en campo cercano y lejano. En particular, se centra en el
segundo campo mencionado conocido como la difraccion de Franunhofer.

Palabras claves: Fourier, difraccion, Fresnel-Kirchhoff y Fraunhofer.
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CAPITULO 1
ASPECTOS INTRODUCTORIOS

1.1. Introduccion

Debido a los multiples campos de aplicacion de la difraccion de la luz, es necesario
enriquecer el conocimiento de las ciencias que aportan a su desarrollo (tales como la
Fisica y las Ecuaciones Diferenciales Parciales (E.D.P)), en sus diferentes ramas por
ejemplo: en la Microscopia (uso de lentes ampliando imagenes), ciencias astronémi-
cas (telescopios refractores) y medicina (rayos X).

La difraccion constituye una variable importante en el desarrollo de instrumentos
mejorando caracteristicas de ampliacién y resoluciéon de imagenes (microscopios) y
dispersion coherente del haz de rayos X. La medicion y el manejo del fendmeno exi-
gen el desarrollo y verificacién de las principales teorias que la sustentan, en ese
sentido, la presente investigacion contribuira con el enriquecimiento de la literatura
cientifica, tiene como finalidad deducir la férmula integral que describe el fenémeno
de la difraccion de la luz, mediante series de Fourier. Considerando a las funciones de
Green como base para el desarrollo y planteamiento de las ecuaciones diferenciales
a desarrollar.

Las series de Fourier toman su relevancia con el hecho de que debemos conside-
rar funciones armonicas, esto quiere decir, que obligatoriamente es necesario realizar
un analisis armonico. Dicho anadlisis se ocupa, a grandes rasgos, de la descomposi-
cién de funciones en tonos puros que se denominan armoénicos, son objetos que nos
recuerdan a las funciones cos(2mnz) y sen(2mnx) con n € Z, las cuales aparecen
en los desarrollos de Fourier clasicos.

Se pondra de manifiesto los aspectos fisicos y matematicos necesarios que expli-
can el desarrollo del fendmeno de difraccién, guardando el rigor matematico. Abarcan-
do desde la construccion de la integral de Poisson, que hace referencia a los proble-
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mas de contorno, hasta la obtencion de la férmula de Kirchhoff mediante el método de
promediacion y luego finalizar generalizando el modelo integral de Fraunhofer.

El problema referente a la difraccion de luz se encuentra relacionado con diversos
factores, pero principalmente se asocia con funciones especiales como las armonicas
que describen movimientos ondulatorios. En este contexto, los problemas de contorno,
tanto los interiores como los exteriores obligan a trabajar con regiones cerradas, don-
de puedan aplicarse las funciones de Green y de esta forma disminuir su complejidad.

Por lo cual, se pretende deducir cierta féormula integral que permita la facilidad en
los calculos de los fendmenos de difraccion, enfocado en los componentes de fisica y
Ecuaciones Diferenciales Parciales (E.D.P).

Contenido de los capitulos

En el capitulo |, se abordan los aspectos generales de la investigacion, tales como
los antecedentes de estudio, planteamiento del problema, justificaciéon y los objetivos
de la investigacion; en él se detallan los alcances de la presente investigacion en torno
al fenémeno de difraccion de la luz.

En el capitulo Il, se realiza una introduccion al analisis de Fourier abarcando la
deduccion de las series de Fourier considerando las series trigopnométricas de senos
y cosenos. Ademas, se abordan conceptos como el de luz, la consideracion de la luz
como una onda y un movimiento esencial que es el ondulatorio. También se considera
la propagacion de onda en la recta, el problema de Cauchy, la ecuacion de Laplace,
formulas de Green, propiedades de las funciones armonicas y se finaliza con la ecua-
cidén general con coeficientes constantes.

El capitulo I, detalla el tipo, disefio y fases de la investigacion para el desarrollo
tedrico y demostrativo de la teoria integral de Fraunhofer.

En el capitulo 1V, se plantea el problema de Cauchy en la esfera integral de Poisson
y mediante el método de promediacion se obtiene la integral de Kirchhoff. Luego se
generaliza dicha integral obteniendo el modelo integral de Fresnel - Kirchoff y conside-
rando una region de campo lejano resulta la difraccion de Fraunhofer.

1.2. Antecedentes de estudio
A través de los afos, surgieron diferentes avances en el campo de la 6ptica, pero
es de especial interés el ano de 1648 cuando Francesco Maria Grimaldi (1618-1663)

matematico y fisico italiano, realizé un experimento en el que dejé penetrar la luz del
sol en un cuarto oscuro a través de un pequeno orificio en una cartulina, descubriendo
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que la luz proyectaba una mancha de mayor tamano que la esperada si la propaga-
cién de la luz fuera rectilinea. En algunos otros experimentos observo que la orilla de
la sombra en lugar de estar bien definida, mostraba algunas franjas claras y oscuras.
Estos fendmenos los atribuyd debido a la naturaleza ondulatoria de la luz, a la que
Grimaldi le di6 el nombre de difraccion. En 1665, publicé sus observaciones en Physi-
comathesis de lumine, coloribus, et iride, alilsque annexis.

En 1678, el matematico, astronomo y fisico holandés Christian Huygens (1629-
1695), postuld que la luz era de naturaleza ondulatoria, partiendo del concepto de que
cada punto luminoso de un frente de ondas puede considerarse un nuevo frente de
ondas, a esta construccion se le conoce como principio de Huygens. Con base en es-
ta teoria present6 de forma cualitativa los fendmenos de reflexion, refraccion y doble
refraccion de la luz en su obra Traité de la lumiére.

El establecimiento definitivo de una teoria ondulatoria transversal de la luz mas
formal se obtuvo alrededor de 1823 gracias a Augustin Jean Fresnel (1778-1827),
fisico francés que contribuy6 a establecer la base matematica y conceptual de la teoria
ondulatoria de la luz , muestra que la difraccion puede ser explicada aplicando la cons-
truccion de Huygens.

Posteriormente en 1883 Gustav Kirchhoff (1824-1887) extendié los resultados
tedricos de Fresnel a un formalismo que se utiliza hoy en dia. En 1864, el fisico es-
cocés James Clerk Maxwell (1831-1879), se da cuenta de la relacion que existe en-
tre la electricidad, el magnetismo y la luz desarrollando la formulacion matematica del
campo electromagnético que se concreta en las famosas ocho ecuaciones de Maxwell.
Maxwell tuvo tanto éxito con su teoria que pudo explicar cualitativa y cuantitativamente
todos los fendmenos épticos y electromagnéticos conocidos hasta entonces.

En estudios recientes, Pablo Fernandez Gallardo (Madrid, Espana, 1997, Tesis
doctoral), su estudio se basé en la convergencia de las series de Fourier y su cone-
xioén con la cristalografia, concluyd que la difraccion por cristales es posible, utilizando
las series de Fourier, deduciendo férmulas integrales de difraccién y mostrando que
para que pueda llevarse a cabo el fendmeno cristalografico, es necesario, que la serie
de Fourier converja.

Claudia Rosario Muro Urista (Pachuca, Mexico, 2000, maestro en ciencias con
orientacion en la ensenanza matematica), su trabajo estuvo basado en la significa-
cion de la series de Fourier en el contexto del proceso de transferencia de masa, sus
observaciones estuvieron sustentadas en el modelo de ensefanza de las series de
Fourier, poniendo de manifiesto que la instrucciéon en el area de ciencias exactas tiene
fallas, porque los estudiantes no visualizan procesos simples, en series de Fourier que
son de gran relevancia. En este contexto, toma la transferencia de masa y formula un
modelo a seguir para otros docentes.
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Wanda Toloza Diaz (Bogota, Colombia, 2016, Maestria en ensefianza de las cien-
cias exactas y naturales), su trabajo estuvo orientado a la ensefianza de los fenome-
nos de difraccion e interferencia de la luz, a través de procesos experimentales, esta
investigacion arrojé una propuesta didactica para la ensefianza de los fendmenos on-
dulatorios de interferencia y difraccion de la luz con estudiantes de un centro educativo,
con materiales propios de la region.

Elizabeth Flores Garduno (San Luis Potosi, México, 2016, maestro en nanocien-
cias y materiales), realiz6 una generalizacion paramétrica de la espiral de Cornu en
difraccion dptica. A partir del formalismo matematico para el régimen de difraccion de
campo cercano para una abertura rectangular, se generalizé el parametro conocido
como numero de Fresnel como factor de escalamiento asociado al area de la misma
abertura rectangular dentro de los limites de integracion para calcular tanto la pertur-
bacion éptica como la irradiancia producida por este tipo de abertura.
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1.3. Objetivos de la investigacion

General
» Evaluar la formula integral que describe el fenémeno de la difraccion de la luz,
mediante series de Fourier.
Especificos

= Mostrar la solucion de los problemas de contorno en el circulo y esfera integral
de Poisson, auxiliandonos de series de Fourier.

= Determinar la férmula integral de Kirchhoff de los espectros de luz.

m Calcular la féormula integral de Fraunhofer que describe el fenédmeno de la difrac-
cién de la luz.



CAPITULO 2
MARCO TEORICO

2.1. Introduccion a las series de Fourier

2.1.1. Desarrollo historico

Fourier en su libro titulado Théorie analytique de la chaleur publicado en 1822,
expone la teoria matematica de las leyes de propagacion del calor, ademas, desde
el punto de vista fisico, Fourier fue el primero en deducir la ecuacion diferencial que
describe la difusion del calor e inventé el método de separacion de variables para
su resolucion, reconocio la potencia de este método. Fue también conocido por sus
trabajos sobre la descomposicion de funciones periddicas en series trigonométricas
convergentes llamadas ahora series de Fourier.

El problema de la representacién de una funcion en serie trigopnométrica tenia pre-
cedentes en el siglo XVIII. Fue con los intentos de resolver el problema de la cuerda
vibrante donde la influencia de la teoria de las series trigonométricas repercutio mas
tarde en la clarificacién de conceptos como: funcién, continuidad, integral, serie, con-
vergencia, etc. Por ello las series e integrales de Fourier constituyen un tema clasico
del analisis matematico. En épocas mas recientes, la integral de Lebesgue se desa-
rrollé en estrecha conexion con la teoria de series de Fourier y la teoria de funciones
generalizadas con las integrales de Fourier.

2.1.2. De las series trigonométricas a las series de Fourier

(Hsu, 1987) explica que las series de Fourier representan funciones definidas en
un intervalo de la recta o, equivalentemente funciones periddicas de la recta. Para re-
presentar funciones definidas en toda la recta y no periddicas. Podemos deducir estos
conceptos, a partir de la serie de Fourier.
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Se llama serie trigonométrica de periodo 27 a la serie de la forma

ao S

QL+ > iy (agcos kx4 by sen kx). (2.1.1)
Dada una funcién periddica de periodo 27 buscamos una serie trigonométrica

que coincida con ella. Supongamos que la serie (2.1.1) converge uniformemente en
[—m, 7] alafuncion f, por lo que se tiene la igualdad

flo) =924+ >77, (apcos kx + by sen kx). (2.1.2)

Luego, si integramos en [—r, 77|, por la convergencia uniforme y considerando que
las integrales de cos kx y sen kx son cero, obtenemos

f; f(x)dx = may. (2.1.3)
Multiplicando la igualdad (2.1.3) por cos kx e integrando en [—7?, 7r], tenemos que
[7_f(z)coskx dx = ay. (2.1.4)

Haciendo algo semejante para sen kx, obtenemos
[T f(z)sen ka dx = wby, (2.1.5)

Asi, los valores de los coeficientes de la serie en (2.1.2) son los siguientes (Bruzual
and Dominguez, 2003)

ar =L [T f(z)coskzdx (2.1.6)
bp =+ [T f(z)senkz du. (2.1.7)

Definicion 2.1.1 Dada una funcion integrable f, los numeros {ay, k = 0,1,2,...} y
{bk, k =0,1,2,...} dados en (2.1.6) y (2.1.7) se llaman coeficientes de Fourier de
f. La serie trigonométrica 2.1.1 construida con estos coeficientes se llama serie de
Fourier de f (Duoandikoetxea, 2003).

2.1.3. Funcion de periodo 2L

(Bruzual and Dominguez, 2003) explica que si consideramos funciones periddicas
de periodo 27. Si el periodo es 2L (periodo arbitrario),para su deduccion es necesaria
la siguiente definicion

Definicion 2.1.2 Sea f : R — R una funcién. Decimos que | es periédica cuando
existe un nimero real ", no nulo, tal que f(x + T') = f(x) paratodox € R. En este
caso se dice que T" es un periodo para f (Bruzual and Dominguez, 2003).
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2.1 Introduccion a las series de Fourier Capitulo 2. MARCO TEORICO

Sea f(t) = f(t + 2L), para aplicar a estas funciones la teoria anteriormente des-
crita para funciones de periodo 27, se efectuara un cambio de variable, el que conduce
a una nueva funcién tal que la nueva variable es de periodo 27r. Consideremos

L
t = —ux,
T
entonces 7
t)=f[~=
=1 (20)
si definimos

Claramente por definicion 2.1.2 la funcion g es una funcion periddica de ¢ de perio-
do 27 ya que

som = 1 (Lo m) = (L o) = 1 (L) = oo

Luego: para la funcion g(t) podemos usar los conceptos de Fourier para funciones
de periodo 27. Podemos escribir

L
gt)=f (—a:) = % + > re, (ak cos kx + b sen k).
s

siendo sus coeficientes:

1 T 1 T
ar =— [__g(x)coskxdr, by=—["_ g(r)senkzdz,
T

v

T
entonces, como x = Zt’

g <§t) —f <§%t> - =7 T <ak cos <k2t> + by sen (%))

Si el periodo es 2L, la serie trigonométrica toma la forma

rkx 7Tka:>

5 0 4 > ey <ak cos — -+ by sen —— (2.1.8)

L L
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Los coeficientes también se adaptan y quedan expresados como

= _f f(x cos,(”k"”) de, by = —f f(z) sen (”k“”) dr. (2.1.9)

2.1.4. Forma compleja de la serie de Fourier

(Hsu, 1987) explica que la forma trigonométrica de la serie de Fourier de una fun-
cion f, periddica de periodo L puede adoptar otra expresion en términos de funciones
exponenciales como se muestra a continuacion.

Aprovechando las formulas de Euler

e =cosx +i1senx, e ¥ =cosr—i1sencx

y las identidades trigonométricas

senf = —eieg‘;_w, cosf = —eiez‘f—ie
se tiene que
mikx _ mikx mikx _ mikx
COS WECE e L -|—2e L 7 sen WECB e L —25 7
de modo que

& i will/cw _ w’ill/c:r will/ca: _ w’ill/cx
kcos T2 + bysen T2 = qy | “——=F + by, | =
2 21

[ mwikx _ mikx . mikx _ mikx
ar le T +e L ) —ib,le L —e L

i mikx wikx mikx . ﬁikmi|

DO | =

are L +ape L —ibye L +ibge L

D=

Twikx

(a, —b) et + (ay, + iby) e—“i“}

N

sustituyendo ahora en (2.1.2) se obtiene

mikx mikx mikx mikx

e L +e L e L —¢ L

o) 00 .
f(x) = 5 + > ol Gk 5 + 1by, 5




2.2 Difraccion de la luz Capitulo 2. MARCO TEORICO

" mik . mikx
o 00 a — 10 ap + 10 —
7)) = 20 4 ° e L (2.1.10)
f( ) 2 Zk—l 2 2
Ahora definiendo
ao ap — Zbk ag + Zbk e
E = Cop, 9 = Cg, 9 — Ck
luego, como sen kr og impar y cos kz og par, para cualquier k£ € N, se tiene que
. L L
c_j = Cg. Porlo que
mikx mikx

fa)=co+ S [ae L +cpe L

0 equivalentemente

mikx mikx
flx) = co+pyae L +307 cpe L
mikx mikx
o+ Y e Lo+ e L
mikx mikx
= D hoae L +Z,;:1_OOC;€€ L
mikx
= ZZi_oocke L

Esta es la llamada forma compleja de la serie de Fourier o serie compleja de
Fourier.

2.2. Difraccion de la luz
Antes de iniciar el siglo XIX, la luz era considerada un flujo de particulas que eran

emitidas por un objeto observado o emanaban de los ojos del observador. Newton,
principal arquitecto del modelo de las particulas de la luz, afirmaba que éstas eran
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Capitulo 2. MARCO TEORICO 2.2 Difraccion de la luz

emitidas por una fuente luminosa y que estimulaban el sentido de la vista al entrar en
los ojos del observador. Con esta idea pudo explicar la reflexion y la refraccion.

En 1801, Thomas Young dio la primera demostracion clara de la naturaleza on-
dulatoria de la luz. Demostré que, bajo condiciones apropiadas, los rayos de luz se
interfieren unos con otros. Tal comportamiento no podia ser explicado en aquel tiem-
po por una teoria de particulas porque no habia forma imaginable en que dos 0 mas
particulas pudieran unirse y cancelarse entre si.

Desarrollos adicionales durante el siglo XIX condujeron a la aceptacion general del
modelo de onda de la luz, el resultado mas importante de la obra de Maxwell, quien
en 1873 afirm6 que la luz era una forma de onda electromagnética de alta frecuencia.
Hertz proporcion6 informacion experimental de la teoria de Maxwell en 1887 al produ-
cir y detectar ondas electromagnéticas.

Segun la teoria de Einstein, la energia de un foton es proporcional a la frecuen-
cia de la onda electromagnética. Por lo cual, debe considerar que la luz tiene doble
naturaleza: en algunos casos exhibe caracteristicas de una onda y en otras de una
particula. En este trabajo se investiga la naturaleza ondulatoria de la luz (Serway and
Jewett, 2009).

2.2.1. Movimiento ondulatorio, la luz como onda

Estos son ejemplos de movimiento ondulatorio en la vida diaria: el sonido produci-
do en la laringe de los animales y de los hombres que permite la comunicacion entre
los individuos de la misma especie, las ondas producidas cuando se lanza una piedra
a un estanque, las ondas electromagnéticas producidas por emisoras de radio y tele-
vision, entre otros.

Todos estos son ejemplos de movimiento ondulatorio y tienen en comun dos im-
portantes propiedades:

1. La energia se traslada a puntos distantes

2. La perturbaciéon marcha a través del medio sin que éste en su totalidad sufra
ningun desplazamiento permanente.

Los dos tipos principales son las mecanicas y las electromagnéticas. En el caso de
las ondas mecanicas, algunos medios fisicos se perturban; por ejemplo, en el punto
donde la piedra choca con la superficie del agua, se crean ondas. Estas ondas se
mueven hacia fuera, a partir del punto de creacion, en circulos que se expanden hasta
que alcanzan la orilla, los elementos del agua se perturban.

Las ondas electromagnéticas no requieren un medio para propagarse; algunos
ejemplos de ondas electromagnéticas son la luz visible, las ondas de radio, las senales
de television y los rayos X (Jewett and Serway, 2008).

11



2.2 Difraccion de la luz Capitulo 2. MARCO TEORICO

2.2.2. Generalidades del movimiento ondulatorio

El movimiento ondulatorio consiste en la propagacion de una propiedad fisica o
una perturbacion (variacion de alguna magnitud fisica) descrita por un cierto campo, a
través de un medio.

Definicion 2.2.1 En un movimiento ondulatorio se transmite o propaga una condicion
dinamica, esto es, cantidad de movimiento y energia (Jewett and Serway, 2008).

2.2.3. Ondas electromagnéticas

Campo magnético

/

Campo eléctrico

Figura 2.1: Representacion de una onda electromagnética que se mueve en la direc-
cién x positiva con una velocidad & (Serway and Jewett, 2009).

La figura 2.1 muestra los vectores de campos de una onda electromagnética. Los
campos eléctrico y magnético son perpendiculares entre si y perpendiculares a la
propagacion de la onda. Las ondas electromagnéticas son, por lo cual, ondas trans-

versales. Los campos de E) y ? estan en fase y, en cada punto del espacio y en cada
instante del tiempo, sus médulos estan relacionados por la expresion

E-CHB

Enfoque su atencion en La figura 2.1, la onda electromagnética que viaja en la di-
reccion x (la direccion de propagacion). Para esta onda, el campo eléctrico E esta en
la direccion y y el campo magnético B esta en la direccion z. Tales ondas, en que los

12
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campos eléctrico y magnético se restringen a ser paralelos a un par de ejes perpendi-
culares, se dice que son ondas linealmente polarizadas (Serway and Jewett, 2009).

La onda (véase la figura 2.2) se muestra en un instante de tiempo cuando el cam-
po eléctrico esta a lo largo de la direccion y y tiene su maxima magnitud y el campo
magnético esta a lo largo de la direccidon z, también con su maxima magnitud. Estos
campos solo dependen de x y t.

Imagine también que la fuente de las ondas electromagnéticas es tal que una onda
radiada desde cualquier posicion en el plano yz ( como puede sugerir la figura 2.2)
se propaga en la direccidn x y todas las ondas semejantes se emiten en fase. Si se
define un rayo como la linea a lo largo de la cual viaja la onda, todos los rayos para
estas onda son paralelos. A esta coleccion completa de ondas con frecuencia se les
llama onda monodimensional.

Una superficie que conecta los puntos de igual fase en todas las ondas es un
plano geométrico denominado frente de onda. En comparacion, una fuente puntual de
radiacion envia ondas radialmente en todas direcciones. Una superficie que conecta
puntos de igual fase para esta situacion es una esfera, asi que esta onda se llama
onda esférica (Serway and Jewett, 2009).

=

/ 2
z A T~x
B

Figura 2.2: Una onda electromagnética que viaja con velocidad ¢ en la direccién x
positiva, no solamente desde el origen (Serway and Jewett, 2009).

Ondas armoénicas
Para entender de manera oportuna se necesita definir qué es una onda.

Definicion 2.2.2 Una onda es una perturbacion que se propaga de un punto a otro
de un medio sin que exista transporte neto de materia, pero si transmision de energia,
es decir, las ondas transportan energia y cantidad de movimiento a través del espacio
sin transportar materia (Tipler, 2001).

13
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Definicion 2.2.3 Cuando una onda se propaga produce perturbaciones, que pueden
ser expresadas matematicamente. Si podemos expresar estas variaciones espaciales
y temporales del medio mediante funciones senos o cosenos decimos que es una
onda armonica (Hecht, 2000).

2.2.4. Breve introduccion historica

La busqueda de un modelo que explicara la verdadera naturaleza de la luz (y de
otros fendmenos que hoy sabemos que son manifestaciones del mismo hecho, la ra-
diacién electromagnética) ha sido uno de los grandes empefos de los hombres de
ciencia a lo largo de la historia. Los nombres que podemos asociar a su estudio cons-
tituyen una vista a la galeria de los fisicos y matematicos ilustres que en el mundo han
sido: Newton, Fermat, Huygens, Euler, Poisson, Maxwell, Einstein, entre otros.

La forma en que la luz se propaga se justifica de las primeras explicaciones que
se construyeron sobre modelos corpusculares; lo que permitié describir, con sencillas
construcciones geométricas, muchos fenémenos 6pticos. Pero pronto se comprobé ex-
perimentalmente que en ciertas situaciones la luz se comportaba de forma anémala,
entre estos fendmenos se encuentra la difraccion de la luz. El término difraccion viene
del Latin diffractus que significa quebrado. La difraccion ocurre debido a que una onda
puede rodear un obstaculo en su propagacion alejandose del comportamiento de los
rayos rectilineos. Los efectos de la difraccién son regularmente pequenos.

Durante el transcurso del siglo XVI se produjeron numerosas aportaciones a es-
te campo. Hooke en 1801, realizé observaciones y propuso que la luz consistia en
rapidas vibraciones que se propagaban instantaneamente (o casi). Huygens sugirié
que cualquier punto del éter, llegaba una perturbacién luminosa que se convertia en
el centro de nuevas perturbaciones que se propagaban esféricamente; y que se com-
binaban de forma que su envolvente definia el frente de ondas posterior.

Mientras la radiacion electromagnética abandona su fuente, se expande viajando
en linea recta tal como si fuera cubriendo la superficie de una esfera en continua ex-
pansion. Esta area se incrementa proporcionalmente al cuadrado de la distancia que
ha viajado la radiacion.

La energia electromagnética puede considerarse que se propaga de una fuente
puntual en ondas planas. La ley del cuadrado inverso no solo se aplica a la fuente de
energia sino que también a cualquier punto en la misma. Es decir, de cualquier punto
en perturbacion monodimensional, la energia se propaga como si el punto fuera la
fuente de energia.

Por lo cual las ondas pueden ser consideradas que son creadas continuamen-

te desde cada punto en el plano y propagadas en todas direcciones. Los problemas
que estas teorias ondulatorias encontraban a la hora de explicar algunos fenémenos

14
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basicos condujeron a Newton a formular su propia teoria, un modelo de emisién cor-
puscular.

El rechazo de Newton a la teoria ondulatoria parecié acallar durante un siglo a los
partidarios de esta ultima. En 1818, la academia de Paris propuso para su premio
anual el problema de la difraccion, con la esperanza de que se confirmara finalmente
el modelo corpuscular. Sorprendentemente, el premio le fue concedido a la memoria
presentada por Fresnel, que se basaba en un tratamiento ondulatorio de la luz. Y le
fue otorgado tras fuertes discusiones entre los miembros del comité.

A partir del modelo de Fresnel-Huygens (1883) de la difraccion de la luz, el ma-
tematico Gustav Kirchhoff realizé una reformulacion matematica. La idea basica de
este modelo es que la perturbacion luminosa en un punto responde a la superposicion
de ondas secundarias procedentes de una superficie situada entre el punto y la fuente
Luminosa.

2.2.5. Propagacion en la recta. Ecuacion Homogénea

(Casas, 1994) explica que cuando en un espacio en el que esta definida una varia-
ble fisica se produce una modificacion de la misma en un punto, puede ocurrir que esta
perturbacion se propague a otros puntos y en ellos se reproduzca de forma analoga a
como se hizo en el punto inicial, en cuyo caso diremos que la perturbacién se mueve.
Este movimiento de perturbaciones se rige por una ecuacion fundamental, general e
independiente de la variable fisica de que se trate, se llama ecuacion del movimiento
ondulatorio, y las soluciones de esta ecuacion deberan ser tales que nos permitan
obtener el valor de la variable en un instante dado en cualquier punto del espacio, a la
vez que nos informan sobre todos los pormenores de la propagacion.

Suponga, para fijar ideas que una variable £ (perturbacion) se modifica en un punto
0, tomando en él valores diferentes con el tiempo. Representemos su variacion en 0

por la ecuacién
& = f(t) (2.2.1)

Si la perturbacion se propaga segun la direccion positiva del eje de las @ con una
velocidad constante v, el valor de £ en un punto de abscisa x sera funcién de x y t,

es decir
&= f(x,t) (2.2.2)

Para ver como estan ligados en general x y ¢ en (2.2.2), basta considerar que el va-
lor de &, suponiendo que el medio no produce amortiguacién y que la perturbacién se
propaga con velocidad constante v, debe ser igual en el punto de abscisa x en el ins-
tante ¢ que en el punto de abscisa © + Ax en el instante t + At siendo Ax = vAt,
lo cual s6lamente puede suceder si la ecuacion (2.2.2) es de la forma (Casas, 1994)

§=f(vt —x) = f(u) (2.2.3)
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si la perturbacion se propaga en el sentido de las x negativas, 7) sera de la forma

n=f(vt+x) (2.2.4)

Las ecuaciones (2.2.3) y (2.2.4) pueden considerarse como las ecuaciones finitas
de la propagacion, pero en los problemas fisicos son mas importantes las ecuaciones
diferenciales porque incluyen soluciones mas generales a las que se le pueden fijar
condiciones de contorno muy diversas, y porque el planteamiento matematico riguroso
de un problema fisico debe hacerse sobre evoluciones elementales del fendmeno, que
son las unicas previsibles en un momento dado, lo que implica plantear una ecuacion
diferencial (Casas, 1994).

En este caso hemos llegado por consideraciones formales a establecer la ecuacion
finita (2.2.3) y podemos pasar a la correspondiente ecuacion diferencial eliminando en
ella la funcion f por derivacion hasta las derivadas segundas respecto a x y ¢, con lo
gue se obtiene

oc 9fou .. . 0 Ifdou
Or Oudxr frlw); ot Ouot vf'(u) (229
825 " . 825 2 .rn
@ = f (U), ﬁ = f (U) (2.2.6)
relacionando entre las (2.2.6) f”(u), se tiene la ecuacion diferencial
92 10%
92~ o .

de la cual son soluciones (2.2.3) y (2.2.4) siendo f y g funciones arbitrarias con la
condicién de ser derivables hasta el segundo orden que es lo que exigen las ecuacio-
nes utilizadas, y cuya forma habra que decidir en cada caso particular.

La (2.2.7) es la ecuacion diferencial del movimiento ondulatorio para una va-
riable & cuyo valor en un punto del eje = sélo depende de su abscisa x y del instante
t que se considere.

Definicion 2.2.4 Si en todos los puntos de un plano normal al eje x se produce la
misma perturbacion simultaneamente y en todos se propaga en la direccion del eje
x obedeciendo a (2.2.3) independientemente de las coordenadas vy, z del punto ori-
gen, la misma (2.2.3) sirve para representarlo, y recibe el nombre de ecuacion de
propagacion de una onda plana en la direccion del eje x (Casas, 1994).

Segun (Giordano, 2016) la ecuacién (2.2.7) también puede representarse de la
forma
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U — Uy = 0 (2.2.8)
cuya solucién general es
u= f(r+at)+ g(x — at) (2.2.9)
U 4

Figura 2.3: La figura ilustra el desplazamiento si la perturbacién @ se propaga en el
sentido de las x positivas desde un punto inicial g hasta el punto x; (Giordano,
2016).

2.2.6. Problema de Cauchy

(Giordano, 2016) explica que el problema de Cauchy consiste en hallar la solucién
de la ecuaciéon de onda cuando se dan los valores de u y de u; parat = (. Se trata
de un problema de valor inicial pues el desplazamiento u depende del perfil y de la
distribucién de velocidades de la cuerda para ¢ = (. Se supone que el resultado es
valido para todo z real, es decir, —co < x < Q.

Este planteo corresponde al caso de una cuerda suficientemente larga o, en su
defecto, al caso en que se considera un intervalo de tiempo pequeno, por lo que no se
evidencia la influencia de los extremos de la cuerda. El problema consiste en hallar la
solucidén a la ecuacién de onda,

Uy — Uy, =0, a>0, —oco<zx<oo, t>0, (2210
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sujeta a las condiciones iniciales
u(x,0) = o(x), w(xr,0)=v(r), —-w<zr<oo (2211)

Para resolverlo partimos de la solucion general (2.2.9) y, utilizando las condiciones
iniciales del problema, obtenemos

u(z,0)=(z) = f(z) + g(x), (2.2.12)
u(x,0) =(x) = af'(x) + ag'(z) (2.2.13)

y de la dltima, la relaciéon
JE (&) dE = af(x) — ag(x) + ac (2.2.14)

con la ecuacién (2.2.12) y (2.2.14) se determinan las funciones f vy g,
JZ (&) dE —ac = af(z) — ag(x)
LT (€ ds—c = f(z)—g(a)
LITw(©)de—c = f(x) = [p(z) — f(x))
)
(

[
+ L[ (&) de —c

2(x) - ol
de modo que f(x) y de forman analoga g(x) resulta,
1 c
flz) = §¢(56) o Ja VO dE — 5. (2.2.15)
1 1 .. &
9(x) = 50(x) — o [, ¥(§) dE — 5 (2.2.16)

y la solucion al problema es

u(w,t) = %[gb(gx — at) + ¢(x + at)] + 2_10, [IHt(€) dE (2.47)

A esta solucién se le conoce como formula de D’Alembert.
Si en el plano de las fases (x, t), por el punto (xo, to) se trazan las caracteristicas

de ecuaciéon = *+ at = xy * aty, queda determinado un tridngulo llamado triangulo
caracteristico, como se muestra en la figura 2.4.
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A

M (’YU ’ IU)

P(XU—Q tm()) Q(xu—'_a f”_,())

Figura 2.4: Triangulo caracteristico correspondiente al punto de coordenadas (g, to)
en el espacio de fases (Giordano, 2016).

De la férmula de D’Alembert se deduce que el valor de la solucién u en el punto
(x9, o) depende del valor de ¢ en los puntos (g £ atg, 0), y del valor de ) en los
puntos del intervalo (¢ — atg, o + aty) delejet = 0. Elintervalo [zo — ato, o + aty],
base del triangulo caracteristico, se denomina dominio de dependencia de u(a:o, ato)
(Giordano, 2016).

. M(x,,t,)

» X

*
Xrat, Xo x0+a 2

Figura 2.5: Dominio de influencia de (g, 0) (region sombreada) y dominio de depen-
dencia del punto M (intervalo sobre el eje x, [z — atg, ¢ + aty]) (Giordano, 2016).

Por otro lado, un punto (xo, 0) influye en la determinacion de los valores de u en
los puntos (x, t) de la regién limitada por las caracteristicas que pasan por él; a esta
region del plano de fases se la denomina dominio de influencia de (z,0) y se la
muestra sombreada en la figura 2.5 (Giordano, 2016).
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2.2.7. Ecuacion de Laplace

Las ecuaciones del tipo eliptico se hallan asociadas a la descripcion y estudio de
procesos estacionarios o estados de equilibrio. La mas conocida es la ecuacion de
Laplace, que en tres dimensiones presenta la forma:

Au =0 (2.2.18)
donde A es el operador diferencial llamado laplaciano
0? 0* 0?
A= + + : (2.2.19)
or?  0Oy?> 022

El Laplaciano surge de considerar dos operaciones basicas sobre campos vecto-
riales el rotacional y divergencia, cada una se asemeja a la derivacién, pero una de
ellas produce un campo vectorial mientras que la otra un campo escalar (Giordano,
2016).

Campo vectorial rotacional

Definicion 2.2.5 Si I’ = Pi + QQj + Rk es un campo vectorial en R? y las deriva-
das parciales de P,() y R existen, entonces el rotacional de F es el campo vectorial
enR? definido por (Stewart, 2000):

OR 0Q\ . OP OR) . 0Q 0P
F=(——-—— — - — — — 2.
Rot <8y 8z)7’+(8z ax)]+<ax 8y)k (2.2.20)

para deducir (2.2.20), escribimos la ecuacion empleando notacién de operadores.
Se introduce el operador diferencial vectorial V como:

.0 .0 0
V—zax+]ay+kaz (2.2.21)

este operador tiene significado cuando actua sobre una funcién escalar para pro-
ducir el gradiente de f:

_OF OF 0 _0f, 0f. 0f,
Vi=ige g, Tre, et ta tak @2

Si se imagina a V como un vector con componentes 0/dx, 0/0y, 0/0z, también
se puede considerar el producto vectorial formal de V' con el campo vectorial £, como
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sigue:
g o0 0
VX f= or Oy 0z
P @ R
_(OR 0Q\ . oP ORY . oQ 0P B
_(a_y_5>z+($_%>]+(a—x—a—y>k—fr0tF

Teorema 2.2.1 Si f es una funcién de tres variables que tiene segundas derivadas
parciales continuas, entonces (Stewart, 2000):

rot (Vf)=0

Demostracion: Para mostrar que se cumple rot (Vf) = () basta calcular el producto
vectorial. Definamos rot (V f) = V x (V f) y luego realizamos la operacion:

ik
Jd o0 0
rot (V) =V x(Vf)= |0z 9y 0=
af of of
or Oy 0z

(PFPEN (PPN (P PEY,
~ \0ydz 020y 920r  0x0z )"’ Ox0y  Oyox
=0i4+05+0k=0

se logra mostrar que rot (V f) = 0.

Divergencia

Definicion 2.2.6 Si F' = Pi+ Qj + Rk es un campo vectorial en R® y 0/0x,
0/0y,0/0z existen, entonces la divergencia de F, es la funcién de tres variables
definida por (Stewart, 2000):

OP N 0Q) N OR
or Oy 0z

el rot I es un campo vectorial, pero div F' es un campo escalar.

div FF = (2.2.23)
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99 01 e
or oy " "0z

vergencia de F' se puede escribir simbdlicamente como el producto escalar de V y F'

(Stewart, 2000)
divF =V F (2.2.24)

Teorema 2.2.2 Si ' = Pi + Qj + Rk es un campo vectorialenR3 y P,Q y R tiene
derivadas parciales de segundo orden continuas, entonces (Stewart, 2000):

divrot FF =0

Demostracion: Para mostrar que se cumple la condicion haremos uso de la definicién
de rotacional y divergencia, entonces podemos escribir de la siguiente forma:

divrot F=V.(V x F)
(o 09y, 0 (00 Ry 0 (00 _0p)
or \ dy 0z oy \ 0z Ox 0z \Odr Oy
R 0%Q 0*P O*R 0%Q 0*P

~ 9xdy - 020z * 0y0z B 0yox T 0201 020y
-0

Definicion 2.2.7 En términos del operador gradiente V = 1

se logra probar que diwv rot F' = 0.

El operador diferencial de nuestro interés surge cuando se calcula la divergencia
de un campo vectorial gradiente V f. Si f es una funcion de tres variables, se tiene

52 52 2
f N f N i
or?  0y?> 022

esta expresién se presenta y se le abrevia a menudo en la forma V2 f. El operador
V2=V -V se llama operador de Laplace debido a su relacion analoga con la

ecuacion de Laplace ) ) )
0 0 0
f N f N f

div(Vf) = V- (V]) =

Vif =
or?  0y?> 022
si realizamos la consideracion de V como un vector de componentes se tiene
2 2 2
o O P 0

Ox? * 0y? * 072

de modo que de la ecuacién anterior, se deduce el operador de Laplace (2.2.19)
(Stewart, 2000). En tanto, el Laplaciano en coordenadas cilindricas lo obtenemos
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considerando lo siguiente:

Definicion 2.2.8 Sea f = f(x,y, z) una funcién de tres variables, donde un punto
del espacio tridimensional se representa por (p, ¢, z), en donde p y ¢ son las coorde-
nadas polares del punto y z fijo, es decir (Malakhaltsev and Arteaga, 2013):

T =pCcose, Yy=pseno, z=2z (2.2.25)

entonces,

f=1fpoz2) (2.2.26)

Definicion 2.2.9 sea 8 un campo vectorial definido para todo R cuyas funciones

componentes tienen derivadas parciales continuas, donde G, se define (Malakhaltsev
and Arteaga, 2013):

= G,p+ Gyop + G2 (2.2.27)

A continuacion, escribamos f en términos de su gradiente vectorial:

?f = 8f 1 ggqb + = f (2.2.28)

Ahora, realicemos el producto Punto de ? . 8 , esto es:

10G, | 0G
v.0=-2 (pG + =
pap (Go) + p oo 0
luego, si realizamos el producto cruz de ? X 8 tenemos:
pooo 2
@ " a _ 0 190 0
dp pop 0z
G, G, G,

190G, 0Gy\ . oG, 0G,\ . 1[0 oG,
=\ - - - = (pG
(pf% 82)p+(52 8p>¢+p<8p(p #~ (%)
Al aplicar el teorema (2.2.2), para un campo vectorial gradiente podemos encontrar
el Laplaciano en coordenadas cilindricas, que no es mas que operar el resultado

del producto punto y el producto cruz de V y G entonces obtenemos

10 0 1 0? 0?
A=——|p=— |+ ;(%2 + 5.2 (2.2.29)
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y para las funciones con simetria cilindrica, es decir, que solo dependen de p, la
solucion de la ecuacion de Laplace,

1 0 0
Au = (p—) =0 (2.2.30)
pdp \"9p
es de la forma
u=Alnp+ B (2.2.31)

La funcion u = In(1/p) se conoce como solucion fundamental de la ecuacion de
Laplace en el plano (Giordano, 2016).

El Laplaciano en coordenadas esféricas se deduce considerando un procedimiento
analogo al de las coordenadas cilindricas. En donde (7, 6, ¢) es la triada que repre-
senta un punto en el plano tridimensional (Giordano, 2016).

Sea f una funcion en tres variables; definamos f = f(r, 0, ¢), ademas sea 8

un campo vectorial, donde ﬁ =G.p+ G9¢E + G 42. De igual forma, escribamos el
gradiente de la funcion:

_of . 10f, 1 of -
€f T r8¢99+rsen98qb

Efectuando el producto punto y el producto cruz, para obtener el Laplaciano en
coordenadas esféricas, en funcion del campo gradiente vectorial, esto es (Malakhal-
tsev and Arteaga, 2013):

1 1 1 G
?-82—2(7“2(?70)—% g(sen9G9)+ +8 ¢

r2 Or rsend 00 rsenf 0o

- ¢ 1 0 oG

0o 10 1 0 0| .
VX G- or rd0 rsenfdd| rsenf [89 (senf Go) - 0p ] g

G, Gy Gy
1 0G, 10

~ 110 oG, | -
rsenf 9 ;EWGM] 9+; [5 (rGo) - 00 ] ¢

si operamos utilizando el producto punto y el producto cruz encontrado, se obtiene
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el Laplaciano en coordenadas esféricas (Giordano, 2016):

AL L0 (p0), 1 0 g0V, 1 &
= —— | "= sen v—
r2 Or or r2sen 6 00 00 r2sen?6 02
Si u tiene simetria esférica, es decir, depende solamente de 7, entonces la solucién
de la ecuacion de Laplace,

0 0
Au=—[7r"=—] =0 2.2.32
Y or (T 87’) ( )
viene dada por
A
u=—+2D0D (2.2.33)
r

La funcién 1/ recibe la denominacién de solucion fundamental de la ecuacion de
Laplace en el espacio. Las soluciones de la misma con derivadas primeras y segundas
continuas en una region D, se llaman funciones arménicas en D.

2.2.8. Formulas de Green

(Giordano, 2016) explica que las formulas de Green son de uso frecuente en la
resolucion de problemas que involucran ecuaciones del tipo eliptico. Se obtienen a
partir de la formula de Gauss en el espacio segun la cual, para un volumen 7' C R3
de frontera X'y funciones P,Q y R continuas en 1" + X'y con derivadas continuas en
T, se verifica que:

orP 0 OR
fﬁﬁﬂ(éh:+'5§'+ 8z) dx dydz (2.2.34)

se puede expresar de la siguiente manera

= [ (Pcosa+ Qcosf+ Rcosy)dS
= [[,Pdydz+ Qdxdz+ Rdxdy

Donde «, By v son los angulos determinados por la normal exterior a X' y los ejes
T,y y z, respectivamente. Sean las funciones u(x, y, z) y v(x, y, z), con derivadas
continuas en 1" + X'y con derivadas segundas continuas en 7'. Tomando

P=uwv,, Q=uw, R=uv,, (2.2.35)
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resultan

P, +Q,+ R, =ulAv+Vu-Vvu

o 2.2.36
Pcosoz—i—@cosﬁ—i—RCOSfy:u(Vv-n)—ua—v ( )
n

con n la normal exterior a ). Reemplazando en (2.2.34) se obtiene la primera
formula de Green:

JpulvdV = [ uv,dS — [(Vu-Vv)dV (2.2.37)
si en la formula (2.2.37) se intercambian u y v resulta
JrvAudV = [ vu,dS — [(Vv-Vu)dV (2.2.38)

luego de (2.2.37) se resta (2.2.38), se obtiene la segunda férmula de Green:
Jp(uAv —vAu) dV = [ (uv, — vu,) dS (2.2.39)

A partir de (2.2.39) obtendremos la férmula fundamental de Green en el espacio.
Para ello consideremos la funcion v = 1/ R, donde

R= Ry =+ (®x—20)2+ (y—w0)2+ (2 —20)% (2240

Es la distancia entre los puntos M (z,y, z) y My(z,y, z), que satisface la ecua-
cién de Laplace VM # M,. Sea u una funcién continua y con derivadas primeras
continuas en 1"+ Y y derivadas segundas en 7. Si el punto My ¢ T las funciones
uy l/R satisfacen la ecuacion (2.2.39) (Giordano, 2016).

En el caso que M, € T, definimos una region en la que se puede aplicar (2.2.39).
Tomamos una esfera KGMO, de centro M y radio €, de frontera ZEMO. La region de con-

tinuidad de u y sus derivadas es 7' — KMo, con frontera X + X0, Si T es abierto

podemos elegir de modo que KeMO + ZeMO cT.
Entonces de (2.2.39) resulta

0 (1 1 Ou
= Jr_go dV fz[ %<§)—§%]ds

o (1 1 Ou
‘|‘f25\40 [U% (E) — E%] dS (2.2.41)
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Capitulo 2. MARCO TEORICO 2.2 Difraccion de la luz

Figura 2.6: Se ilustra la region 1" — KEMO de frontera ) + EEMO (Giordano, 2016).

Dado que n denota la normal exterior a la frontera 7" — KEMO, es

on\R) |~ 0rR\R)| ~& %

Si se aplica el teorema del valor medio a las integrales sobre ZeMO y se indican con
uy (Ou/dn) el valor medio de u y de (Ou/dn) sobre X0 respectivamente, resultan

0 (1 _ 1 Ou ou
fzyo u% <}—%> dS = 4ru, fEMO oo dS = 47’(‘6% (2.2.43)

sustituyendo los valores en la formula (2.2.41) se obtiene:

Au 0 (1 1 Ou
—Jr_gio g dV = fE[&z(R)_}_{%] s

0
+4ru — 47re—u (2.2.44)
on
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Dado que u y sus derivadas primeras son continuas en 7, y que

ou
el Uy COS (v + Uy cOs B 4 u, cos 7y (2.2.45)
se verifican:
, _ ou
lime ,ou = u(My), lim.,q 471'68 =0 (2.2.46)
n

El primer miembro de la formula integral hallada es una integral impropia y al tomar
el limite de ¢ — 0 se obtiene;

0 (1 10
—fT dV fz [ an ( ) — Ea_ﬂ dS + dmu(My) (2.2.47)

o bien

fgl : @—uaan( ! )] dS—fTRA” dV = dru(mo)

RMOM MoM

Que es la férmula fundamental de Green para M, € 1, con I’ abierto. Si M, € X
y se supone que 2. tiene plano tangente que varia con la continuidad, entonces se
puede elegir € pequeno, tal que el area de la esfera 2;‘40 de centro en M, y radio ¢
que queda dentro de 7’ sea la misma que la que queda afuera.
Consideremos ahora el volumen 7" — KeMo de frontera X + 2/)5,con
2 :ZEMODT y 2o =X — (ZﬂKEMO).

Entonces la formula de Green resulta
0 (1 1 Ou
d ———1d
fT K V= fEl[ an( ) R@n] 5

1 1 Ou
_|_f22 [U,a—n (E) i E%] dS 2248

0 (1 _ 1 Ou du
Js, “an <E) dsS =2ru, [, T on dS = 27’(’6% (2.2.49)

donde
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tomando limite para ¢ — 0 se obtiene:

0o (1 1 Ou
_fT Yav = s [ o (R) - Eé?_n] dS + 2mu(My) (2.2.50)

Esto completa la formula de Green en el espacio (Giordano, 2016):

1 1 Ou
I [ on <R> - }_za_n] as
47TU(M0), MyeT

- fT ey dV { 2ru(My), Mye X (2.2.51)
07 MO §é T + D)

Considerando la region abierta I cuya frontera )’ es una superficie con plano
tangente continuo en todos los puntos. Si u es una funcién arménica en 7', entonces
My € T la formula fundamental de Green es (Giordano, 2016):

1 1 Ou 0o (1
U(M()) == E fZ‘ [Ea—n — u% (—)] dS (2.2.52)

Es decir, si v es una funcion armoénica en 1°, su valor en un punto M interior a
T" se puede hallar si se conocen los valores de la funcién u y de su derivada normal
sobre la superficie X, frontera de T'. Analogamente, a partir de la segunda férmula
de Green en R?, se obtiene la Férmula fundamental de Green en el plano (Giordano,
2016):

1 Ou 0 1
27TU(M0), MO € S

1
—fSA’UJIHEdS: 7TU(M0), M()GC
0, My¢S+C
Donde S es una region abierta de frontera C, y u con derivadas primeras y se-
gundas continuas en S + C'y S respectivamente. Esta formula es la solucion del

problema de contorno para una funcién u arménica en una regiéon .S, con los valores
dados de u y Ou/0n sobre la frontera C":

1 1 Ou 0 1
7 fC llnﬁ% — ua—n (ln E)] dsS (2.2.53)
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A continuacién veremos dos resultados que involucran la transformacion de radio
vectores inversos, respecto a una esfera de radio a, con centro en el origen O de coor-
denadas esféricas (7“, 0, gb), en la cual cada punto M(r, 0, QS) se le hace corresponder
con el punto M'(r', 60, ¢"). Los puntos O, M, M’ estan sobre la misma recta y los
radio vectores r y r’ se relacionan segun la ecuacién

rr’ = a? (2.2.54)
Sin pérdida de generalidad podemos tomar a = 1, lo que corresponde solo a un
cambio de escala en las longitudes; la transformacion resultante ' = 1/r suele deno-

minarse transformacion de Kelvin (Giordano, 2016). En el plano, la transformacién
de los radio vectores inversos, en una funcién v arménica en el plano (o', ¢) dada por

1
v(p',¢) = ulp,¢), dondep = - (2.2.55)
P

La funcion u(p, ¢) = v(p’, ¢) es armédnica en el plano (p, ¢) es decir, verifica:
At = pPuy, + pu, + ugy =0 (2.2.56)
transformando esta ecuacion al plano (', ¢) se obtiene:
2
Py + Py + Vs = Apgv =0 (2.2.57)

Luego, u(p’, ¢) es armonica. Andlogamente, puede verse que si u es una funcion
armonica en el espacio (7, 6, ¢), es decir, AT’9,¢’LL = () entonces

v(r',0,¢) = u(r,0, ) (2.2.58)

Conr’ = 1/7’ satisface la ecuacion de Laplace Ar/,g,qs?) = (), es decir, v es armoni-
ca en el espacio (17, 0, ¢).

2.2.9. Propiedades fundamentales de las funciones armdnicas

Teorema 2.2.3 Sila funcién u es arménica en'T" abierto de R3, y X, es una superficie
cerrada contenida en I', entonces (Giordano, 2016):

1l -, % dS =0 (2.2.59)

Demostracion: Las hipotesis del teorema permiten aplicar la segunda féormula de
Green al volumen 1} C T’ limitado por 2/;

le (uAv — vAu) dV = fEl (uv, — vuy,) dS (2.2.60)
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tomando v = 1, resulta (2.2.59). Este resultado nos permite afirmar que el proble-
ma de contorno en 7' con frontera X/, que consiste en hallar u arménica en T, tal

que
ou
onlx

con f continua, solo tiene solucion si se verifica la condicion fz fdS =0.

=f (2.2.61)

Teorema 2.2.4 Primer teorema del valor medio en R3. Si la funcién u es arméni-
ca en T abierto de R? y siendo X0 |a superficie esférica de centro My y radio a
contenida enl', se verifica (Giordano, 2016)

u(Mo) =

4ﬂa2jéMOudS (2.2.62)

Demostracion: De la formula fundamental de Green (2.2.51) aplicada sobre KC]L”O cT
y de frontera X Mo:

1 1 Ou 0 (1
U(M()) = _E fEé\/‘[O [Ea—n — U% (E)] dS (2.2.63)

en virtud del teorema (2.2.3) resulta

0 (1
- by (3)

fEMO udS

(2.2.64)
= U(Mo)

4ﬁa2

Teorema 2.2.5 Segundo teorema del valor medio en R3. Si la funcién u es arméni-
caenT abierto de R? y si K C"L”O C T es la esfera de centro M, y radio a, entonces
(Giordano, 2016)

u(My) = Jrero udV (2.2.65)

4#@3

Demostracion: Si en el primer teorema del valor medio se considera una superficie
esférica de radio p es:

4 p*u(My) = j%MOUdS (2.2.66)

e integrando ambos miembros de (2.2.66) respecto de p entre 0 y a, se obtiene
(2.2.65).
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2.2.10. Ecuacion general con coeficientes constantes

(Giordano, 2016) explica que toda ecuacién del tipo eliptico con coeficientes cons-
tantes se reduce a la forma

Au+cu=F (2.2.67)

Las propiedades de su solucion depende del signo de c. En particular, cuando
c > 0 suele escribirse

Au+ K*u=F (2.2.68)

Se le conoce como ecuacion de Helmholtz o ecuacion ondulatoria (Haberman,
2003). Esta ecuacion se presenta en problemas relacionados con oscilaciones perma-
nentes, propagacion de ondas, problemas estacionarios, entre otros.

Teorema 2.2.6 del valor Maximo para problemas interiores. Sea I' una region
abierta y acotada. La solucién de Au + K?u = 0, continua y con derivadas primeras
y segundas continuas en ', toma su valor maximo, positivo y minimo negativo en la
Frontera de I" (Giordano, 2016).

Teorema 2.2.7 de Unicidad para el primer problema de contorno. Si el primer pro-
blema interior de contorno para la ecuacion Au + K 2u = 0 tiene solucién, esta so-
lucion es unica (Giordano, 2016).

Demostracion: sean u; y uy soluciones, la funcion u = u; — uy es solucion de
la ecuacion homogénea y u | = 0. El valor maximo de u no puede ser positivo pues
deberia de estar en la frontera, y el valor minimo no puede ser negativo por la misma
razén. Por lo tanto es u = 0 y la solucién es Unica, tal como se queria demostrar.

Las soluciones con simetria esférica de la ecuacion Au + K2u = 0 son e /r

y las de Au — K?u = 0 son ei’”/r, en ambos casos con 7 # (. Esto resulta de
considerar que u = u(r), el Laplaciano se reduce a

N 12(28>:i5’2(ru)

_ 7" _ -
r2 Or or r2  Or?

Tomando w = ru, la ecuacién Au + K?u = 0 se escribe (0%w/(0r?) + k*w =
gue tiene como solucién general a w = Ae™* + Be™ A las soluciones particula-
res de la ecuacion de Helmholtz homogénea ei“‘”"/r, se les llama soluciones fun-
damentales (Haberman, 2003). En forma analoga, a partir de la solucién general
de (0%w/(0r?) + k*w = 0) se obtienen las soluciones fundamentales e=*" /r de
Au+ K?u = 0.
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CAPITULO 3
DISENO METODOLOGICO

3.1. Tipo de Investigacion

En esta investigacion cientifica, se utiliz6 una metodologia matematicista, ya que
el objetivo es desarrollar calculos sobre la deducion de la férmula de Fraunhofer, por
medio de formulas bajo supuestos y postulados. Se realizé una formulacion conside-
rando estudios previos.

Este estudio parti6 de considerar ondas en una linea recta, hasta llevarlas a la
tercera dimension. Se plantearon problemas de contorno y sus soluciones, para ob-
tener integrales generales como la de Poisson 'y de Kirchhoff, con el fin de poner en
manifiesto la ecuacion de Fraunhofer que describe el fenomeno de la difraccién de la
luz.

3.2. Diseno de la investigacion

La metodologia que se utilizo, se basé en el disefio de teoria fundamentada, este
tipo de investigacion se deriva de datos recopilados, destacando la relacion entre el
analisis posterior y la recoleccion de los datos, por lo cual, se definieron las siguientes
fases:

1. Comprension de la teoria de difraccion a través de conceptos fisicos como: per-
turbacién, ondas y campo magnético.

2. Justificacion de la teoria, mediante demostracién de teoremas, problemas de
contorno y espacios integrables de Poisson.

3. Desarrollo tedrico y demostrativo de la teoria integral de Fraunhofer.
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3.2.1. Comprension de la teoria de difraccién

Este estudio abord6 todos los aspectos teoricos referentes a la difraccion. Se des-
cribieron las series de Fourier: desde su deduccion a partir de las series trigonométri-
cas en senos y cosenos hasta su forma compleja. Ademas, se definieron conceptos
fundamentales como lo es, la proyeccién de la luz en forma de onda monocromatica
y electromagnética, de igual manera se refirieron las ondas armonicas que por sus
propiedades son especiales.

En este contexto, se efectud una remembranza de los conceptos basicos, que son
necesarios para el desarrollo correcto de la teoria de la difraccidn, sin embargo, al ser
el diseno de teoria fundamentada, se expresaron en forma de definiciones con su de-
bido soporte matematico, y se encontraran cimentadas en las areas de las Ecuaciones
Diferenciales y la Fisica.

3.2.2. Justificacion de la teoria mediante demostraciones

En la presente investigacion, se planteé los problemas de contorno tanto los inte-
riores como los exteriores, puesto que su demostracion nos facilitara la solucion de
las ecuaciones de Green, Fresnel, entre otras. Los problemas que se resolvieron son
los expuestos por Cauchy adaptados al circulo y la esfera integral de Poisson, que
constituiran una base para la solucion de la ecuaciéon con coeficientes constantes, que
sera la ecuacion de Helmholtz.

3.2.3. Desarrollo Tedrico y demostrativo de la teoria integral de
Fraunhofer

Habiendo obtenido la solucion al problema en el espacio integral de Poisson, se
procedio a utilizar el método de promediacion, para obtener la solucién completa de
la ecuacion que representa todos los procesos oscilatorios en el espacio o mejor co-
nocida como ecuacion de onda, que, a su vez, es conocida como la féormula integral
de Kirchoff. Luego, se utilizé la formula de Kirchoff para deducir una ecuacion deno-
minada integral de Fresnel-Kirchoff, y a partir de esta concepcion, se generalizé y se
obtuvo la integral de Fraunhofer que constituye nuestro objeto de estudio.
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CAPITULO 4
DESARROLLO

4.1. Problema de Cauchy en el espacio

(Giordano, 2016) explica que la ecuaciéon que representa los procesos oscilatorios
en el espacio o ecuacion de onda es:

82
A’ Au = 8—;; — (4.1.1)

Donde u y f son funciones de M (x, v, z) y del tiempo ¢, y el A es el Laplaciano en
tres dimensiones. La funcidn u es solucién de la ecuacion (4.1.1) en una region A del
espacio si satisface la ecuacion en A, ademas si es continua y tiene derivadas prime-
ras y segundas continuas en A para t > 0. El problema de Cauchy para la ecuacion
de onda en el espacio consiste en hallar u tal que verifique la ecuacion (Haberman,
2003):

a’Au=wuy — f(M,t), M(z,y,z) €R3 >0 (4.1.2)
con las condiciones iniciales
w(M,0) = (M), u(M,0) = (M) .19

A continuacion se demostrara algunos resultados auxiliares que conduciran a la
representacion integral de la solucion al problema de Cauchy.

Lema 4.1.1 seav(r,t) = ru(r,t), entonces la funcién u con simetria esférica verifi-
cauy = a’Au siy solo siv satisface vy = a*v,, (Giordano, 2016).

Demostracion: dado que u(r, t) tiene simetria esférica y el Laplaciano en coordena-
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das esféricas es

10 ou 1 02 1

Au=—=—(r"—]=-z5(u) = v, (4.1.4)
or ror r

de vy = ruy y de uy = a®Au, resulta u;; = a’v,, y reciprocamente.

Proposicion 4.1.1 Las soluciones particulares de la ecuacion homogénea u;; = a’Au
que poseen simetria esférica respecto a un punto M y son acotadas en M, tienen la

forma: ! P P
ty=—=lglt+=)—g(t—— 1.
u(R,t) R[Q( +a) g( a)] (4.1.5)

con R = Ry,n y g continua con derivadas primera y segunda continuas (Giordano,
2016).

Demostracion: las soluciones de u;; = a>Au con simetria esférica se obtienen de
v(R,t) = Ru(R,t), estodebido al lema (4.1.1), con v( R, t) soluciones de u;; = av,.,
y la solucién general viene dada por

dado que u es acotada en My, es v(0,t) = 0y resulta

0= fi(t) + fa(t) (4.1.7)
de modo que denotando f»(t) = — f1(t) = g(t) obtenemos que:

u(R,t) = % [g (t + g) —g (t — g)] (4.1.8)

tal como se queria demostrar.

Corolario 4.1.1 con las hipotesis y notaciones de la proposicion (4.1.1) es (Giordano,
2016):
2

u(0,t) = ag’(t) (4.1.9)
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Solamente basta observar que:

2 )-0(-2)

, 2
g'(t) = limpg_, o oR ¢ = gU(O,t) (4.1.10)

\ a J
A fin de hallar la solucién en forma de integral del problema de Cauchy para la
ecuacion de onda homogénea se utiliza el método de promediacion (Haberman, 2003).

4.1.1. Método de Promediacion
Sea u solucion del problema de Cauchy
CL2AU = Uy, t > O, M e Rg
U(M,O) :¢(M)7 ut(M7O) :¢(M>

Introduciendo coordenadas esféricas con centro en un punto fijo M, definimos la
funcion w( R, t) como:

(4.1.11)

u(R,t) = fEMO u(M,t) dS— fEMO w(M,t)dQ (4.1.12)

47TR2

Con R?Q = dS'y dQ) = sen 0dOd¢, que representa el valor medio de u sobre la
superficie esférica de centro M, y radio Ry de (4.1.12) se deduce que:

u(0,t) = u(Moy,t) (4.1.13)

Tal como veremos, la funcién (R, t) verifica la ecuacion a? Au = uy. En efecto,
. M, .
integrando a?Au = uy, en la esfera K5 con centro en M y radio IR.

a’ ngO AudV = ngO Uy AV (4.1.14)

aplicando la férmula de Green en dicho volumen:

foE‘fO vAudV = fzﬁo VU, dS — fo‘fO VuVodV (4.1.15)
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tomando v = 1, obtenemos el primer término de (4.1.14), se escribe

a? fKélo AudV =a? fZMO upR? dQ)
g (4.1.16)

- a*Ri J <fEM0udQ) = 4r R o

En tanto, para el segundo termino de (4.1.14), resulta
0* /R o
fKMO Uy AV = ET® ( 0 P fEf\fO u df) dp)
=47 fo U dp

de las ecuaciones (4.1.16) y (4.1.17), se obtiene

(4.1.17)

ou _
a’R?>— R fOR Uy (p, t)p* dp (4.1.18)
que al derivar respecto a R resulta
, 0 ou _
8R (R2 c‘?R) = Ry (4.1.19)
es decir,
a’>Au = Uy (4.1.20)

La proposicion (4.1.1) permite escribir la solucion @ en la forma

u(R, 1) :}% [g <t+§> —g(t—?)] (4.1.21)

derivando Ru respecto de Ry de t, se obtienen

=y (1) = (=3
(Ru), = ¢' (t n g) _y (t B g) (4.1.22)

()

de modo que

1
— (Rﬂ)t] (4.1.23)

@ t=0,r=ato
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Pero segun el corolario de la proposicion (4.1.1) y por (4.1.13) es

2
u(0,t) = ag'(to) = u(Moy, to) (4.1.24)

De estos dos ultimos resultados y reemplazando & por su expresion (4.1.12) resul-
ta:

1

U(M()?t()) - E

R 0
[E szMO wup d) + 5E | Vo Ru dQ] (4.1.25)

t=0,r=ato

Finalmente, considerando las condiciones iniciales y el valor de u en un punto
genérico (M, t), se obtiene la formula integral de Poisson:

w(M,t) = {thM de+ fo de} (4.1.26)

De la integral de Poisson se deduce la unicidad de la solucion del problema (4.1.1)
ya que si 11 Y uo son soluciones de dicho problema, u = u1 — us es solucion del pro-
blema con condiciones iniciales nulas y de (4.1.26) resulta © = 0, con lo cual u; = us
(Haberman, 2003).

4.2. Formula de Kirchhoff

Para resolver la ecuacion completa

a*Au —uy = —f (4.2.1)
En el punto (Mo, to) se introduce, en lugar del tiempo , el tiempo local t* del punto
M, dado por:
RM M
=1t — (to — 0 (4.2.2)
a

Se emplean coordenadas esféricas (R, ¢, ) con centro en My(R = Ryonr), ¥
se considera la funcion U definida por

R
u(R,,0,t) =u (R, 0,0, 1" +ty — —) =U(R,¢,0,t") (4.2.3)
a

39



4.2 Formula de Kirchhoff Capitulo 4. Desatrrollo

Para

A _@+zau+ 1 (9 9@
u_8R2 ROR R?senf 00 Sett 00

N 1 0%u
R?sen? 0 0¢?

(4.2.4)
Se tienen:
1 2 1
ur = Ur + Ut URR = Urr + gURt* + ?Ut*t*

Que reemplazadas en (4.2.1), con F(R, ¢,0,t*) = fU(R, ¢,0,t), dan la ecua-
cién
2a 0

a’AU = —F — 2CLURt* — EUt = —F — E@(RU}*) (4.2.5)

Si T' es una region del espacio de frontera X'y My € T, la formula fundamental
de Green en el espacio, aplicada con t* = ( se obtiene

10U 0 (1

2 0 F
+ RUw)dV + |, —=dV

Ir e aRR? 8R< +Jr a’R
Notamos que la segunda de las integrales es impropia de modo que, tomando

las esferas con centro en M, y radio €, si 2340 =2,y ké”o = k., se considera la
integral:

(4.2.6)
t*=0

1 0
le=Jr_s, R? 8R<RUt*)dV (4.2.7)
9 2.
= Jr1. 5 (RU) sen 0 dR dO dp
e integrando con respecto a R se obtiene:
10U 10U
1. —fE——COS n, R dS + fz——dS (4.2.8)
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Capitulo 4. Desarrollo 4.2 Formula de Kirchhoff

Con cos (n/j%) dS = R*senf dR df d¢ y n lanormal a X, de modo que

1 0 , 10U OR
fT R2 aR<RUt*) dV =lime oI = fE E({)—t% dS (4.2.9)

pues
1 -
1im€_>0 fE EUt* dS = h/me_>0 Ut*47T€ =0 (4.2.10)

Con Uy« continua en M. De aqui que (4.2.5) se transforma en:

U (M. 0) - | [52 ~ U2 ()] ds

+f2 RzUt d5+fT 2RalV (4.2.11)

t*=0

teniendo presente las definiciones para U y t*, resultan

ou OU L1 10U OR
0n on | adt* on’

Finalmente, se obtiene para u la formula de Kirchhoff:

U(My,0) = u(Moy, to). (4.2.12)

ou 0 ou| 0
U(Mo, to) = fE{ [an] - lulg, (%) * c;z [at] af} a5
47m2 I }];] (4.2.13)

Donde los corchetes indican que las funciones estan evaluadas ent = ty — R/a,
pues de los teoremas de unicidad resulta t* = 0; esta ecuaciéon se conoce como el
teorema integral de Kirchhoff. Sin embargo, la teoria de Kirchoff es aun incompleta
a pesar de obtener resultados bastante aproximados a la realidad. Los resultados
exactos solo se obtienen usando la teoria electromagnética (Haberman, 2003).

4.2.1. Foérmula integral de Fresnel - Kirchoff

Para simplificar los calculos, a partir de la ecuacién (4.2.13) consideremos la ecua-
cién de Helmholtz:

Vip+k*o =0 donde Au=V?p y Kku=Fk 4214

Donde ¢ representa una perturbacion dptica en el espacio complejo. Y como bien
es sabido la ecuacién de Helmholtz es una ecuacién de onda que nos sirve para
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4.2 Formula de Kirchhoff Capitulo 4. Desatrrollo

caracterizar el movimiento de una perturbacion éptica en un medio. Para resolver la
ecuacion (4.2.14), se usa el segundo teorema de Green, considerando que U, V' son
dos funciones escalares, entonces la solucion de la ecuacion de Helmholtz utilizando
el cambio de variables es (Giordano, 2016):

[J[;(VVU -UVV)dS =0 (4.2.15)

ei(kzr—i—wt)

Siendo U = ¢, una perturbacion optica escalar no especifica. Con V' = V1,

r
una funcién de tipo de onda esférica, donde r se mide desde el punto de observacion
P.

Existe una singularidad en el punto P en r = 0, de tal modo que esta rodeada de
una pequefia esfera, a fin de excluir a P de la region encerrada por S. La ecuacion
(4.2.15) queda ahora como

zk:r aU

ff( VU - UV— >dS (=%

0 e 5
_UET)rzpp dS) (4.2.16)

Donde df2 es el elemento del angulo sdlido de la esfera centrada en Py p2dQ es
el correspondiente elemento de area. Notese que 1V e'" se puede factorizar. Cuando
p tiende a cero, entonces la segunda integral se aproxima al valor de U en el punto
P, al que se le nombra Up, asi

z'k:r
/I ( VU - UV— ) dS — 4nUp =0 (4.2.17)

esto es,
ikr

r

1 eik:r e
__Wff <UV - _

La férmula encontrada, es equivalente a la de Kirchhoff, pero usando otras varia-

bles. A partir de la ecuacion (4.2.18), considerando r* el vector que va de la fuente .S
a un punto P, de la abertura a, 7 el vector que va del punto P; de la abertura a un
punto de observacion P y n un vector unitario normal a la abertura a.

VU) dS (4.2.18)

z(k’r —wt)

Sustituyendo una perturbacion optica esférica U = Uo— en el teorema de
T
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Capitulo 4. Desarrollo 4.2 Formula de Kirchhoff

la integral de Kirchhoff (4.2.18). La ecuacion cambia a

. o ) ) !
er—zwt ezkr ezkr ezkzr ikr
[f —V — V— | dS (4219

A7 r r r r

Up =

Por definicion de gradiente de una funcion, se tiene que

eikr/ O eikr/ - ﬁ O eik:r/
V—— = ——r' = cos (ﬁ, r ) - (4.2.20)
r or' r or r
eikr a eikr X L 8 eikr
V— = ——¢F=cos(n,7) —— (4.2.21)
r or r or r
A /\/ . . A — A ﬁ ’ Ve
donde 7 y 7’ son vectores unitarios, y (72, 7), (i, 7 ) son angulos. Asi
eikr ik@ikr eik:r o
\Y = — —5 | cos (R, T),
r r r
eik:?“/ Z‘keikn“/ eik:r/ A ﬁ (4.2.22)
V—— = — — —— | cos|n,T
r r (7“ )

Estas dos ultimas ecuaciones se sustituyen en la ecuacion (4.2.19), donde se ob-
tiene que la perturbacion optica en el punto P que esta dada por

e —iwt ik:(r—r/)
Up = _ tkUoe [ ‘ —k(0)dS (4.2.23)

A7 rr

o cambiando k£ = 277/)\, la ecuacion se puede rescribir como

: —twt z'k:(r—r/)
Up = —ZkU;i [ ‘ - k(0)dS (4.2.24)

Siendo esta ecuacién conocida como la formula integral de Fresnel-Kirchhoff, y es
la que se utilizara para los calculos de difraccion de Fraunhofer. Recordando que k es
el nimero de onda, U es la perturbacién optica de la fuente, w es la frecuencia de
onday el factor =

k(0) = cos (n,T) — cos (n, r ) (4.2.25)

es llamado comunmente factor de oblicuidad (Flores, 2016).
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4.3 Difraccion de Fraunhofer y Fresnel Capitulo 4. Desarrollo

4.3. Difraccion de Fraunhofer y Fresnel

Segun (Flores, 2016), si imaginamos un obstaculo con una abertura a iluminada
por una fuente de onda S, y un plano de observacion P que es una pantalla paralela a
a. Se proyecta sobre la pantalla una imagen de la abertura, al que llamaremos patron
de difraccion. De manera cualitativa diremos que se tiene difraccién de Fraunhofer o
de campo lejano cuando las ondas incidentes y difractadas se consideran planas, es
decir, tanto la fuente S como la pantalla P estan lo suficientemente alejadas de la
abertura a. De manera analoga se considera campo cercano o difraccion de Fresnel,
cuando es significativa la curvatura de las ondas incidentes y difractadas, esto es,
estén lo suficientemente cerca de la abertura a.

Region de Fresnel I

Figura 4.1: Muestra la diferencia cualitativa entre la region de Fresnel y Fraunhofer
mediante el cambio de la irradiancia (mddulo cuadrado de la perturbacién éptica) (Flo-
res, 2016).

En la Figura se muestra de manera esquematica y cualitativa la diferencia entre las
regiones de campo cercano y lejano mediante los graficos de irradiancias de acuerdo
a diferentes nimeros de Fresnel que a su vez estan relacionados con la distancia a
la que se encuentra el punto de observacion con respecto a la abertura. Para distin-
guir de manera cuantitativa entre campo cercano y campo lejano, se hace uso de los
siguientes conceptos.
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Capitulo 4. Desarrollo 4.3 Difraccion de Fraunhofer y Fresnel

4.3.1. Curvatura del frente de onda

Abertura a

Figura 4.2: Muestra la geometria para obtener la curvatura del frente de onda para
describir cuantitativamente los regimenes de difraccion (Flores, 2016).

Considere el esquema de la figura (4.2). Siendo S una fuente luminosa, d’ es la
distancia de la fuente a la abertura perpendicular a la misma, /' es la altura entre el
eje perpendicular d’ y un punto cualquiera de la abertura, P es el punto de observa-
cion, d es la distancia perpendicular entre la abertura y el punto de observacion, h es
la altura entre el eje perpendicular d y un punto cualquiera de la abertura, y finalmente
a es el tamano de la abertura.

A partir de la Figura (4.2) se ve que la variacién A de la cantidad r + 7’ de un
borde de la abertura al otro esta dado por

A= a4 (2 a?) — VAP R
+/ @2+ (h2 +a?) — Vd* + W* 431)

Usando la primera aproximacion de la expansion binomial de la raiz cuadrada

x
((1 + 23 =1+ 5) la ecuacion (4.3.1) se cambia a la forma

, (W + a)? (h + a)?
d<1+ 57 +d|1+ ¥

h'” h?
—d (1 + W) —d (1 + ﬁ) (4.3.2)

Desarrollando, simplificando y factorizando los términos de la ecuacién (4.3.2) se
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4.4 Patrones de difraccion de Fraunhofer Capitulo 4. Desatrrollo

LA R A .
“NaTa) 2\ Ty 4.8.3)

Donde el término cuadratico mide la curvatura del frente de onda, este debe ser
menor con respecto a la longitud de onda para que se considere régimen de Fraunho-

obtiene

fer, es decir
L - L) o2 < A (4.3.4)
— |5+ ]a 3.
2 \d d

Por el contrario, si la desigualdad se invierte se dice que esta en el régimen de

Fresnel, esto es
L + L) 2 > A (4.3.5)
-\ —=+=]a 3.
2 \d d

Si se tiene una longitud de onda cualquiera A y si se supone que d’' y d son lo sufi-

cientemente grandes, es decir, d — ooy d — 00, esto implica que 7 — 0y p — 0,

. ~ L, 1 /1 1
entonces no importa el tamano de la abertura a, la operacion 3 (E + c_l> a’ — 0y esto

sera siempre mucho menor que la longitud de onda A por muy pequena que esta sea,
satisfaciendo asi la difraccion de campo lejano de Fraunhofer. Por el contrario si supo-
nemos que d’ y d son lo suficientemente pequefias, esto es d’ — 0y d — 0,entonces
1

7 — 00y p — 00, de igual manera no importa el tamafo de la rendija, la operacién

1/1 1 , .
3 (E + Zl) a’ — ooy esto sera mucho mayor que la longitud de onda A por muy gran-

des que ésta sea, satisfaciendo asi la difraccion de campo cercano de Fresnel (Flores,
2016).

4.4. Patrones de difraccion de Fraunhofer

Resulta evidente que el patrén de difraccion sera diferente dependiendo de la dis-
tancia a la que se encuentre el punto de observacion de la abertura, en este sentido
la difraccion de Fraunhofer es la que se observa a distancias “lejanas” de la abertura
difractante. Se muestran aberturas sencillas como la rendija Unica, la abertura rec-
tangular y su caso particular la abertura cuadrada, la doble rendija y finalmente las
rendijas multiples, usando el formalismo de la teoria de la difraccion escalar, que para
el caso de campo lejano se vera que es mucho mas sencillo de trabajar en compara-
cién con el campo cercano (Flores, 2016).
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4.4.1. Consideraciones para difraccion de Fraunhofer

I Lente

Convergente
| N
. — \\
S ¥ — B :
-~ B
3y ) .
; Q ‘
Colimador Abertura 9

<

Figura 4.3: Muestra el arreglo experimental para observar la difraccion de Fraunhofer
(Flores, 2016).

Un arreglo experimental usual para observar la difraccién de Fraunhofer se muestra
en la figura (4.3). Una fuente de luz monocromatica coherente ilumina una abertura,
frente a ella se coloca un lente colimador y una segunda lente detras de la abertu-
ra, este arreglo de lentes eliminara de forma efectiva que los frentes de ondas sean
divergentes y no estrictamente planos ya que el tratamiento teérico se volveria mas
complejos.

A partir de la formula integral de Fresnel-Kirchhoff:

. ’ik’er_iwt
UP - A ff

Para realizar los calculos de los patrones de difraccién, se considera:

e—ik(r—i—r')

{cos (n,7) — cos (n, 77)] dS (4.4.1)

rr/

= Debido a que el angulo de la luz difractada es suficientemente pequefio como
para que la variacion del factor de oblicuidad {cos (n,7) — cos (n, r )} sea

apreciable sobre la abertura, este se puede considerar constante y salir fuera
dela integral.

ikr’
= La cantidad —— es practicamente constante ya que r’ — oo, también puede
r
salir de la integral.
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1
= L avariacion del factor — es despreciable con respecto a la variacion de las osci-
T .
laciones de la exponencial etkr por tanto este puede salir dela integral.
Consecuentemente la formula integral de Fresnel-Kirchhoff se reduce a una ecua-
cion mas simple ‘
Up=C [[e*dS (4.4.2)
donde
. —1 Y / A — A
ikUpe™Wtethr [cos(nw7j —-Cos(n,;j)}

C = — 4.4.3
Amrr! ( )

Representa todos los factores constantes que estan fuera de la integral. La férmula
(4.4.2) indica que la distribucion de la luz difractada se obtiene simplemente integrando
el factor de la fase e®*" y este depende de la geometria del sistema (Flores, 2016).
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CONCLUSION

En conclusion, a partir del fenédmeno en estudio, se puede inferir que, la naturaleza
de la luz proviene de modelos ondulatorios y por lo cual se debe visualizar como una
onda, para realizar un analisis respecto a ondas, es necesario hacerlo desde el punto
de vista del analisis armoénico, una funcién arménica puede descomponerse en una
serie de Fourier clasica en senos y cosenos.

La formula integral de Kirchhoff es util para el calculo de difraccién, en particular
de los espectros de luz, pero no es una formula completa para calcular la difraccion de
la luz. Si, se generaliza la misma, se obtiene la férmula integral de Fresnel-Kirchhoff
qgue da un analisis respecto al campo cercano y lejano, refiere a la interpretacion de
Fresnel y Fraunhofer respectivamente de este fendmeno.

La difraccion de Fraunhofer puede observarse mediante rendijas, su calculo se

realiza utilizando la formula de Fresnel-Kirchhoff, varia segun el tipo de rendija porque
se considera la geometria en una situacion especifica.
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ANEXO A: SUCESIONES DE
FUNCIONES

Una familia numerable de funciones { f,, }, donde f;, es una funcion, real o comple-
ja, definida en un dominio comdn D paratodo n € N, se llama sucesion de funciones.
Para cada punto x del dominio comun D, {f,,(x)} es una sucesion de niumeros cu-
yos términos son los correspondientes valores imagenes, luego podemos pensar en
la convergencia o divergencia de la sucesion numérica { f,,(z) }. Si para todo x € D
la sucesion numérica { f,,(x)} converge, se dice que la sucesién de funciones { f,, }
converge puntualmente en . La notacién usual es

f(x) = lim, o fu(x).

Asi, la funcion f es el limite puntual de la sucesion { f,,}, esto equivale a la si-
guiente definicion formal.

Definicion 4.4.1 A.1. Para cadan € N, sea f,, : D — R (o C) una funcién. Deci-
mos que { fn} es una sucesion de funciones que converge puntualmente hacia una
funcién limite f, si para cada punto x € D y para cadae > 0, existe un N € N (que
depende a la vez de x y de €) tal que sin > N entonces

[fulz) — fla)] <e

Si un mismo N sirve para todo punto de D, la convergencia se llama uniforme en
D, esto sugiere la siguiente definicion.

Definicion 4.4.2 A.2. Una sucesién de funciones { f,,} se llama uniformemente con-
vergente a f en el conjunto D si, para cada € > 0 existe un N € N (que depende
solo de € ) tal que n > N implica

|fu(z) — f(2)] <, para cada x € D



Definicion 4.4.3 A.2. Dada una sucesion { f,,} de funciones definidas en un conjunto
D C R, para cadax en D se considera

Sn(ﬂf) :ZZ:l fk:(x)7 n = 1727“'

Si existe una funcion f tal que S,, — f uniformemente en D, se dice que la serie
> > | fa(x) converge uniformemente en D y se escribe

(0.¢]
Teorema 4.4.1 A3. Sea D = [a,b]|. Supongamos que f, — f uniformemente en
la,b]. Si f, es continua en ¢ € [a,b] para todo n, entonces la funcién limite f es

continua en c.

Demostracion. Por hipotesis dado € > 0 existe NV € N tal que, sin > N entonces
€
o)

fule) = f(@)] < 5

Como f,, es continua en ¢, existe 4 > 0 tal que

para todoxr € D

lz —c| <d entonces |fu(z)— f(c)] < %

Luego, si | — ¢| < & tenemos:

[f(@) = f) =|f(x) = fulx) + fulz) = fulc) + fulc) — f(c)]

<1 @) = fo@)| +1a(@) = fale)] + fale) = SO
ERERE

Por lo tanto la funcién limite f es continua en ¢, lo que se queria mostrar (Hsu,
1987).

Las condiciones de Dirichlet

Anteriormente se dedico atencion a la determinacion de la serie de
Fourier de funciones dadas y se supuso que la funcién dada se podia
representar mediante una serie de Fourier. Ahora se debe investigar
la convergencia de la serie de Fourier a f(x). Una de las partes més
elegantes de la teoria de Fourier es la que se trata de los problemas



de convergencia. Se enunciaran aqui las condiciones, conocidas co-
mo condiciones de Dirichlet, bajo las cuales es posible la representacion
en series de Fourier de una funcion dada f(x).

fot
%m =)+ T )
flz+)

J[?‘l )

Figura 4.4: Funcién continua por tramos y limites a la Izquierda y a la derecha (Flores,
2016).

Definicion 4.4.4 Condiciones de Dirichlet:

1. La funcion f(x) tiene un nimero finito de discontinuidades en un
periodo.

2. La funcion f(x) tiene un ndmero finito de maximos y minimos en
un periodo.

3. La integral del valor absoluto de f(x) en un periodo es finita; es

decir,
f_TT\f(SU)! . dr = finita < co.

Se dice que una funcién f(x) es continua por tramos en el intervalo
finito [T, T si satisface las condiciones (1) y (2). En un punto de
discontinuidad, como se muestra en la figura 4.4, el cual se donota por
T = X1, la serie de Fourier converge a

1

5 f(z1—=) + flz+)],

Donde f(x1—) es el limite de f(x) cuando x se aproxima a x1 por
la izquierda, y f(x1+) es el limite de f(x) cuando = se aproxima a x1
por la derecha (Hsu, 1987).



ANEXO B: SOBRE CONTORNOS

Teorema 4.4.2 (Teorema del Valor Maximo). Sea'l’ un conjunto abier-
to conexo con Frontera Y. Si u es armdnica en 1" y es continua en
T + 2/, entonces u toma sus valores maximo y minimo en X, y solo
alcanza dichos valores en I’ cuando u es constante.

Teorema 4.4.3 Teorema de Unicidad. Si el primer problema interior de
Dirichlet en R? tiene solucion, la solucion es unica.

Demostracion:

Sea uq y ug soluciones, entonces © = u; — u9 €s solucion y u|g =0,
con u continua en T' + 2. Por el teorema del valor maximo es u = (
en 7', de donde u; = us.

Teorema 4.4.4 Teorema de Estabilidad. El primer problema interior de
Dirichlet es estable

Demostracion: Se consideran dos soluciones wu1, us tales que |u; —
us| < e en X/, dado que la funcién constante es arménica, se deduce
que |up —uz| <een

A partir de los teoremas de unicidad y estabilidad, se concluye que

el primer problema interior de Dirichlet tiene solucion, entonces es un
problema bien planteado. Consulte (Giordano, 2016).
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ANEXO C: SOBRE RENDIJAS

Considere una rendija de largo b y ancho L, siendo este mucho me-
nor que b, tal como se observa en la figura (4.5). Imagine una abertura
de difraccion que consista en dos rendijas paralelas, cada una de ancho
by a una distancia de separacion h, tal como se muestra en figura (4.7).
Una rejilla con un nimero /N de muiltiples rendijas idénticas y paralelas
entre si, con ancho b y separacion h. El célculo a partir de la féormula
integral de Fresnel-Kirchhoff, se realiza de manera similar al de la doble
abertura figura (4.9) (Flores, 2016).

*,- sin @

=
|

Figura 4.5: Geométrica de una sola rendija (Flores, 2016).
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Figura 4.6: Acercamiento para observar la diferencia de camino 6ptico en una sola

rendija (Flores, 2016).
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Figura 4.7: Geometria de una abertura rectangular para la difraccién de Fraunhofer y
en la pantalla de observacion se presenta el patron de difraccion (Flores, 2016).
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Figura 4.8: Geometria para la difraccién en campo lejano para la doble rendija (Flores,

2016).
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Figura 4.9: Geometria para la difraccién de campo lejano mediante una rejilla de N

(Flores, 2016)



