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RESUMEN

El objetivo del presente estudio es aplicar el método de diferencias finitas para
encontrar la solucién de la ecuacion diferencial parcial del tipo parabdlico con el
desarrollo de un algoritmo en el programa Python y la utilizacion de la serie de Taylor,
para la aproximacion de la derivada, se obtiene el esquema de discretizacion en
diferencias para las soluciones aproximada de la ecuacion diferencial del tipo
parabdlico.

La investigacion que se ha desarrollado es de tipo transversal con disefio no
experimental, como técnica principal de recoleccion de informacion se procedi6 a la
seleccion de la bibliografia, esto con el objetivo de contar con la informacion concreta
que permita desarrollar la investigacibn como antecedentes histéricos y de
investigacién, fundamento de analisis matematico, algebra lineal y ecuaciones
diferenciales parciales.

Se obtuvo que el método de diferencias finitas esta basado en aproximaciones
gue permitan reemplazar ecuaciones diferenciales por ecuaciones de diferencia. En
base a estos, la solucion por diferencia finita basicamente involucra 3 pasos:
discretizacion, aproximacion de la ecuacion diferencial y solucion de la ecuacion de
diferencias. Describimos tres métodos de diferencias finitas para la ecuacién de
conduccion de calor: el método de diferencia progresiva, regresiva y de Crank-
Nicolson. Se observé que generalmente que el método mas adecuado es el método de
Crank-Nicolson, ya que su convergencia no depende del valor de A utilizado. El
software matematico Python es un gran soporte de ayuda en la solucién numérica de

ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas.

Palabras claves: Diferencias finitas, métodos, ecuaciones diferenciales

parciales del tipo parabdlico y Python.
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CAPITULO 1: ASPECTOS INTRODUCTORIOS

1.1 Introduccion

El método de diferencias finitas se basa en asignar puntos espaciados de
manera apropiada sobre el dominio y aplicar las ecuaciones constitutivas
correspondientes del fenbmeno a cada punto, tiene como punto de partida las series de
Taylor, que consiste en una aproximacion de las derivadas parciales por expresiones
algebraicas con los valores de la variable dependiente en un limitado nimero de puntos
seleccionados. Como resultado de la aproximacion, la ecuacion diferencial parcial que
describe el problema es reemplazada por un namero finito de ecuaciones algebraicas.
El presente trabajo contribuye con el desarrollo de un algoritmo en el programa Python
y la utilizacién de la serie la seria de Taylor, para la aproximacion de las derivadas, se
obtiene el esquema de discretizacion en diferencias finitas del cual obtenemos una
ecuacion algebraica que hallara soluciones aproximadas para la ecuacion diferencial
parcial del tipo parabdlico. Esta ecuacion se utiliza en el proceso de propagacion de

calor en distintos medios.
Se revisaron algunas investigaciones sobre el tema:

e Cumpa Barrios y Estrada Romero (2015), realizaron una tesis sobre diferencias
finitas asistidas con Matlab en la solucion de ecuaciones diferenciales parciales
parabdlicas. Se aplican los métodos de diferencias finitas progresivas,
regresivas y el método de Crank-Nicolson para hallar la solucion mas
aproximada de una ecuacion diferencial parcial parabdlica. En el cual
concluyeron que se logra una mejor aproximacion a su solucion numeérica

utilizando intervalos reducidos.

e Pugarin Diaz (2015), en su estudio desarrollo ecuaciones diferenciales parciales
parabdlicas aplicando los métodos de diferencias finitas, elementos finitos y

10
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meshlees, determinando su grado de confiabilidad, donde concluyé que la
convergencia al aumentar el niumero de elementos en la discretizacion espacial
y los errores encontrados tomando como exacta la solucion con el mallado mas
grande. Con campo de fase utilizaron los mismos mallados espaciales, salvo el
valor mas grande que no fue necesario utilizar, puesto que compararon las
soluciones con diferencias finitas y campo de fase bajo las mismas condiciones

de discretizacion espacial y temporal.

e Alay Lerma (2018) aplicé el método de diferencias finitas para la solucion de la
onda, consistencia, convergencia y estabilidad. La investigacion concluye que el
método de diferencias finitas, al ser una forma sencilla relativamente, para poder
resolver la ecuacion de onda bidimensional; es efectiva de acuerdo al esquema
gue se eligid. Con una aproximacion justificable y adecuada teéricamente de las
derivadas de segundo orden, y por el teorema de equivalencia de Lax, también
se tuvo la convergencia, realizando primero la consistencia del esquema
numeérico que se cumplié satisfactoriamente. Para la estabilidad se vio que la
amplificacion del error es constante con el tiempo, que también se pudo decir un
intervalo para la estabilidad; teniendo asi comprobada la convergencia del

esquema numeérico.

e Ferragut Canals (2021) realizé un estudio sobre el analisis numérico del método
de Diferencias Finitas para Ecuaciones en Derivadas Parciales, en su
investigacién estudian métodos en Diferencias Finitas para resolver problemas
parabdlicos en una dimensién espacial con coeficientes constantes. Se
analizaron la convergencia a partir de la consistencia y estabilidad de los
esquemas, utilizando diversas técnicas para el analisis de estabilidad segun los
casos como el andlisis de la estabilidad en la norma del maximo y el método

matricial.

11
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Contenidos de los capitulos
Este trabajo se divide en los siguientes capitulos:

e Introduccion: Incluye el planteamiento del problema, su enfoque, antecedentes

y los objetivos perseguidos.

e Marco tedrico: Métodos iterativos para la solucion de sistemas de ecuaciones
lineales. En matematicas, en un método iterativo se repite un mismo proceso de
mejora sobre una solucion aproximada: se espera que lo obtenido sea una
solucion mas aproximada que la inicial. Ademas, introduce algunos conceptos

sobre ecuaciones diferenciales parciales y diferencias finita.

e Metodologia: Se presenta el plan a seguir para la correcta realizacion de esta

investigacion.

e Resultado y discusion: Muestra los resultados experimentales obtenidos en la

evaluacion del sistema y su funcionamiento.

e Conclusiones y recomendaciones: Al finalizar el capitulo de experimentacion
se presentan las conclusiones sobre el trabajo realizado y se proponen

recomendaciones para trabajos futuros.

12
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1.2 Objetivos

Objetivo General

Aplicar el método de diferencias finitas para encontrar la solucion de la ecuacién
diferencial parcial del tipo parabdlico usando el software libre Python.

Objetivos especificos.

e Analizar la ecuacion de calor o difusién utilizando el método de diferencias finitas
mediante la discretizacion del dominio de la variable y de la ecuacion diferencial.

e Comparar las soluciones obtenidas mediante dos métodos de diferencias finitas,
el método progresivo y Crank-Nicolson.

e Determinar la solucién numérica a una aplicacion de la ecuacion diferencial
parcial del tipo parabdlico mediante el método de diferencias finitas utilizando el
programa computacional Python.

13



CAPITULO 2: MARCO TEORICO

2.1 Métodos iterativos para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales
2.1.1 Matrices y Propiedades.

Se da la definicion de una matriz obtenida de (Burden, Faires, y Burden, 2017).

Definicién 2.1: una matriz A de m X n nimeros reales (o complejos) ordenados en m
filas (renglones) horizontales y n columnas verticales:

a1 Q2 7 Qan a1 Q2 7 Qan
_ _ _|Q21 Q22 7
A=lay|=[Al; = : : : 2

Am1 Am2 Amn Am1 Am2 Amn

Donde a;; € R. Abreviando, puede escribirse: A = (aij) = [aij] en donde

i=123,..,myj=123,..,1n

Las matrices se denotaran usualmente por las letras mayusculas A4, B,C, ..., y

los elementos de las misma por mindsculas a, b, c. Los términos horizontales son las
filas de la matriz y los verticales son sus columnas. Una matriz con m filas y n

columnas se denomina matriz m por n o matriz m X n.

Definicion 2.2: (dimension de una matriz) una matriz de m filas y n columnas se dice

que tiene dimensidon m X n o que es de orden m X n, y al conjunto de matrices de
orden m X n lo denotaremos R™ ™ o0 R,,.,, (en el supuesto de la matriz A sean

elementos de los R).

2.1.2 Matrices especiales

Las definiciones enunciadas en esta seccion han sido tomadas de (Burden,
Faires, y Burden, 2017).

14



Definicion 2.3: (matriz cuadrada) se denomina matriz cuadrada n aquellas que se

tienen n filas y n columnas, donde A € R™*™ (las matrices cuadradas tienen el mismo

nuero de fila y columnas).

a11 a12 aln

a a Azn
A= %21 :22

Apz Qpz - Qpn

Los elementos a;;, con [ =j donde i = 1,2, ...,n; forma la llamada diagonal

principal de la matriz esto son los: a1, @33, 33, ..., Amp-

Definicién 2.4: (Matriz Nula) Sea O € R™*"Se denomina matriz nula, aquella matriz

cuyos elementos son ceros, comunmente se denota por O

Definicién 2.5: (Matriz Diagonal) Una matriz cuadrada D = [aij], en donde cada

término fuera de la diagonal principal es igual a cero, es decir, a;; = 0 paratodai # j,

es una matriz diagonal.

a1 O 0
D= 0 a.zz 0
0 0 Ann

Definicion _2.6: (Matriz Escalar) Una matriz diagonal A[aij], en donde todos los

términos de la diagonal principal son iguales, es decir, a;; = a parai=jy a;; =0

parai # j, es una matriz escalar.

a O 0
0 «a 0
0 O a

Definicidn 2.7: (matriz triangular) es una matriz cuadrada que tiene ceros encima o

bien debajo de la diagonal principal.

15
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Definicidon 2.8: (Matriz Triangular Superior) triangular superior, si todas las entradas

bajo la diagonal principal son iguales a cero. Triangular superior: a;; = Osii>]

Ay Gz Q3 77 Gan

0 a22 a23 ot aZn
U=1]o0 0 Qazz -+ Us3pn
0 0 0 = apy

Definicién 2.9: (Matriz Triangular Inferior) Una matriz cuadrada A = [aij] es una

matriz triangular inferior, si todas las entradas arriba de la diagonal principal son iguales

a cero. Asi pues, las matrices. Triangular inferior: a;; = 0sii <j

a11 0 0 0

a,; Qa,, 0 0
L=las; asz az - 0|

n1 Qpz QApz annJ

Definicion 2.10: (Matriz Triangular Superior Unitaria) Es una matriz cuadrada es

triangular superior si su diagonal esta compuesta por unos.
al-]-= 1, Vl:],y aij :OS|l>]

Definicion _2.11: (Matriz Triangular Inferior Unitaria) Es una matriz cuadrada es

triangular inferior si su diagonal estd compuesta por unos.
aij=1, Vl=], Yy al]=OS|l<]

Definicion 2.12: (Matriz Identidad) La matriz escalar de n X n, se denomina matriz

identidad (unidad) de orden n es aquella matriz escalar cuyos elementos de la diagonal

principal son todos iguales a 1. La matriz identidad de orden n.

16
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P 0 0 o]
01 0 0
1,110 0 1 o}

0 0 0 1

Rmxn

Sea | la matriz en cuyo elemento genérico en el renglén i y en la columna

j es:

_{1 si i=j
YTl sii#j

En la matriz identidad I se verifica que: Al = [A = A. En general la matriz |

identidad es una matriz diagonal. Siendo A una matriz escalar, se verifica: A = al

a 0 - 0 10 - 0
a=0 ¢ N=e 1 7 O=w

La matriz identidad es una matriz escalar con a¢ = 1.

2.1.3 Determinante

Definicién 2.13: El determinante de una matriz (Burden, Faires, y Burden, 2017)

proporciona resultados de existencia y unicidad para sistemas lineales que tienen el

mismo numero de incégnitas y de ecuaciones. Nosotros denotaremos el determinante

de una matriz cuadrada A mediante detA, pero también es comun utilizar la notacion

Al.

e Suponga que A es una matriz cuadrada

e SiA = [a]esunamatriz1 X 1, entoncesdet A = a.

e SiAesunamatrizn X n,conn > 1, elmenor M;; es el determinante de la sub-
matriz (n —1) X (n—1) de A obtenida al quitar la i-ésima fila y la j-ésima

columna de la matriz A.

17
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e Elcofactor 4;; asociado con M;; esta definido por A;; = (—1)" M;; .

e Eldeterminante de la matriz A,, « , » cuandon > 1, esta dado ya sea por

n n

detA = z aij Al] = Z(—l)Hj al-le-j, para i=1.2,..,n,
j=1 j=1

O mediante

n n

detA = Z Cliinj = Z(—l)i+j al-le-j, para ] =12,..,n.
i=1 =1

2.1.4 Método de Jacobi

Los autores (Burden, Faires, y Burden, 2017) sostienen que el método iterativo

de Jacobi es obtenido por resolver el i-ésima en la ecuacion en Ax = b para x; para

obtener (a; # 0)

a;x\ b |
( ] ]>+—, para i =12,..,n
i i

&
I
INgE

1
#1

— ~

(k)

Para cada k > 1, genere las componentes X; x® 3 partir de los componentes

de x*~1D por medio de

n
1 i (1)
xi(k) =— z (—aij xj(k 1)) + b; |, parai=12,..,n
2 j=1
JES

18
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Técnica iterativa de Jacobi (Algoritmo)

ENTRADA  El nimero de ecuaciones e incognitas n; los elementos a;;, 1 <1i, j <n
de la matriz A; los elementos b;, 1 <i <n de b; los elementos X0;,1 <
i <n de X0 = x© |a tolerancia TOL; el nimero maximo de iteraciones
N.

SALIDA La solucidon aproximada x4, ..., x, 0 el mensaje que de que se rebaso el

numero de iteraciones

Paso 1 TomeK =1
Paso 2 Mientras (K < N) haga pasos 3-6.
Paso 3 Parai=1,..,n
determine
= Xei) = 1(a, X0)) + by
i a;
Paso 4 Si||lx — Xol|| < TOL, entonces SALIDA (x4, ..., xp,);
(El procedimiento fue exitoso)
PARE
Paso 5 Tomek=k+1
Paso 6 Parai=1,..,ntome X0; = x;
Paso 7 SALIDA ("nimero maximo de iteraciones excedido )

(procedimiento terminado sin éxito)
PARAR

2.1.5 Método de Gauss-Siedel

Es una posible mejora en el algoritmo técnica iterativa de Jacobi. Segun (Burden,
Faires, y Burden, 2017) se puede observar al reconsiderar la ecuacion (1). Los
componentes de x*~1) se usaban para calcular los componentes xi(k) de xy. Pero,

x) (k)
Xi—1

para i > 1, los componentes x; 7, ..., de x; ya se han calculado y se espera

que sean mejores aproximaciones para las soluciones reales xq,....,X;_; que

19
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k k k
xi ),...,xi(_)l. Por lo tanto, parase razonable calcular xl( )

e

Capitulo 2. MARCO TEORICO

e Tl
y;
7,

i

usando estos valores

calculados recientemente. Es decir, utilizar

(k) Z(au (k)) - Z (aij Xj(k_l)) + bi Vi= 1,2, W, n ( 2)

j=1+1

En lugar de la ecuacién (1). Esta modificacién recibe el nombre de técnica iterativa

Gauss-Siedel.
Método iterativo Gauss-Siedel

ENTRADA  El nimero de ecuaciones e incognitas n; los elementos a;;, 1 <1i, j <n
de la matriz 4; los elementos b;, 1 < i <n de b; los elementos X0;,1 <
i <n de X0 =x© la tolerancia TOL; el nimero méximo de iteraciones
N.

SALIDA La solucién aproximada x4, ..., x, 0 el mensaje que de que se rebaso el

numero de iteraciones

Paso 1 TomeK =1
Paso 2 Mientras (K < N) haga pasos 3-6.
Paso 3 Parai=1,..,n
determine
1 i—1 n
X =— —Zaijxj— Z a; X0; + b;
BT j=1+1
Paso 4 Si ||lx — Xol|| < TOL, entonces SALIDA (x4, ..., x,,);
(El procedimiento fue exitoso)
PARE
Paso 5 Tomek=k+1
Paso 6 Parai=1,..,ntome X0; = x;
Paso 7 SALIDA ("nimero maximo de iteraciones excedido )

(procedimiento terminado sin éxito)
PARAR
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Método lterativo General

Para estudiar la convergencia de las técnicas generales de iteracion (Burden,

Faires y Burden, 2017), necesitamos analizar la formula

x®) = Tx*=1D 4 ¢ paracadak = 1,2, ...
Cuando x(? es arbitrario. El proximo lema y teorema.

Definicidon 2.14: Podemos llamar a una matriz A, n X n convergente si el

limy,,(A%);; =0Paracadai =1,2,..,n y j=12,..,n

2.1.6 Método de sobre-relajacion para resolver sistemas lineales

La siguiente definicion a sido tomada de (Burden, Faires y Burden, 2017)

Definicidon 2.15: Supongamos XeR™ es una aproximacion a la solucion del sistema

lineal definido por Ax = b. El vector residual para ¥ con respecto al sistema es

r =b — AX.

En procedimientos como los métodos de Jacobi o Gauss-Seidel, se asocia un
vector residual con cada calculo de un componente aproximado al vector solucion.
Segun (Burden, Faires y Burden, 2017) el verdadero objetivo es generar una secuencia
de aproximaciones que hara que los vectores residuales converjan rapidamente a cero.
Supongamos que dejamos

i T T e Ty

n® = (5, (k))t

Denota el vector residuo para el método de Gauss-Seidel correspondiente a la

solucién aproximada vector

i ) i ) ey i_l' i ) ey n

t
X = (xgk> MONINOINCEED x(k—l)) |

L k
La m-ésima componente de T'l( ) es
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i-1 n (3)
r — & _ (k—1)
Tmi b AmjXx f) AmjX; j
j=1 j=i

O, equivalente,

i—-1 n
(k) = Z A j ] Z am]x](k D _ amixj(k_l),‘v’m =12,..,n

En particular, la i-ésima componente de

i—-1 n
k k k-1 k-1
lE) b,, — Zaux]() Z aux]( )—aux( ),
Entonces,
i—1 n (4)
a;Xx; (k U +r(k) = b; — Zaux](k) Z al]x](k D
j=1 j=i+1

Sin embargo, recuerde que el método de Gauss-Siedel, Gauss-Siedel

seleccionado como

i—1 n
oL, 0 (k=1) (%)
.X'i —a— i al-j .X'] — al]x]
u j=1 j=i+1

Por lo que la ecuacion (4) se puede reescribir como

agx D 70 = g

Por consiguiente, el método de Gauss-Siedel se puede caracterizar

seleccionando x( ) para satisfacer
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k k r'('k)
x = D i (6)
a;;

Podemos derivar otra conexion entre los vectores residuales y la técnica Gauss-

) ) . k .
Seidel. Considere el vector residual rl(+1) , asociado con el vector
t
& _ (. K& (&) (k) . (k-1) (k-1) : . *x) .
Xiyq = (x b Xy ey X)X gy e Xy ) . Se tiene la i componente de 1, | es:
-1 n
&) _ 4 (k) (k-1)
M1 = Di z ai;X; z aijX;
-1 n
_ (%) (k-1) (k)
= bi - z aijx- — Z al-jx- - aiixl-

(k)

i

()

Por la forma en que x i1 = 0. En cierto sentido, la

se definio. Vemos que 7;

(k)

técnica de Gauss-Seidel es caracterizado por elegir cada x;;;, de tal manera que el

(k)

componente i-ésimo de ri,i+1 €s cero.

Elegir r.(k)

:+1 Para que una coordenada del vector sea cero, sin embargo, no es

. , . . k) ..
necesariamente la mas eficiente manera para reducir la norma del vector ST Si

modificamos el proceso de Gauss-Seidel, segun lo expresado en

o
ri(k) = xi(k_l) +w-+—
Qi

Entonces para ciertas elecciones de positivo w nosotros podemos reducir la

norma del vector residual y obtener una convergencia significativamente mas rapida.

Métodos que involucran la ecuacion anterior se llaman métodos de relajacion.

Para opciones de w con 0 < w < 1, los procedimientos se denominan métodos de

baja relajaciéon. Estaremos interesados en opciones de w con 1 < w, y estos se
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llaman métodos de sobre-relajacién. Son utilizados para acelerar la convergencia de
sistemas que son convergentes por la técnica de Gauss-Seidel. Los métodos se
abrevian SOR (Successive Over-Relaxation), o, sucesiva sobre-relajacion, y son
particularmente Gtil para resolver los sistemas lineales que ocurren en la soluciéon

numerica de las ecuaciones diferenciales parciales.

(k)

Antes de empezar podemos reformular la ecuacion para x;~ como
i-1 n
(k) _ (k-1) . (k-1)
x; =1 —-w)x; + Zaux] z a;jx; (7)
=1 j=i+1

Para determinar la forma de la matriz de método SOR, nosotros reescribimos

esto como

i-1
aijxi(k) + Wz al-jxj(k) = (1 — W)aiixi( - w z al] ]k D + Wbi,
j=1 j=i+1
Para que en forma vectorial tengamos
(D —wL)x® = [(1=w)D + wU]x* D + wh

Esto es,

x® = (D —wL)"[(1 =w)D + wU]x%* D + w(D —wL)"'h

(8)
Dejando
T,={D-wL)™(1-w)D+wU] y ¢, =w(D—wL)1,
da a técnica SOR de la forma
(k) — (k1)
x\" =T, x +c
w w (9)
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SOR (Algoritmo)

ENTRADA

SALIDA

Paso 1
Paso 2

Paso 3

Paso 4

Paso 5
Paso 6

Paso 7

El nimero de ecuaciones e incognitas n; los elementos a;;, 1 <i, j<n
de la matriz A; los elementos b;, 1 <i <n de b; los elementos X0;,1 <
i <n de X0 = x© |a tolerancia TOL; el nimero maximo de iteraciones
N.

La solucidon aproximada x4, ..., x, 0 el mensaje que de que se rebaso el
namero de iteraciones

TomeK =1

Mientras (K < N) haga pasos 3-6.

Parai=1,..,n

determine

xi=(1- a))XO +— aij x; — al]X0]+bL
Z ]Z—I—l

Si||lx — Xol|| < TOL, entonces SALIDA (x4, ..., xp,);

(El procedimiento fue exitoso)

PARE

Tomek=k+1

Parai=1,..,ntome X0; = x;

SALIDA ("numero méximo de iteraciones excedido )
(procedimiento terminado sin éxito)

PARAR
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2.2 Ecuaciones Diferenciales Parciales y Diferencias Finitas

2.2.1 Ecuaciones semilineales de segundo orden

Segun (Boyce y DiPrima, 2000) se entiende por ecuacion diferencial cualquier
ecuacion en la que interviene una variable dependiente y sus derivadas con respecto a
una o mas variables independientes. Muchas leyes de la naturaleza en fisica, quimica,
biologia o astronomia, encuentran su expresion mas natural en el lenguaje de las
ecuaciones diferenciales. Son asi mismo abundantes sus aplicaciones en la propia
matematica, especialmente en geometria, y también en ingenieria, economia y en otros

muchos campos de las ciencias aplicadas.

Es facil esconder la raz6bn que se oculta tras una tan amplia gama de

aplicaciones de las ecuaciones diferenciales. Es necesario recordar (Boyce y DiPrima,

2000) que si y = f(x) es una funcioén dada, su derivada se puede interpretar como el

ritmo de cambio de y con respecto a x. En cualquier proceso natural, las variables

involucradas y sus ritmos de variacion estan relacionados entre si por medio de los

principios cientificos basicos que gobiernan dicho proceso.
La siguiente definiciéon a sido tomada de (Boyce y DiPrima, 2000).

Definicidn 2.16: Si una ecuacion contiene las derivadas o diferenciales de una o mas

variables dependientes con respecto a una o0 mas variables independientes, se dice

gue es una ecuacion diferencial.
2.2.1.1 Clasificacion segun el tipo

Segun (Zill, 1988) una ecuacion diferencial se clasifica segun el tipo a como
sigue:

Definicion_2.17: (Ecuacion diferencial ordinaria) Si una ecuacién contiene solo

derivadas ordinarias de una o mas variables dependientes con respecto a una sola

variable independiente, entonces se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria.
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Definicion _2.18: (Ecuacion diferencial parcial) una ecuacion que contiene las

derivadas parciales de una o més variables dependientes de dos o mas variables

independientes se llama ecuacion diferencial parcial.
2.2.1.2 Clasificacién segun el orden

Zill, (1988) establece una ecuacion diferencial se clasifica segun el orden a como
sigue:

Definicion 2.19: el orden de la més alta derivada en una ecuacioén diferencial se llama

orden de la ecuacion.

Definicidn 2.20: (Grado de la ecuacion) Es la potencia de la derivada de mayor orden

que aparece en la ecuacion. Si esta derivada esta elevada a un exponente no natural,

el grado de la ecuacion no esta definido.
2.2.1.3 Clasificacion segun la linealidad o no linealidad

Zill, (1988) llama una ecuacién diferencial se clasifica segun la linealidad o no
linealidad a como sigue:

Ecuacioén diferencial lineal

Definicidon 2.21: (Ecuacion diferencial lineal) Se dice que una ecuacion diferencial es

lineal si tiene la forma

dny dn—l
() -t A () o7+ +a1(x) +ao(x)y g(x).

Debe hacerse notar que las ecuaciones diferenciales lineales se caracterizan por

dos propiedades:

e La variable dependiente y junto con todas sus derivadas son de primer grado,

esto es, la potencia de cada terminoen y es 1

e Cada coeficiente depende solo de la variable independiente x.
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2.2.2 Tipos de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden

Definicion 2.23: (Ecuaciones diferenciales parciales) Una ecuacion diferencial en

derivadas parciales (EDP), en este sentido (Zill, 1988) argumenta que puede escribirse
como una relacion donde aparece una funcion incégnita u junto con al menos una
derivada parcial. Dado que en una EDP deben aparecer derivadas parciales, se
sobreentiende que u depende de al menos dos variables independientes. En general

una EDP es una relacion de la forma

m
G (X1, X9y eeny Xy, Uy Uy s oo ,uxllxsz, v, X)) =0

Donde my + -+ + my < o0, es decir, en la relacion aparecen un namero finito
de derivadas parciales con respecto a cualquiera de las variables x; ..., x, de una
funcién incégnita u = (x4, X5, .... X, ). aqui usaremos t, x,y, z,1, &, X1, X3, ..., X, para
denotar las variables independientes, la variable testara asociada con el tiempo,

mientras que las variables x,y,z,7n,¢ o bien x4, x,, ..., X, estarAn asociadas con

dimensiones espaciales.

. , m _ 0™u ,
Las derivadas parciales de u se denotan en general como u, = Sm Seusara
X

2 2
indistintamente las notaciones u,.,, = oTu Upzr = o
xx = g Y ng = G¢

La siguiente definicion a sido tomada de (Zill, 1988).

Definicion 2.24: Se define el discriminante (o indicador) I de la ecuacién en derivadas

parciales como
[ = B?—4AC
2.2.2.1 Tipos de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden

Definicion 2.25: (Zill, 1988) dice que la ecuacion
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Auxx + Buxy + Cuyy + Dux + Euy+ Fu+G =0 (10)

e Tl
N
e
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7%\

Es:
v' Parabodlica, si [ = 0;
v’ Eliptica, si I < 0;
v" Hiperbdlica, sil > 0

2.3 Solucion clasica de una ecuacién diferencial parcial del tipo parabdlico

2.3.1 Ecuacién de calor

Segun (Salgado, 2021), el problema de Cauchy para la conduccion de calor en
una barra homogénea de longitud finita es:

ou 0%u (11)
ot d0x?

Donde la constante "a" es proporcional a la conductividad térmica y se llama
difusividad térmica.

Sujeta a las condiciones iniciales

u(x,0) = f(x); vx € [0, L] (12)
Las condiciones de contorno

u(0,t) =u(L,t)=0; Vt=0 (13)

Y la condicion

u,(L, t) = —hu(L,t) (14)
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2.3.2 Reduccion a un problema de frontera unidimensional

Se encuentra (Salgado, 2021) una solucion (11) usando el método de

separacion de variables y la solucion del problema en la forma:

u(X,t) = X e(t)
La sustitucion de este valor de u(x,t) en (11) proporciona:

yi d*¢
t _
e Ot

Lo que equivale a:

do d’¢
dt_ _ a dx?
@(t) P (x)

Como el lado izquierdo es independiente de t y el lado derecho es

independiente de X ambos deben ser iguales a una constante:

dp  d’¢
dt_ _ dx? _ _
@(t) ¢ (x)

Esto da las dos ecuaciones diferenciales ordinarias para ¢(x) y ¢(t):

d%¢
ot =0

do

o + Adap(t) =0

Las condiciones iniciales en ¢ y ¢ se obtiene a partir de (12) y (13), y para ¢

son como sigue:
$(0)p(t) =0
¢L)p(t) =0

Donde ¢(0) = 0y ¢(L) = 0, entonces ¢(t) # 0.
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Se llega asi al siguiente problema frontera unidimensional. Para determinar una

funcion que satisfaga la ecuacion diferencial

d?¢

%+/1qb=0 (15)
Y 4 rap(t) =0 (16)
E-I_ ap(t) =

Donde A es una constante y la ecuacion (15) esta sujeta a la condicion ¢(0) =0

y h¢p(L) + ¢’(L) = 0. Analizando los diversos casos segun los posibles valores de A

Caso I. Si 1 >0, la solucién para (16) es ¢(t) = ce’/*t. De acuerdo a la
interpretacion fisica del problema, este resultado es absurdo; pues indica que la
temperatura u = ¢¢ crece indefinidamente cuando aumenta t, esto contradice el hecho
de que el cuerpo no tiene ninguna fuente de calor y por su extremo derecho radia calor

libremente a la atmosfera cuya temperatura es u = 0.

Caso Il. Si 2 = 0, entonces ¢ = c;x + ¢,, la ecuacion ¢(0) = 0 implica ¢, =0, la
condicion h¢ (L) + ¢’(L) = 0 implica c;(hL + 1) = 0. Como h y L son positivos, entonces

c; = 0 luego ¢ es la funcién nula

Caso lll. Si 1<0 la ecuacion (15) tiene por solucibn ¢ = Asenv—AIAx +
BcosV—Ax, la condicion ¢(0) = 0, implica B = 0, la condicién h¢(L) + ¢’(L) = 0 implica
A(hsenvV—AL ++V—Acosv—AL=0. Si A =0, la soluciébn seria trivial entonces

V-2

hsenv—AL + vV—Acosv—AL = 0, esta Ultima igualdad es equivalente a: tagv—AL = -

2.3.3 Solucién del problema de frontera:

Considerando segun (Salgado, 2021) la ecuacién de calor unidimensional

ou _ 0%u

3% e para0<x<1y 0<t<05

Sujeta a las condiciones iniciales

u(x,0) =sen(mx) parat=0y0<x<1

31



j

{

L
AVEER

“A la Libertad por la Universidad”

Y las condiciones de contorno
u(0,t) =0parax=0y0<t<0.5
u(l,t)=0parax=1y0<t<05

Usando el método de separacion de variables se obtiene
u(x,t) = F(x)G(t)

encontrando sus derivadas parciales respectivas se obtiene

Ou_ o U0
5, =FOG®),  ——=F@GE) y 5 =F ()6

e . 0u  0%u
Al reemplazar con la ecuacioén diferencial: — = —
ot 0x2
Se obtiene:
F(x)G'(t) = F"(x)G(t)

G'() F'(x)
G(t) F(x)

Y considerando la constante de separacion negativa resulta:

@— K?

G(t)
De donde G'(t) = —K?G(t) y al trasponer término
G'(t)+K?G(t)=0
Tomando la ecuacion caracteristica
A+K*=0=>21=—-K?

Se tiene que G(t) = c,e Kt
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Ahora considerando el lado derecho de la ecuacion = —K

F(x)
F’(x) = K*F(x)
F’(x)+K?F(x) =0
Usando la ecuacion caracteristica para esta ecuacion diferencial se tiene:
2 +K?=0= 1 =—K?
De donde
A =+vV—K? luego 1= +Ki
Por lo tanto
F(x) = ¢, cos(Kx) + c3sen(Kx)
Reemplazando en la ecuacién (34) se obtiene
u(x, t) = [c,cos(Kx) + cssen(Kx)]c e Kt
Desarrollando se tiene:
u(x, t) = Ae X*tcos(Kx) + Be X¥*tsen(Kx)

Aplicando las condiciones de frontera tenemos:

u(0,t) =0
Entonces
0 = Ae %*tcos(0) + Be ¥*tsen(Kx)
Como
sen(0) =0 y cos(0) =1
Solo queda
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0=Ae Xt sie Ktz
Entonces
A=0.

En la otra condicién u(1,t) = 0 se tiene:

u(1,t) = Be K*tsen(K) =0
Reemplazando: 0 = Be ¥*tsen(K) y como e ¥*t = 0y B # 0 entonces:

0 = senkK
Calculando se obtiene:
K = arc sen(0)
Luego
K =nm

Reemplazando en: u(x,t) = Be‘Kzfsen(K) se obtiene:

u(x, t) = Be~ " *tsen(nmx)
Resolviendo se tiene la expresion:

u(x, t) = Be ™™t sen(nmx)
Considerando la otra condicion: u(x,0) = sen(nmx) resulta:

sen(mx) = Bsen(nmx)

DedondeB=1y nx=nnx=1=n dedonden=1

., 2
Reemplazando la ecuacion obtenemos: u(x,t) =e ™ tsen(nx) que es la

solucion de la ecuacion diferencial dada.
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2.4 Diferencias finitas
La siguiente definicién a sido tomada de (Lara, Chavez , & Castafieda, 2019).

Definicion_2.26 (Malla o _cuadrilla): Sea Ax un numero positivo, una malla en el

dominio € R es un conjunto de puntos T = {x,} c Q, tal que cada x, esta en el

interior o en la frontera de un subdominio tal que x,,, = x, + Ax.
Los puntos x, en la malla se llaman nodos y este proceso de elecciéon no es
anico.

Teorema 2.1 (Serie de Taylor): Supongamos que f € C"™[a,b]y f™*V(x) existe en

< a,b >. Seax, € [a, b], para toda x € [a, b], existe {(x) entre x, y x tal que

f(x) = B(x) + R, (x)

Donde

(x —xp)"

P00 gy L2500

Py(x) = f(xo) + f'(x0) (x — xp) + 21 n!

N ok
5L ey
k=0

Es un polinomio de grado n alrededor de x, y

_ W)

Ru(x) = e e (= )™

Es el residuo o error de truncamiento asociado con el polinomio B, (x).

Diferencias finita segun (Pugarin Diaz, 2015) Se basa en la utilizacion de

férmulas para aproximar las derivadas de una funciéon. Estas formulas de aproximacion

de las derivadas de una funcién U pueden ser: centradas, progresivas o regresivas,

con un orden de la aproximacion O(h™), n = 1,2, ...
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Figura 2.1 Diferencias finitas

f(x)

xo—h Xo x0+h

Fuente: Marco Ayala. (1 enero 2021). Diferencias numéricas, diferencias finitas hacia
adelante, atras y centrada [video]. YouTube. https://youtu.be/gQzvklZyFho

Como por ejemplo se tienen las siguientes formulas:

Para la primera derivada de la funcion u(x,t), con respecto a x utilizando un

orden de aproximacion O(h?) y O(h)
Diferencias centradas

u(x + h,t) —u(x —h,t)

u, (x, ) = 7 + 0(h?)
Diferencias progresivas
ulx+ht) —ulx,t
Uy (x, t) = ( )~ )+0(h)

h

Diferencias regresivas
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ulx,t) —u(x —h,t)
h

u,(x,t) = + 0(h)

Otro ejemplo es la férmula de la segunda derivada de la funcion U(x, t),

Centrada y con respecto a x, con orden de aproximacion O(hz)

u(x + h,t) — 2u(x,t) —u(x — h,t)

2 + 0(h?)

Uyx (x» t) =

Facilmente se puede aproximar a la derivada n-ésima de u(x, t) con un orden

de aproximacion O (h™).
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CAPITULO 3: METODOLOGIA

3.1 Tipo de estudio

La presente investigacion es del tipo analitico - deductivo puesto que para su
desarrollo se tendra que requerir de procedimientos matematicos mediante el proceso
de discretizacion que consiste en trasladar un problema infinito dimensional a otro finito

dimensional.

La investigacién tiene un nivel béasico, en i vista que se trata de investigar y
relacionar hasta cierto punto nuevos conceptos, relacionandolos e infiriendo otros

resultados. Este nivel de investigacion no se ocupa de las aplicaciones practicas.

El disefio de investigacion es no experimental, debido a que manipula conceptos
en condiciones abiertas, este disefo es del tipo transversal ya que describe y analiza la
interrelacion entre dos métodos, debido a que en la investigacion estudia la
dependencia de la solucion de la ecuacién de calor por medio de las ecuaciones

diferenciales parciales mediante el método de diferencia finitas.
3.2 Fuente de informacidn

En este estudio, dentro de la fuente de informacién no existe fuente de
informacion primaria debido a que no se trabajé con los primeros articulos, documentos

formulados y publicado originalmente.
3.3 Fuentes secundarias

Entre las fuentes secundarias encontradas durante de la recopilacion de

informaciéon estan:

1. Articulos cientificos.
2. Monografia y tesis.
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3. Libro
3.4 Procedimiento de recoleccion de informacion

Se procedio a la seleccién de la bibliografia, esto con el objetivo de contar con la

informacion concreta que permita desarrollar la investigacion.

1. Antecedentes historicos y de investigacion.
2. Fundamento de analisis matematico, algebra lineal y ecuaciones
diferenciales parciales.

3. Diferencias finitas.
3.5 Plan de analisis

La metodologia utilizada es proponer en las diferencias finitas formulas de
aproximacion para las derivadas parciales parabdlicas, encontrar la ecuacion
discreteada parcial de un problema, construyendo el mallado correspondiente y

encontrando su solucién, para el caso de elemento finitos.
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4.1 Ecuaciones Diferenciales Parciales Parabdlicas de una
Dimension
4.1.1 Método de diferencias progresivas
El enfoque que usamos es el método de diferencia mediante la serie de Taylor

en t para formar el coeficiente de diferencias

ou u(x;, t; + k) —u(x,t) k 92 (18)
a0 (t)) == — =55 (T m)

Para alguna y; € (tj, t; + 1), y la serie de Taylor en x para formar el cociente
de diferencias

0%u u(x; + h, t;) = 2u(x;, ty) + u(x; — ht;) h* o*u

(19)
ﬁ (xi: tj) = hz ﬁ x4 (gi’ tj)

Donde §; € (x;_1, Xj11)-

La ecuacion diferencial parcial parabdlica (11) implica que para los puntos en

interior de la malla (xl-, tj), paracadai =1,2,...,m—1yj=1,2,.., tenemos

ou 0%u
o7 (ki) =@ o= (x,4) = 0

Asi que el método usa los cocientes de diferencias (18) y (19) es
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Wijr =Wij _ o Wis1j — 2wij + Wi

k h? (20)
Donde w;; aproxima a u(xl-, tj)
El error de truncamiento local para esta ecuacion de diferencias es
k 92 h? 0*u

T = 55z o k) — @ o (G ) (21)

Resolviendo la ecuacion 20 para w; ;1 obtenemos

2a%k k

Wij+1 = <1 - 7) wij + a’ ﬁ(Wiﬂ,j +wi_1) (22)

Paracadai =1,2,...m—1yj=1,2,..
Asi, obtenemos
Wo,0 = f(x0), Wio = f(x1), ... Wio = f(xm)
Luego generamos la siguientes t-filas por
wo1 =u(0,t;) =0
k

2a%k "
W1’1 == 1 - 7 Wl,O + ﬁ (WZ,O + WO,O)

2a%k , K
W2’1 == 1 - 7 WZ,O + ﬁ (W3’0 + Wl,O)

20%k , K
Wpo11=|1- 2 Wp_10 Tt @ ﬁ(Wm,o + Wm—Z,O)
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W1 =u(m,t;) =0

Ahora podemos usar los valores w;; para generar todo los valores de la forma

La naturaleza explicita del método de diferencias implica que la matriz (m —

1) X (m — 1) asociada con este sistema puede escribirse en forma tridiagonal

-2 A 0 .. 0
| 2 (1-22 Ao
A=| 0 0 |
l L0 2 (1—2/1)J

ko
Donde 1 = a? —- Si hacemos

O = (), f (), oo f (Hmer))
Y
w = (w(xy), w(xy), o, w(m_1))  Paracadaj = 1,2, ..
Entonces, la solucidén aproximada esta dada por
w) = AwU=Y para cada j = 1,2, ...

Por lo que w) se obtiene a partir de w0~ mediante una simple multiplicacién

de matriz, a esto se le conoce como el método de diferencias progresivas.

4.1.2 Método de diferencia regresiva

Para obtener un método que es incondicionalmente estable, consideramos unos

de diferencia implicitas que resulta del uso del cociente de diferencia regresiva para

(Qu/ot)(x;, tj) en la forma
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u(x;, t; + k) u(x; ,t) k 02
E(xi'tf) = — k L 2 ot2 (xl"uj)

Donde U; estaen (tj_l’tj). Al sustituir esta ecuacion, junto con la ecuacion (19)
62u
para ——, en la ecuacion diferencial parcial obtenemos

U,(Xi, tj) — u(xl-, tj—l) B az U,(XH_l, t]) — Zu(xl-, t]) + u(xl-_l, tj)
k h?

kd*u , b d*u
= _EW(XUMJ) 126 4({11 ])

Donde &; € (x;_4,X;4+1). El método de diferencia regresiva resultante es

Wij — Wijq Wit = 2Wy + Wiy
— g2

— - h2 =0 (23)

Paracadai =1,2,...,m—1yj=1,2,..

El método de diferencia regresiva implica los puntos de malla

(xi, tj_l)(xi_l, tj) y (xl-+1, tj) para aproximar el valor en (xl-, tj), como se muestra

en la figura 4.1.

Figura 2.2 Método de diferencias regresivas

t
O
O
ti ©  Método de
ti-1 X XX o
o diferencias
X o
©  regresivas
o
X
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Fuente: Analisis numérico (p.556) por Burden, Faires, y Burden, 2017, por Cengage
Learning.

Puesto que las condiciones de frontera e iniciales relacionadas con el problema
proporcionan informacion en los puntos de malla rodeada por un circulo, la figura no

muestra procedimientos explicito que se puedan utilizar para resolver la ecuacion (23).

Figura 2.3 Método de diferencias progresivas

t

O
O

Lita X ©  Método de

¢ o

XXX o diferencia

o
©  progresiva
(@)

Xi—1 Xiin

Fuente: Analisis numérico (p.556) por Burden, Faires, y Burden, 2017, por Cengage
Learning.

: . . k ,
Si, de nuevo, permitimos que A denote la cantidad a? (ﬁ)’ el método de

diferencia regresiva se vuelve
(L+ 20wy — AWy j — AW g j = Wiy,

Para cada i = 1,2,....,m—1yj =1,2,... por medio del conocimiento que
wio = f(x;), Paracada i =12,..,m—1y wy; =0, para cada j = 1,2, ..., este

método de diferencias tiene la representacion matricial
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[(1 +24) A 0 .. 0 Tr wi, Wy 1
—A A - w ’ s w. ’._
O .. .. ., 0 :2;] — 2:] 1
E —4 Wm'—l ' Wm—.l j—1
0 w0 =2 (1+22) 7 J

0 AwY) = wU~D paracadai =1,2,...

Algoritmo de diferencias regresivas de la ecuacion de calor

Para aproximar la solucién de la ecuacion diferencial parcial parabdlica

au( t) Zazu( )=0 0<x<l 0<t<T
ot T g T ¥t

Sujeta a las condiciones de frontera
u(0,t) =u(ll,t) =0, 0<t<T
Y las condiciones iniciales
u(x,0)=f(x), 0<x<l

ENTRADA  Extremo [; tiempo maximo T; constante a; enterosm >3, N > 1.

SALIDA Aproximaciones w;; para u(x;, tj)paracadai=1,...m—-1yj=1,..,N
Paso 1 Determine h = -k = =; A = %X,

m N h
Paso 2 Para = 1,..,m — 1 determine w; = f(ih). (Valores iniciales).

(Los pasos 3 — 11 resuelven un sistema lineal tridiagonal por medio del

algoritmo 6.7).

Paso 3 Determine [, = 1+ 24; uy = —1/1;.

Paso 4 Paracadai=2,..,m—2determine [; = 1 + 241 + Au;_y; u; = —1/1;.
Paso 5 Determine [,,_; = 1 4+ 24 + Auy,_,.

Paso 6 Paraj=1,..,N hagalos pasos 7 — 11

Paso 7 Determine ¢ = jk; (Actualt;.) z; = wy/l;.
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Paso 8 Parai = 2,..,m—1determine z; = (w; + 1z;_1)/l;.
Paso 9 Determine wy,_1 = Z;,_1.
Paso 10 Parai=m—2,..,1 determine w; = z; — u;w; 1.

Paso 11 SALIDA (t); (Nota: t = t;).
Parai=1,..,m— 1 determine x = ih;
SALIDA (x, Wi). (NOta: w; = Wi,j)'

Paso 12 PARE. (El procesamiento esta completo).

4.1.3 Meétodo de Crank-Nicolson

Un método mas prometedor se deriva al promediar el método de diferencia

progresiva en j-€simo para en t,

Wijy1 — Wij ¥ Wit1,j = 2W;; +Wioqj
k h?

Que tiene error de truncamiento local

k 0%u )
tr = Em(xi,ﬂj) + 0(h?)

Y el método de diferencia regresiva en el eje (j + 1) ésimo paso en t,

Wijrr =Wij - o Wistj+1 — 2Wi 1 F Wiq

k h2 =0

Que tiene error de truncamiento local

k0% ,
tB = —Z—E(Xi,uj) + O(h )
Si suponemos que
0%u 0%u

5z (o) = o7 (a0 ),
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Entonces, el método de diferencia promediado,

2
Wije1 = Wi Q7 [Wigq; — 2W;; + Wiq L Wirnjen = 2w ; + Wi—l,j+1] — 0
k 2 h? h?

Tiene error de truncamiento local de orden 0(k? + h?), siempre y cuando, por

supuesto, se satisfagan las condiciones de diferenciabilidad comunes.

Esto se conoce como el método de Crank-Nicolson y se representa en forma de

matriz.
AwU*D = By paracadaj=0,1,2,.., (24)
Donde
k .
1= aZ ﬁ’ W(J) = (Wl,j'WZ,j' ---;Wm—l,j)t,

Y las matrices A y B estan dadas por:

i A
(1 + ﬂ.) . _E 0 ........................... 0
/1 K ..~,.' ..3 '-.....,".
A= 0
2 (142l
i A
(1 + A) . _ E O :.-'-. ------------------------- 0
2
B = 0
0.
o 0 L2
2 1+l
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La matriz no singular A es definida positiva, estricta y diagonalmente dominante

y tridiagonal.
Algoritmo del método de Crank-Nicolson

ENTRADA  Extremo [; tiempo maximo T; constante a; enterosm >3, N > 1.

SALIDA Aproximaciones w;; parau(x;, tj) paracadai=1,...m—1yj=1,..,N
2
Paso 1 Determine h = —;k==; 1=%%. w_=0.
m N h
Paso 2 Parai =1,..,m — 1 determine w; = f(ih). (Valores iniciales).

(Los pasos 3 — 11 resuelven un sistema lineal tridiagonal por medio del
algoritmo 6.7).

Paso 3 Determine [, =1+ 4; u, = —1/(21}).

Paso 4 Paracadai = 2,..,m—2determine [; =1+ A1+ Au;_1/2; u; = —4/(21;).

Paso 5 Determine l,,_1 = 1+ A+ Aupy,_,/2.

Paso 6 Paraj=1,..,N haga los pasos 7 — 11

Paso 7 Determine t = jk; (Actual t;.) z, = [(1 - Dw, + %WZ].

Paso 8 Para i = 2,..,m — 1 determine z; = [(1 — Dw; +§(Wi+1 +wi_; + zi_l)]/
;.

Paso 9 Determine wy,_; = Z;,_1.

Paso 10 Parai=m—2,..,1 determine w; = z; — u;w; ;.

Paso 11 SALIDA (t); (Nota: t = t;).
Parai=1,..,m—1 determine x = ih;
SALIDA (.X', Wi)' (NOta: w; = Wi,j)'

Paso 12 PARE. (El procesamiento esta completo).
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Algoritmo de método de Crank-Nicolson en Python

import numpy as np
def f (x):
v = np.sin(np.pi/2*x)

return v

def zero matrix(i, j, start from=1):

matrix = [[-1] * (j+start from)]
for x in range (i) :
line = [-1] * start from + [0] * J

matrix.append(line)
return matrix

def zero vector(i, start from=1):
return [-1] * start from + [0] * i

def CrankNicolson(l, T, alpha, m, N):
""rnCrank-Nicolson Method.

Args:
1: endpoint
T: maximum time
alpha: constant
m:
N:
Return:
approximations wi,j to u(xi, tj) for each i=i,...,m-1
and j=1,...,N.

mrmn

w=zero matrix(m, N)

z = zero vector(m - 1)

11 = zero vector(m - 1)

u = zero vector(m - 1)
#Paso 1

h=1/m

k=T/N

lambda = alpha * alpha * k / (h * h)
#Paso 2

for i in range(l, m):

w[i] [0] = £(i * h)

#Paso3

11[1] = 1 + lambda

u[l] = -lambda /(2*11[1])
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#Pasod
for i in range (2, m-1):
11[(i] = 1 + lambda + lambda * u[i-1]1/2
uli] =-lambda /(2 * 11[i])
#Pasob
11[m-1] = 1 + lambda + lambda * u[m-2]/2
#Pasob
for j in range(l, N + 1):
#Paso7
t =73 *k
z[1] = ((1 - lambda ) * w[l][j-1] + lambda / 2 *
wl2][3-11) / 11[1]
#Paso 8
for i in range (2, m):
z[i] = ((1 - lambda ) * w[i][j-1] + lambda / 2 *
(wli+1][j-1] + wl[i-1]1[3-1] + z[i-1])) / 11[i]

#Paso 9
wim-1][J] = z[m-1]
#Paso 10
for i in range(m-2, 0, -1):
wli]l[J] = z[1] — uli] * wl[i+1][J]
#Paso 11
print ('"t={}: '.format(t))

for i in range(l, m):
print (' ({}, {})'.format(i*h, w[i][J]))

CrankNicolson(2, 0.1, 1, 4, 2)

Algoritmo del método progresivo en Python

''' Metodo Explicito '''

def explicit():

u = np.zeros(n)
vV = np.zeros(n)
ufl[0] =0

v[0] = 0

u[n-1] = 0
v[in-1] = 0

for i in range(l, n-1):
uli] = np.sin(np.pi*i*h)
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for j in range(l,

m) :
n-1) :
+ uli+l]) / 2

n-1):
np.exp((-(np.pi) **2) *t)

n-1) :

for i in range (1,
v[i] = (ul[i-1]

t = 3%k

for i in range (1,
uli] =

v[i]

for i in range (1,

uli] = vI[i]
return v

Capitulo 4. RESULTADOS

* np.sin(np.pi*i*h) -

Figura 2.4 Comparacion del método explicito y Crank-Nicolson

0.35

—8— Explicito

0.30 1 .

0.25 4

0.20 A

Value

0.15 - )

0.10

0.05

. -~
—=—- Crank-Nicolson ,“

0.00

Fuente: Elaboracion propia. El grafico representa la distribucion de la temperatura en

un tiempo t y una posicion x en una barra metalica aislada.
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4.2 Comparacion de los métodos unidimensionales

, ., ou 2 62u
Segun Chapra y Canale, (2007), la ecuacion %% 52

se puede resolver en forma
analitica. Por ejemplo, hay una solucion para el caso donde la temperatura de la barra
es inicialmente cero. En t = 0, la condicion de frontera en x = L se eleva
instantaneamente a un nivel constante de T, mientras que T(0) se mantiene en cero.

En este caso, la temperatura se calcula por

(0]

x 2 n —n?m?
Tt z — (=1)"sen (Tn) exp < LG )] (25)

n=0

T=T

Donde L = longitud total de la barra. Esta ecuacion es util para calcular la
evolucion de la distribucion de temperaturas para cada condicion de frontera. Entonces,

la solucion total se determina por superposicion.
Ejemplo 1. Comparacion de las soluciones numéricas y analiticas

Planteamiento del problema. Compare la solucion analitica de la ecuacion
(30.17) con los resultados numéricos obtenidos con las técnicas progresiva, regresiva y

de Crank-Nicolson. Realice esta comparacion con la figura 2.5

Figura 2.5. Distribucion de temperatura en una barra larga y delgada
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Fuente: Métodos numérico para ingeniero (p.890) por Chapra y Canale, 2007, por

McGraw-hill Interamericana.

Solucién. Recuerde de los ejemplos anteriores que k = 0.835cm2/s, L = 10 cm y
Ax = 2 cm. En este caso, se utiliza la ecuacion (25) para predecir que la temperatura
enx = 2cmyt = 10s seraigual a 64.8018. En la tabla 1 se presentan predicciones
numéricas para T(2,10). Observe que se ha empleado un tamafio de paso para el
tiempo. Estos resultados indican varias propiedades de los métodos numeéricos.
Primero, se observa que el método explicito es inestable para [ alta. Dicha inestabilidad
no se manifiesta en ningin método implicito. Segundo, el método de Crank-Nicolson
converge mas rapidamente conforme [ decrece, y proporciona resultados de exactitud
moderada aun cuando [ sea relativamente alta. Estos resultados eran de esperarse ya
gue Crank-Nicolson tiene una exactitud de segundo orden con respecto a ambas
variables independientes. Por ultimo, observe que conforme [ decrece, los métodos
parecen converger a un valor de 64.73, que es diferente del resultado analitico de
64.80. Esto no debe sorprender, ya que se ha usado un valor fijo de Ax = 2 para

caracterizar la dimensiéon x. Si

Tabla 1.

Comparacion de tres métodos para la solucibn de una EDP  parabdlica: la barra
calentada.

. . Crank-

AT A Progresivo Regresivo Nicolson
10 2.0875 208.75 53.01 79.77
5 1.04375 -9.13 58.49 64.79
2 0.4175 67.12 62.22 64.87
1 0.20875 65.91 63.49 64.77
0.5 0.104375 65.33 64.12 64.74
0.2 0.04175 64.97 64.49 64.73

Nota. Los resultados mostrados corresponden a la temperaturaent = 10 senx = 2

cm para la figura 2.5. Observe que la solucion analitica es T(2,10) = 64.8018. Tanto
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Ax como At disminuyeran conforme [ decrece (es decir, si se usaran mas segmentos

espaciales), la solucidbn numérica se acercara mas al resultado analitico.

El método de Crank-Nicolson se emplea con frecuencia para resolver EDP
parabdlicas en una dimensién espacial. Las ventajas del método se aprecian cuando se
presentan problemas mas complicados, como aquellos en los que se tienen mallas
irregularmente espaciadas. Tal espaciado no uniforme a menudo es ventajoso cuando
se tiene un conocimiento previo de que la solucion varia rapidamente en porciones
locales del sistema. Analisis de tales aplicaciones y del método de Crank-Nicolson se
encuentran en diferentes fuentes (Ferziger, 1981; Lapidus y Pinder, 1981; Hoffman,
1992).
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CAPITULO 5: CONCLUSIONES

5.1 Conclusiones

A\

El método de diferencias finitas esta basado en aproximaciones que permitan
reemplazar ecuaciones diferenciales por ecuaciones de diferencia. Estas
aproximaciones de diferencia finitas son de formas algebraicas; relacionan el
valor de la variable dependiente, en un punto de la regién solucion, con sus
valores en algunos puntos vecinos. En base a estos, la solucion por diferencia
finita basicamente involucra 3 pasos:

Discretizacion.

Aproximacion de la ecuacion diferencial.

Solucién de la ecuacién de diferencias.

Describimos tres métodos de diferencias finitas para la ecuacién de conduccién
de calor. El método de diferencia progresiva, regresiva y de Crank-Nicolson.

Se compararon dos métodos en diferencia finitas para la distribucion de la
temperatura en una barra aislada se analiz6 el maximo error relativo, en el
método explicito es lineal a bajos valores de paso de tiempo y luego en un valor
determinado se incrementa abruptamente, eso se identifica con el punto final de
convergencia del modelo y en el método de Crank—Nicolson la relacion es casi-
lineal con una menor pendiente que en el otro método, hasta alcanzar un minimo

optimo con un incremento posterior.
Se visualizé la propagacién de calor con condiciones de borde conocida y en
régimen estacionario con un simulador computacional realizado en Python

mejorando la compresion del fenémenao.

55



e Para el caso de la ecuacion de calor se observdé que generalmente que el
método mas adecuado es el método de Crank-Nicolson, ya que su convergencia

no depende del valor de A utilizado.

e EIl software matematico Python es un gran soporte de ayuda en la solucién

numérica de Ecuaciones Diferenciales Parciales Parabolicas.
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5.2 Recomendaciones

e Utilizar como guia para los estudiantes de la carrera de Licenciatura en
Matematica, donde se desarrolle el tema de Ecuaciones Diferenciales Parciales

del tipo Parabdlicas por diferencias finitas.

e Se sugiere continuar con la aplicacion del método de diferencias finitas para la
resolucion de las ecuaciones diferenciales parciales del tipo eliptico e

hiperbdlico.

e Se recomienda usar el software matematico Matlab como soporte para la
solucion numérica de Ecuaciones Diferenciales Parciales del tipo Parabdlico

mediante el método de diferencias finitas.

e Simular las ecuaciones diferenciales parciales que describen la distribucion de
temperatura en un cilindro infinito sometido a calentamiento externo por

conveccién forzada. Para obtener un costo computacional considerable.
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ANEXO A

7.1 Método de Gauss- Seidel

importar numpy
m=int (input ('Valor de m:"'"))
n=int (entrada('Valor de n:"'))
matriz = numpy.zeros((m,n))
X=numpy.ceros ( (m))
vector=numpy.ceros ((n))
x0=numpy.ceros ((n))
imprimir ('Método de Gauss-Seidel')
print ('Introduce la matriz de coeficientes y el vector
solucion')
para i en el rango (0, m):

para j en el rango (0, n):

matriz[ (i), (j)]=float (input ("Elemento

al"+str (i+l)+str (3+1)+"]1 "))

vector[ (i) ]=float (input ('b['+str(i+1)+"']: "))
imprimir ("Método de Gauss-Seidel")
tol=float (input ('Ingrese la tolerancia:'))
NO=int (input ('Ingresa el nUmero de iteraciones:'))

#pasol
k=0
#paso2
mientras que k<=NO:
#paso3
suma=0
para i en el rango (0, m):
suma=0
para j en el rango (0, n):
si (3 !'= 1i):
suma=suma+matriz[i, J]*x0[7]
x[1]=(vector[i]-suma) /matriz[i, 1]
imprimir ("x["+cadena (i)+"]:"+cadena(x[i]))
z=numpy.linalg.norm(x-x0, ord=1);
si(z<tol):
imprimir ("x["+cadena (i)+"]:"+cadena(x[i]))
descanso
k=k+1

para i en el rango (0, m):
x0[1]=x[1]
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7.2 Método de Jacobi

import numpy as np
# Leer numero de incdgnitas
m=int (input ('Valor de m:"'))
n=int (input ('Valor de n:"'"))
#Hacer una matriz numpy de tamafio n x n + 1
a = np.zeros((m,n))
# Hacer una matriz numpy de tamafio n
b= np.zeros(n)
X = np.zeros(n)
x0=np.zeros (n)
# Reading augmented matrix coefficients
print ('Ingrese coeficientes de matriz aumentada:')
for 1 in range(0,m) :
for j in range (0,n):
alil[Jj] =float (input ("Elemento a["+str (i+l)+str (j+1)+"]
"))
bli]l=float (input ('b['"+str(i+1)+"']: "))
x0[i]=float (input ('xO0["+str(i+1)+"']: "))
tol=float (input ('Introduzca la tolerancia tol: "))
N=int (input ('Introduzca el numero madximo de iteraciones m: '))
#Paso 1
k=1;
#Paso 2
while (k<= N):
for 1 in range(n):

suma = 0
for j in range (n):
if jl=i
suma += suma + al[i][J]*x0[]J];
x[i]=(-suma + b[i])/alil[il;
z=np.linalg.norm(x-x0,o0rd=1);
if z<tol:
break
k=k+1;
for 1 in range(l,n):
x0[1] = x[1i]
print ("\nLa solucion requerida es:")
for 1 in range(n) :
print ("Elemento x["+str (i+1)+"]: "+str(x0[i]))
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