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RESUMEN

En este trabajo se estiman Modelos de Regresion No Lineales selectos tales como:
Logistico, Gompertz y Richards, en su comportamiento general y estrategias de
estimacion correspondiente, y se muestran algunas aplicaciones. Se recolecto
informacion de bases de datos sobre estudios detallados en libros, paginas web,
tesis, articulos, los cuales, aparte del fundamento de la modelizacion matematica,
sirvieron para medir el desempefio de cada modelo comparado en este trabajo de
investigacion. Los resultados indican que El estudio del Modelo Regresion Logistica
es aplicado en un rango amplio de situaciones de investigaciones teniendo en
cuenta variables dicotébmicas y categoricas, utilizados en: Poblaciones, Salud
(estudio de caracteristicas de ausencia y presencia), Biologia.

El estudio del Modelo Gompertz a su vez es aplicado para crecimiento poblacionales
bajo un espacio limitado de recursos y donde el crecimiento maximo o puede ser
muy pequefio o muy grande, este se utiliza en la ley de la naturaleza que rige la
mortalidad humana (Biologia) y la Economia. El estudio del Modelo Richards es
utilizado para crecimiento de plantas y animales (agentes biolégicos), ya que
requiere menos tiempo y es menos costoso en su implementacion permitiendo una

identificacion rapida de las expectativas esperadas.
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1.INTRODUCCION

Modelo de Regresion no lineal (MRNL) es una forma de analisis cuya ecuacion se
expresa mediante una funcion que es combinacion no lineal de los parametros del
modelo y depende de una o mas variables independientes. En general, las
estimaciones se ajustan mediante aproximaciones sucesivas.

Algunos modelos no lineales incluyen funciones: potencias, radicales, racionales,
exponenciales, logaritmicas, trigonométricas. Las funciones polindbmicas, son
propias de los Modelos de Regresion Lineal Multiple (MRLM), de igual forma los
exponenciales o logaritmos, al ser transformados, de forma adecuada, son
linealizados.

Los parametros del MRLM se estiman de forma directa por el sistema de ecuaciones
normales (SEN). Sin embargo, para los MRNL, en general, no existe una expresion
gue permita estimar los parametros de mejor ajuste de forma cerrada, como ocurre
con el SEN. Por lo general, en MRNL se aplican algoritmos de optimizacion
numerica para estimar los parametros de mejor ajuste. Asi mismo, en contraste con
la regresion lineal, puede haber varios minimos locales de la funcién a optimizar e
incluso el minimo global puede producir una estimacién sesgada. En la practica, se
utilizan valores estimados de los parametros, junto con el algoritmo de optimizacion,
para intentar encontrar el minimo global de una suma de cuadrados, ademas podria

darse el problema de no convergencia.
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2. OBJETIVOS

2.1 Objetivo General:
» Estimar Modelos de Regresion No Lineales selectos: Logistico, Gompertz y

Richards, en su comportamiento general y estrategias de estimacion
correspondiente con aplicaciones en el mundo real.
2.2 Objetivos Especificos:
v' Determinar las estrategias y formas de estimacion de los parametros
correspondientes a cada modelo no lineal elegido, asociados con la mejor

funcién de ajuste.
v" Aplicar cada modelo propuesto que permita adecuar la implementacion de

software, segun el problema real enfrentado.

pag. 2




Modelos de Regresion no Lineal selectos, Forma de Estimacion y Aplicaciones.

3. MARCO TEORICO

3.1 Modelos
Un modelo es una Abstraccidn selectiva de la realidad, que pretende asemejar a la

realidad, pero no es en si la realidad.

3.2 Modelo matematico
Un modelo matemético es una representacion simplificada, a través de ecuaciones,

funciones o férmulas matematicas, de un fenomeno o de la relacion entre dos o més
variables. La rama de las matematicas que se encarga de estudiar las cualidades y
estructura de los modelos es la llamada “teoria de los modelos”.

Los modelos de crecimiento son modelos especificos que simulan como se desarrolla
la poblacion a corto o largo plazo.

De la Modelizacion Matematica, podemos observar que: es el arte de transformar
problemas de la realidad en problemas que se puedan resolver interpretando sus
soluciones en lenguaje coloquial o distendido. Bassanezi, R (2002)

Esquema de los modelos de regresion.

Lineal multiple: Y; = (By + B1X1; + BoXoi + +LnXni) + €

Cubico: § = Bo + B1X + B2X2 + B3X3 Cuadratico: ¥ = o + B1X + [2X2

Reciproco o inverso: § = o + f1*1/X Hiperbdlico: § = A/( Bo+B1*X)

3.3 Modelos Lineales

Los modelos lineales son una de las herramientas mas importantes del analisis
cuantitativo. Los utilizamos cuando queremos predecir o explicar una variable
dependiente a partir de una o mas variables independientes.

El uso mismo de la terminologia de variables dependientes e independientes nos da
una pista del abordaje: el ajuste de modelos lineales busca encontrar una funcion en
el sentido matematico que nos permite expresar una variable en funcion de otras a
partir de una expresion experimental u observacional. (Paladino, M. 2017).

3.4 Crecimiento y Decaimiento

La funcion exponencial, aparece cuando el crecimiento o decrecimiento de una
variable es proporcional al tamafio de la variable, como puede ser el interés producido
por una inversion, el crecimiento de poblaciones de bacterias, el decaimiento

radioactivo, propagacion de enfermedades, etc.
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Problema de valor inicial. % —kx =0, x(ty) = xy, (Ecuacion diferencial 1).

donde k es una constante de proporcionalidad, se emplea como modelo de distintos
fendbmenos donde intervienen crecimiento o decrecimiento (desintegracion).

Si se conoce una poblacion en cierto momento inicial arbitrario podemos considerar
definido por t=0 la solucién de la ecuacion anterior, esto es para predecir la poblacion
en el futuro, esto para t>0.

En fisica un problema de valor inicial como la ecuacion puede servir de modelo para
calcular aproximadamente la cantidad residual de una sustancia que se desintegra o
decae en forma radiactiva. Esa ecuacion diferencial también puede describir la
temperatura de un objeto o materia que se enfria.

La constante de proporcionalidad k, en la ecuaciéon 1 se resuelve con el problema de
valor inicial con una determinacién de x en un momento ti>to. Donde, se determina la
solucion de la ecuacion:

L kx “Z—k|[.dt — [-dx=k[dt — In(x)=kt+cle

= —_ =
dt x dt
(Ecuacion 2).
Siendo el factor de integracion x(t) = ce** y la solucion general x(t) = ekt

3.5 Modelo De Regresion Lineal Multiple
Un modelo de regresién lineal multiple es un modelo estadistico versétil para evaluar

las relaciones entre un destino continuo y los predictores.

Los predictores (x) pueden ser campos continuos, categoricos, de modo que las
relaciones no lineales también estén soportadas. El modelo es lineal porque consiste
en términos aditivos, en los que cada término es un predictor que se multiplica por un
coeficiente estimado. El término de constante (interceptd) también se afiade de comun
al modelo.

La regresion lineal se utiliza para generar conocimientos para los gréaficos que
contienen al menos dos campos continuos con uno identificado como dependiente (y)
y el otro como un predictor (x). Ademas, se puede especificar un predictor categorico
y continuos auxiliares en un grafico y se pueden utilizar para generar un modelo de

regresion adecuado.

pag. 4




Modelos de Regresion no Lineal selectos, Forma de Estimacion y Aplicaciones.

Los modelos de regresion lineal multiple siguen la siguiente ecuacion:

Y = (Bo + B1X1i + BaXai ++ +BnXni) + & (Ecuacion 3).
donde Bo: es la ordenada en el origen, el valor de la variable dependiente Y cuando
todos los predictores son cero.
Bi: es el efecto promedio que tiene el incremento en una unidad de la variable
predictora X sobre la variable dependiente Y, manteniéndose constante el resto de

variables, se conocen como coeficientes parciales de regresion.
&: es el residuo o error residual, la diferencia entre el valor observado y el estimado
por el modelo.

3.6 Condiciones Para La Regresion Lineal Multiple

Los modelos de correlacion lineal multiple requieren de las mismas condiciones que
los modelos lineales simples mas otras adicionales.

No colinealidad y multicolinealidad: En los modelos lineales mudltiples los
predictores deben ser independientes, no debe de haber colinealidad entre ellos. La
colinealidad ocurre cuando un predictor esta linealmente relacionado con uno o varios
de los otros predictores del modelo o cuando es la combinacién lineal de otros
predictores.

Distribucion normal de los residuos: Los residuos se deben distribuir de forma
normal con media cero. Para comprobarlo se recurre a histogramas, a los cuantiles
normales y a test o pruebas de hip6tesis de normalidad.

Variabilidad constante de los residuos (homocedasticidad): La varianza de los
residuos debe de ser constante en todo el rango de observaciones. Para comprobarlo
se representan los residuos. Si la varianza es constante, se distribuyen de forma
aleatoria manteniendo una misma dispersion y sin ningan patrén especifico.

No autocorrelaciéon (Independencia residual): Los valores de cada observacion son
independientes de los otros, esto es especialmente importante de comprobar cuando
se trabaja con mediciones temporales. Se recomienda representar los residuos
ordenados acorde al tiempo de registro de las observaciones, si existe un cierto patron
hay indicios de autocorrelacion. También se puede emplear el test de hipotesis de

Durbin-Watson.
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Valores atipicos, Funcién de Probabilidad o Verosimiltud: Es importante
identificar observaciones que sean atipicas o que puedan estar influenciando al
modelo. La forma mas facil de detectarlas es a través de los residuosy las distancias
de Cook.

3.7 Criterio de Parsimonia
Lanavaja de Ockham(a veces escrito Occam u Ockam), principio  de

economia o principio de parsimonia (lex parsimoniae) es un principio metodolégico y
filosofico atribuido al fraile franciscano, filésofo y l6gico escolastico Guillermo de
Ockham (1280-1349), segun el cual «en igualdad de condiciones, la explicacion mas
simple suele ser la mas probable». Esto implica que, cuando dos teorias en igualdad
de condiciones tienen las mismas consecuencias, la teoria mas simple tiene mas
probabilidades de ser correcta que la compleja. Por lo cual en dos modelos que
retienen o explican igual cantidad de informacion o variabilidad, se debe elegir aquel
mas sencillo.

Un modelo nunca puede llegar a ser una descripcion completamente precisa de la
realidad; para describir esta, es preciso desarrollar un modelo tan complejo que éste
seria de poca utilidad practica. En cualquier construccién de modelos es inevitable
hacer abstraccion o simplificacién en alguna medida. El principio de parsimonia,
establece que un modelo se debe conservar tan simple como sea posible, o, como
diria Milton Friedman (estadistico y economista): "Una hipétesis [modelo] es
importante si ésta 'explica’ mucho, con poco..." Esto significa que se deben introducir
en el modelo unas pocas variables claves que capturen la esencia del fenbmeno bajo
estudio relegando toda influencia menor y aleatoria al término de error.

3.8 Modelos de Regresion no Lineal

El modelo de regresion lineal normal puede escribirse y; = X;B + ¢;, donde X es vector
(fila) de predictores para la i-ésima de n observaciones, generalmente con 1 en la
primera posicion que representa la constante de regresion, B es el vector de
pardmetros de regresion a estimar, y &, e€s un error aleatorio, que se supone
normalmente distribuido, independientemente de los errores de otras observaciones,
con media 0 y varianza constante, NID (o, 02).

En el modelo de Regresion no Lineal normal mas general, la funcion f() que relaciona
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la respuesta con los predictores no es necesariamente lineal.

yi = f(B,x;) + & (Ecuacion 4).
Como en el modelo lineal, B es un vector de parametros y X es vector de predictores
(pero en el modelo de Regresion no Lineal, estos vectores generalmente no tienen la
misma dimension), y &;, ~ NID(0, o). La probabilidad para el modelo de Regresion
no Lineal normal es

alyi—f(Bx)]

202

L(B,0?) = mexp {— } (Ecuacion 5).

Esta probabilidad se maximiza cuando la suma de los residuos al cuadrado

N2 L
SB) =Xty — (B x)]” se minimiza.
Diferenciando se obtiene de S(B):

af,—(,;m = =23y, —f(ﬁ,xf')]%;"") (Ecuacion 6).

Establecer las derivadas parciales en 0 produce ecuaciones de estimacion para los
coeficientes de regresion. Porque estas ecuaciones son en general no lineales,
requieren solucion por optimizacion numeérica. Como en un modelo lineal, es habitual
estimar la varianza del error dividiendo la suma residual de cuadrados para el modelo
por el nimero de observaciones menos el nimero de pardmetros (en preferencia al
estimador ML). Fox (2002).

Las varianzas de los coeficientes se pueden estimar a partir de una version linealizada

del modelo. Donde: F;; = %[‘Txi) (Ecuacién 7).
]

Asi la matriz de covarianzas asintética estimada de los coeficientes de regresion es:
V(B)=S?*(F'F)~' donde S? es la varianza del error estimado.

Bates y Watts (1988) proporcionan una referencia completa sobre Regresion no Lineal
y minimos no lineales.

Estimacion de cuadrados; un tratamiento breve y accesible es Gallant (1975).

Un modelo simple para el crecimiento de la poblacién hacia una asintota es el modelo

logistico: y; = + ¢; (Ecuacion 8).

B
1+eB2+B3 X;
donde y; es el tamafio de la poblacion en el momento X;; B1 es la asintota hacia la que

crece la poblacion; 32 controla el crecimiento de la tasa de poblacion.
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3.9 Modelo Logistico

La regresion Logistica es una técnica estadistica multivariante que nos permite
estimar la relacion existente entre una variable dependiente no métrica, en particular
dicotébmica y un conjunto de variables independientes métricas, no métricas y también
puede utilizarse para variables numéricas continuas.

El modelo de Malthus tiene muchas limitaciones. Por ejemplo, predice que una
poblacidn crecera exponencialmente con el tiempo, que no ocurre en la realidad. Si la
especie considerada dispone todos los medios para vivir, como espacio, aire,
alimentos, entonces su crecimiento sera de tipo exponencial; pero si los recursos
escasean, entonces habra competencia para acceder a ellos (pelea, guerra a veces,
supervivencia de los mas fuerte...) y la razén de crecimiento no sera la misma. Por
esta razon el modelo de Malthus se llama el crecimiento irrestricto.

La regresion logistica resulta util para los casos en los que se desea predecir la
presencia 0 ausencia de una caracteristica o resultado segun los valores de un
conjunto de predictores. Es similar a un modelo de regresion lineal, pero esta adaptado
para modelos en los que la variable dependiente es dicotomica y numérica continua.
Los coeficientes de regresidn logistica pueden utilizarse para estimar la razén de
probabilidad de cada variable independiente del modelo. La regresiéon logistica se
puede aplicar a un rango mas amplio de situaciones de investigacion que el andlisis
discriminante.

El modelo de crecimiento Logistico, fue introducido por Pierre Francois Verhulst en
1838 y supone que la razén de crecimiento es proporcional conjuntamente tanto a la

poblacibn misma como la cantidad faltante para llegar a la maxima poblacién

sustentable. Escribiremos dicho modelo como: Z—': =r (1 - g) p

En este modelo la letra r se conoce como la razon de crecimiento intrinseco, k es la
capacidad sustentable que es el maximo valor, puede tener P el valor de r
dependiendo solo de la especie considerada, mientras que k depende tanto de la
especie como del ambiente en donde se desarrolla ésta y es el maximo valor posible

en este ambiente.
. ~ P
Si el valor de P es muy pequeiio comparado con k entonces 1 ——es = lyla

Ecuacién Diferencial (ED) es semejante a la de Malthus. Por otro lado, si P se
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. P P apP .
aproxima a k entonces 1 — - €S~ 0 y esto haria que - = 0; en consecuencia, la

poblacion P(t) seria casi constante.

Resolvemos la ED. Observemos que es separable:

2 —rp (1 —g) -2 =rdt= fd—P— rt + c(Ecuacion 9).

z i I

La integral del primer miembro se resuelve mediante fracciones parciales:

1 A
+

PR 7k

= A=1&B-%2=0=A=1 &B =~ (Ecuacién 10).

P A
:>A(1——> BP=1=>(B——>P A=1=
K * K *

Luego,

1

j ap —j1+? dP—lP+1de—lPl|K P|

P(1—£)_ PP\ T k)T
K K K

Ahora, al tomar en consideracion que P < K, se tiene |[K — P|= K — P, por lo cual:

In (L) =1t + C = -2~ = Ce™ (Ecuacion 11).
K-P K-P

Antes de despejar P, usemos la condicion inicial P(0)= Po, para determinar C:
P Py

P, .z
L =(Ce'=C = — =——¢" (Ecuacion 12).
K-P, K-P  K-Pg,

Ahora despejemos P, denotando por comodidad KP"P =C:

—ro
P
T Ce* = P=(K—-P)Ce™ =KCe™ —PCe™ =
P
i Ce™ = P =(K—P)Ce™ =KCe™ — PCe" =
Kce™t

= P+PCe =KCe™ = P =——
1+Ce”

(Ecuacion 13).

Para simplificar esta formula, dividimos numerador y denominador entre Ce™ para

obtener finalmente:

P(t) = X = K__’,fo (Ecuacion 14)

+1 (F520)e-rt
ce't 1+ Py e

En el siguiente ejemplo se modela la probabilidad de fraude por impago (default) en
funcion del balance de la cuenta bancaria(balance). (Rodrigo, 2016)
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Regresion logistica

1.00 A oo © O @OommD XIBODOO O_O

0.7541

0.50 41

0.254

Probabilidad default

0.00 4

0 1000 2000
balance

Figura 1
Consideraciones sobre el modelo de regresion logistica

Datos. La variable dependiente debe ser dicotomica. Las variables independientes
pueden estar a nivel de intervalo o ser categoéricas; si son categoricas, deben ser
variables auxiliares o estar codificadas como indicadores (existe una opcién en el

procedimiento para recodificar automaticamente las variables categéricas).

Supuestos. La regresion logistica no se basa en supuestos distribucionales en el
mismo sentido en que lo hace el analisis discriminante. Sin embargo, la solucién puede
ser mas estable si los predictores tienen una distribucion normal multivariante.
Adicionalmente, al igual que con otras formas de regresion, la multicolinealidad entre
los predictores puede llevar a estimaciones sesgadas y a errores estandar inflados. El
procedimiento es mas eficaz cuando la pertenencia a grupos es una variable
categorica auténtica; si la pertenencia al grupo se basa en valores de una variable
continua, debera considerar el utilizar la regresion lineal para aprovechar la

informacion mucho mas rica ofrecida por la propia variable continua.

Procedimientos relacionados. Utilice el procedimiento Diagrama de dispersion para
mostrar en pantalla sus datos para multicolinealidad. Si se cumplen los supuestos de
normalidad multivariante y de matrices de varianzas-covarianzas iguales, puede
obtener una solucion mas rapida utilizando el procedimiento Analisis discriminante. Si
todos los predictores son categéricos, puede ademas utilizar el procedimiento Log

lineal. Si la variable dependiente es continua, utilice el procedimiento Regresion lineal.
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Puede utilizar el procedimiento Curva ROC para realizar graficos de las probabilidades

guardadas con el procedimiento Regresion logistica.

3.10 Modelo Gompertz. Los modelos de crecimiento poblacional se encuentran
agrupados por dos particularidades, diametralmente opuestas, por un lado, se
localizan los modelos que representan un medio ilimitado, cuyo Unico integrante es el
modelo exponencial. Mientras que, por otro lado, estdn los modelos capaces de
representar un espacio limitado, entre los que destacan el modelo logistico y el modelo
Gompertz. Rodriguez & Ulloa, (2017).

El modelo Gompertz puede definirse como un modelo que aporta informacion
importante en el estudio de situaciones o fendbmenos de crecimiento poblacional o de
cualquier indole bajo un espacio limitado de recursos y donde el crecimiento maximo
0 puede ser muy pequefio 0 muy grande. Por su parte, al ser un modelo de crecimiento
que representa un medio limitado como el logistico, se describe por medio de un
grafico de tipo sigmoidea o, lo que es lo mismo, en forma de “S”. En su comportamiento
gréafico identificamos tres fases: el crecimiento exponencial (primera), la interaccion

con el medio (segunda) y el equilibrio (tercera).
Ejemplos de usos para las curvas de Gompertz incluyen:

o La captacion de teléfonos moviles, donde los costos fueron inicialmente altos
(por lo que la captacion fue lenta), seguido por un periodo de rapido
crecimiento, seguida por una disminucion de la captaciéon a medida que se
alcanzo la saturacion.

« Poblacién en un espacio confinado, ya que las tasas de natalidad aumentan
primero y luego disminuyen a medida que se alcanzan los limites de recursos.

e Modelizacién del crecimiento de tumores.

o Modelizacion del impacto del mercado en las finanzas.

o Detallado el crecimiento de la poblacién en animales de presa, con respecto a
las relaciones depredador-presa.

e Modelizacion del namero de células bacterianas dentro de una poblacion
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e Propagacion de una epidemia

En este ejercicio intentaremos ajustar datos poblacionales a diversas funciones
matematicas (diferentes a las clasicas).El ejercicio esta basado en un articulo de
Szabelska y col. (2010), sobre comparacion de modelos de crecimiento usando R.La
meta es encontrar la funciéon (modelo) que describe mejor sus datos (bajo AIC), con

coeficientes significativamente diferentes de 0. A partir de este modelo podemos

simular vy proyectar el crecimiento poblacional. (Fernandez,2018)
o o © © o ©
§ ] o © ° < °
ﬁ N o
= - =4
w | o o °
. o
- | o oo o®° °°
T T T T T T T
(o] 50 100 150 200 250 300
Tiempo
Figura 2

Fase de crecimiento exponencial. Se ha denominado asi debido a que, de manera
grafica, en su etapa inicial, el modelo Gompertz se comporta como un modelo
exponencial. En este momento, el crecimiento de la poblacion o rasgo no se ve
afectado por ningun factor, de los que rodea el medio, que impida su crecimiento vy,
por tal, se genera un crecimiento exponencial de forma pura. Fase de interaccién con
el medio. En esta etapa, el crecimiento poblacional o rasgo se ve afectado por los
factores, que intervienen en el medio, impidiendo asi su crecimiento exponencial. Ello
hace que el crecimiento sufra una desaceleracion haciéndolo pausado, lento. Fase de
equilibrio. Para esta ultima etapa, la interaccion que mantiene el crecimiento de la
poblacién con el medio, que nace desde la etapa dos, continla su efecto cada vez
con mayor fuerza, impidiendo se desarrolle el crecimiento. En este momento, el
crecimiento experimenta una desaceleracion cada vez mayor hasta alcanzar un

equilibrio en el mismo.
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Los modelos de crecimiento Gompertz pertenecen a la familia de curvas sigmoidales,
inicialmente céncavas y tras pasar el punto de inflexion, convexas, conocidas también
como curvas en forma de S. Su nombre procede del matematico Benjamin Gompertz,
el cual utiliza la curva para describir la ley de la naturaleza que rige la mortalidad
humana. El modelo logistico y el de Gompertz presentan un caracter de crecimiento
similar, aunque existen matices que los diferencian. El principal, es la localizacién del
punto de inflexidn, localizado entre el 35% y 40% del crecimiento en los modelos
Gompertz y en el 50% en el de Verhlust.

Existen diferentes curvas Gompertz en funcion de los pardmetros que la componen,
pero todas tienen una doble exponencial como elemento caracteristico comun.
Benjamin Gompertz introduce la citada curva, para ello postula que los incrementos:
log(n) —log(n + m),log(n + m) —log(n + 2m), etc

Son constantes, siendo log(n + km) el logaritmo de la poblacion en el instante n +
km, siendo indicio de encontrarnos ante un crecimiento geomeétrico.

Formula: Y= a*exp(-exp(b-(c*t))), La funcién se expresa como: L, = dg?"

T q = m = log(Ly) — log(Las), log(e) = 7= (Ecuacién 15)

Donde: log(g) =

El valor de a denota el instante inicial, el de r la unidad de salto considerada en el
tiempo y p es la razdn € la progresion geométrica que define el nUmero de personas
vivas en el tiempo x.

La curva Gompertz fue objeto de interés en ciencias actuariales, pero con el paso del
tiempo su aplicacion se trasladd a otros campos como la Biologia y la Economia. P.
Winsor, motivado por las diferentes aplicaciones de los modelos de Gompertz realizo
un estudio comparativo entre un modelo de Gompertz y otro de Verhulst. Para ello

escribi6 que: Y = k,e~¢*™ >0,b > 0.
Deduciéndose que lim y =k y lim Y = 0. A partir de esta exposicion se obtiene la
X—00 X—>—00

L ) _
ecuacion diferencial: % = bye®P%
Donde también se deduce que la pendiente Y(x) es siempre positiva para valores

finitos de x, tendiendo a 0 cuando la x tiende a (+) infinito. Buscando el punto de
. . o 8%
inflexion de la curva se llega a la siguiente expresion: 8—§ = b2?ye® b¥(ga~bx _ 1)

X

Simén Minguez, (2016).
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3.11 Modelo De Richard Generalizado

El objetivo de esta curva es definir un proceso de difusion cuya funcion media sea
esta curva, En este tipo de curvas se puede definir que la asintota depende del valor
inicial, por lo que permite describir fendmenos de crecimiento en un hecho

observado.
U-A

Caracteristicas de la curva: y(t) = A + T Borp Rt /™

(Ecuacién 16).

Parametros: t= tiempo x = tamafio A = La asintota inferior U = La asintota superior k
= Tasa de crecimiento m > O: afecta cerca de la cual se produce el crecimiento maximo
de asintota. beta = Esta relacionado con el valor y (0) t0 = hora de inicio

Asintota: en esta asintota la curva se ve influenciada por el valor de la curva en el

instante inicial, al observar el limite: k = ltinzl = (t) =x,(1 + B exp{—ct, })9(Ecuacion

17).

Este limite nos indica que la curva tiene una asintota horizontal y que depende del

valor inicial.

Generalmente, los procesos de crecimiento de plantas y animales, racionales e

irracionales, obedecen la propuesta de Richards: crecimiento con rendimientos

crecientes en etapas tempranas acompafiado de un crecimiento marginalmente

decreciente antes de la madurez y hasta negativo en las etapas de senectud.

La funcion de Richards refleja este tipo de proceso de crecimiento. Esta funcion tiene

su origen en procesos bioldgicos de crecimiento. Recientemente ha sido aplicada por

Khamis et al. (2005) al crecimiento de las palmas aceiteras, al crecimiento de cierto

tipo de bacterias en Amir (2013) o al crecimiento de los pollos de engorda en

Sakomura et al. (2005)

Funcion de Richards La funcién de Richards se representa por la siguiente ecuacion:
Sk) B

f(A B, 0,2, K) = —2—(Ecuacion 18). k

(1+eP=0K)T
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4. DISENO METODOLOGICO

Tipo de estudio: Es un estudio cualitativo y cuantitativo; en primera instancia se
comparan las bondades de cada modelo no lineal, se describira el comportamiento de
cada uno, para determinar su mejor forma de estimacion y aplicabilidad. En segunda
instancia se trabajara sobre conjuntos de datos experimentales y observacionales
procedentes de estudios de las areas de: Biologia, Demografia y Economia. El estudio
es longitudinal, en relacion a cada conjunto de datos a procesar, empleando técnicas
de estimacion para variables continuas, recabadas de forma sistematica en el tiempo.
Fuente de informacioén

Secundario: Se recolecto informacion de bases de datos sobre estudios detallados
en libros, paginas web, tesis, articulos, los cuales, aparte del fundamento de la
modelizacibn matemética, serviran para medir el desempefio de cada modelo a
comparar en este trabajo de investigacion.

Simon Minguez, Fermin. (2016, septiembre).

Rodriguez, J., & Ulloa, J. (2017).

Procedimiento:

Se recolecté la informacion de libros, articulos, tesis y paginas web, donde se aplican
modelos no lineales, de las cuales se elegiran aquellas de nuestro interés.

Se entrevistd a docentes del departamento de Matematicas, Estadistica y Actuarial,
opinion sobre la relevancia de los modelos no lineales en areas especificas del
quehacer cientifico y la relacién a otros componentes .El procedimiento se dividid en
2 etapas, la primera etapa consistio en hacer reuniones para discutir y delimitar
aguellos modelos no lineales que tengan preponderancia, aunque no sean de uso
comun; se procede a leer articulos de temas relevantes asociados al trabajo de
investigacion.En la segunda etapa consistié en describir cada problema no lineal a
afrontar, luego la consecuente elaboraciéon de guion de programacion en lenguaje R,
para la gestién y procesamiento de la informacién recabada de los libros y articulos
seleccionados. Por ultimo se realiz6 la implementacion de cada modelo a comparar
en el lenguaje de alto nivel R (The R Project for Statistical Computing), con el

diagndstico pertinente sobre los residuos.
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5. RESULTADOS Y DISCUSION
5.1 Ejemplo De Modelo Logistico

En el siguiente ejemplo se modela la probabilidad de fraude por impago (default) en

funcién del balance de la cuenta bancaria (balance)

library(tidyverse)
library(ISLR)
datos <- Default

# Se recodifican los niveles No, Yes a 1y ©
datos <- datos %>%
select(default, balance) %>%
mutate(default =
recode(default,
"No" = 0,
"Yes" = 1))
head(datos)

# Ajuste de un modelo Lineal por minimos cuadrados.
modelo_lineal <- 1lm(default ~ balance, data = datos)

# Representacion grdfica del modelo.

ggplot(data = datos, aes(x = balance, y = default)) +
geom_point(aes(color = as.factor(default)), shape = 1) +
geom_smooth(method = "1m", color = "gray20", se = FALSE) +
theme_bw() +
labs(title = "Regresién lineal por minimos

cuadrados",y = "Probabilidad default") +

theme(legend.position = "none")

H# default balance

## 1 0 729.5265
#H# 2 0 817.1804
## 3 0 1073.5492
## 4 0 529.2506
## 5 0 785.6559
## 6 0 919.5885
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Regresidn lineal por minimos cuadrados

1.00 4 o Y
0.754

0.50 4

0.254

0.00 4

o 1000 zooo
balance

Probabilidad default

Al tratarse de una recta, si por ejemplo, se predice la probabilidad de default para
alguien quetiene un balance de 10000, el valor obtenido es mayor que 1.

| predict(object = modelo_lineal, newdata = data.frame(balance = 10000))

## 1
##1.22353

Para evitar estos problemas, la regresion logistica transforma el valor devuelto por
la regresion lineal (Bo + f1X) empleando una funcidn cuyo resultado esta siempre
comprendido entre 0 y 1. Existen varias funciones que cumplen esta descripcion,
una de las mas utilizadas es la funcion logistica (también conocida como funcién
sigmoide):

. . 1
Funcion sigmoide = o(x) =

l+e7™*

Para valores de x muy grandes positivos, el valor de e™* es aproximadamente O por
lo que el valor de la funcién sigmoide es 1. Para valores de x muy grandes
negativos, el valor e™ tiende a infinito, por lo que el valor de la funcion sigmoide es

0.Sustituyendo la x de la ecuacion anterior por la funcién lineal (8o + f1X) se obtiene

que:
1
P(Y=k|X=x)= 1 _ 1 B
= eBotB.X 1 - 1+830+31X = —M
1+e—(By+B.X) — 1+eBotBX
0 B eﬁo+B1X eﬁo+ﬁ1X 630+ﬁlx

donde Pr(Y = k|X = x) puede interpretarse como: la probabilidad de que la variable

cualitativa Y adquiera el valor k (el nivel de referencia, codificado como 1), dado que
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el predictor X tiene el valor x.

Esta funcidn, puede ajustarse de forma sencilla con métodos de regresion lineal si

se emplea suversion logaritmica, obteniendo lo que se conoce como LOG of ODDs

p(Y =k|X =x)
1-p(Y =k|X =x)

) =Bo+ B X

In€

# Ajuste de un modelo logistico.
modelo_logistico <- glm(default ~ balance, data = datos, family = "binomial”)

# Representacion gréfica del modelo.
ggplot(data = datos, aes(x = balance, y = default)) +
geom_point(aes(color = as.factor(default)), shape = 1) +
stat_function(fun = function(x){predict(modelo_logistico,
newdata = data.frame(balance = x),
type = "response")}) +
theme_bw() +
labs(title = "Regresion logistica",y =
"Probabilidad default") +
theme(legend.position = "none")

Regresidn logistica

1.00 Q0 O O R O T = ) O
075
=
=
N
[1E]
o
=
[37]
g 050+
=
[i7]
=]
[=]
o
0.25 -
0.00 1 0 i)
0 1000 2000
balance

Como resultado tenemos que las personas con un balance de 2700 su probabilidad
de fraude por impago es de 1 (si).
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Ejemplo comparativo de modelo exponencial asintético y logistico.

Del peso de un paciente obeso, variable dependiente numérica continua.

# Paciente obeso

library(MASS)

fL. = function(x) 1/(1+exp(-x)); curve(fL, xlim=c(-5, 5), ylim=c(-2, 2))
fL. = function(x) 1/(1+exp(x)); curve(fL, add=TRUE)

fL. = function(x) 1/(1-exp(x)); curve(fL, add=TRUE)
yt=wtloss$Weight; xt=wtloss$Days

plot(xt, yt, xlim = ¢(0, 700), ylim=c(0, 200)) ; grid(col=4)

MO =100 ; a = coef(Im( log(yt-MO0) ~ xt)) ; a # Modelo exp asintotico}

library(nlme) ; # Tomar MO como min(yt), aprox. 100
modNL = nls(yt ~ M+exp(a+b*xt) , start = list(M=MO0, a=a[1], b=a[2]))
b = coef(modNL) ; abline(h = b[1], col=3, Ity=2)
#M =81.373814633 a= 4.631657453 b =-0.004884401
fL. = function(x) b[1]4+exp(b[2]+b[3]*x) ; curve(fL, add=TRUE, col=4)

library(nlme)

modNL2 = nls(yt ~ M/(1-exp(a+b*xt)), start = list(M=40, a=-0.225, b=-0.0007))
b = coef(modNL2) ; b ; abline(h = b[1], col="darkred", lty=2

M=37.109558439 a=-0.224715914 b =-0.000724444

fLL = function(x) b[1]/(1-exp(b[2]+b[3]*x)) ; curve(fLL, add=TRUE, col=2)

200

150

yt
100

50

0] 100 200 300 400 500 600 700
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En la grafica anterior podemos observar unas diferencias en los 2 modelos, donde el
modelo asintético exponencial es el mas cercano a la realidad con un peso de 179
libras como asintota de estabilidad a los 700 dias aproximadamente 1 afioy 11
meses.

5.2 Ejemplo De Modelo De Richard

El objetivo de esta ,curva es definir un proceso de difusién, cuya funcibn media sea
esta curva, En este tipo de curvas se puede definir que la asintota depende del valor
inicial, por lo que permite describir fendmenos de crecimiento en un hecho

observado. ## Caracteristicas de la curva

t=tiempo x = tamafo A = La asintota inferior U = La asintota superior k = Tasa de
crecimiento m > 0O : afecta cerca de la cual se produce el crecimiento maximo de

asintota. beta = Esta relacionado con el valor y(0) tO = Hora de inicio

Datos originales en los parametros

library(growthmodels)

growth <- generalisedRichard(0:100, 5, 10, 0.3, 0.5, 1, 3)

plot(growth, type="1", xlim=c(0, 75), ylim=c(5, 11),lwd=2)

growth <- generalisedRichard(0:100, 11, 10, 0.3, 0.5, 1, 3) ; lines(growth, col=2, lwd=2)
growth <- generalisedRichard(0:100, 5, 10, 0.1, 0.5, 1, 3) ; lines(growth, col=3, lwd=2)
growth <- generalisedRichard(0:100, 5, 10, 0.3, 0.1, 1, 3) ; lines(growth, col=4,lwd=2)
growth <- generalisedRichard(0:100, 5, 10, 0.3, 0.5, 1, 60) ; lines(growth, col=6, lwd=2)

11
|

10
|

growth
8
|

Index
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En la gréfica anterior al cambiar los valores en los parametros, se observa que el
punto de inflexion varia en los diferentes gréaficos, ya sea porque el punto se corra o
por que cambie la curvatura, el segmento concavo pasa a ser convexo y la parte
convexa pasa a ser concava, también observamos cuando cambiamos el cuarto

parametro la formacion de una asintota vertical.

5.3 Ejemplo De Modelo Gompertz
Los siguientes datos, contienen la produccion total de granos alimenticios de la India

durante el periodo de 1980 a 2009: Afos y Produccion (millones de toneladas)

Year=c(1980-81, 1981-82, 1982-83, 1983-84, 1984-85, 1985-86,1986-87,1987-
88,

+ 1988-89, 1989-90, 1990-91, 1991-92, 1992-93, 1993-94, 1994-95, 1995-96,
1996-97,

+ 1997-98, 1998-99, 1999-00, 2000-01, 2001-02, 2002-03, 2003-04, 2004-
05,2005-06, 2006-07, 2007-08, 2008-09)

Production=c(129.59,133.30,129.52,152.37,145.54,150.44,143.42,140.35,169.92
,171.04,176.39,168.38,179.48,184.26,

+
191.50,180.42,199.44,192.26,203.61,209.80,196.81,212.85,174.77,213.19,198.3
6,208.60,217.28,230.78,233.88)

#Convertimos los datos en una sola base#
Datos <- data.frame(Year,Production)
Datos

Y = (Datos)

Y

attach(Y)

Y[, 2]

y = Y[, 2]

y

xt = 1:29
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#Parametros de Estimacion#

gr = nls(y~k*exp(log(y@/k)*exp(-r*xt)),start=1ist(k=200,y0=100,r=0.5))
summary(gr)

#resultado#

Formula: y ~ k * exp(log(ye/k) * exp(-r * xt))

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
k 271.96239 44.47218 6.115 1.83e-06 ***
yo 123.49738 6.41992 19.237 < 2e-16 ***
r 0.04674 0.01929 2.423 0.0227 *

Signif. codes: © “*** 9,001 ** 9.01 “*’ .05 ‘.” 9.1 ‘1
Residual standard error: 10.44 on 26 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 9
Achieved convergence tolerance: 1.197e-06

#Ajustamos el modelo#

yt = function(x)271.96239 *exp(log(123.49738/271.96239)*exp(-0.04674*x))
Production=c(129.59,133.30,129.52,152.37,145.54,150.44,143.42,140.35,169.92
,171.04,176.39,168.38,179.48,184.26,

+
191.50,180.42,199.44,192.26,203.61,209.80,196.81,212.85,174.77,213.19,198.3
6,208.60,217.28,230.78,233.88)

xt = 1:29

curve(yt, -60,70)

points(xt, Production)

param_est = summary(gr)

sl = param_est[["coefficients"]]

a = matrix(s1,3,4)

k = a[1,1]

r=a[3,1]

obs Vs _pred = cbind(y,y - resid(gr),resid(gr))

pag. 22




Modelos de Regresion no Lineal selectos, Forma de Estimacion y Aplicaciones.

o
Ln -
N
o
O
N
o
Ln -
~—~ —
=
+
>
o
O
i
o _]
o
O

La variable que esta en afos, solo da valores positivos, se agrego valores negativos
para apreciar su estimacion de la curva de Gompertz.

Donde vemos los puntos en algunos afios se tuvieron producciones muy bajas.

points(xt, Production)
plot(obs_Vs pred[,2],type="1",col="red", main="Fitted model")

points(obs Vs pred[,1], cex = 1.0,col="black")
lines(obs Vs pred[,1],col="blue"
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Se muestra con zoom los datos de informacion.

Fitted model
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La produccion media anual es de 1.980494 toneladas de granos.

# Calculacion de la tasa de crecimiento compuesto#
gr_rate = r*log(k/obs Vs pred[,1])
growth_rate = mean(gr_rate)

per_growth_rate = growth_rate*100
per_growth_rate

#Resultado#

[1] 1.980494
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6. CONCLUSION

Con la finalidad de desarrollar los diferentes MRNL y sus aplicaciones, los modelos
Logistico y Gompertz presentan similitud de enfoque en su aplicacion y funcién, dado
que, ambos pueden utilizarse en crecimiento poblacionales en datos longitudinales,
ofreciendo una perspectiva amplia acerca de las diversas ecuaciones que pueden
adoptar los modelos de regresion, destacando la importancia de los modelos no

lineales, tan presentes en la Demografia y Salud, Finanzas y Economia, etc.

Las correlaciones de los parametros a estimar, podrian dificultar la convergencia del
modelo hacia una solucién valida y coherente con el fenébmeno real bajo estudio, pues

correlaciones altas son indicativos de mal condicionamiento.

El diagndstico sobre los residuos de cada modelo, una vez estimados los pardmetros,
la varianza del error estimado y los criterios de informacion, permiten seleccionar un
modelo parsimonioso, aungue el cotejo con la realidad misma es la que determina al
mejor modelo de ajuste para el prondstico. Los MRNL adolecen de que el vector de

valores iniciales se dé de forma 6ptima en la direccion del gradiente.

En la comparacion de algunos modelos no lineales, percibimos diferencias tanto en la
convergencia hacia los parametros a estimar, asimismo en las asintotas de estabilidad
a largo plazo para un prondéstico mas adecuado, segun el estudio que realicemos,
acoplandose a la realidad. El problema de divergencia o “no singularidad”, debido a
vector inicial inadecuado, se resuelve implementando el gradiente para lograr una
direccidén efectiva hacia puntos extremos Optimos; aunque requiere de derivadas

parciales, estas se estructuran dentro del lenguaje R, de forma facil.
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7. RECOMENDACIONES

Implementar e impartir un componente que involucre a los MRNL en cada
carrera propia del departamento de Matematica, Estadistica y Actuariales,
debido al poco conocimiento en la profesionalizacion, siendo los mismos tan

intrinsecos a fendémenos del mundo real.

Promover conferencias, talleres y seminarios acerca de los MRNL, transversal
a las carreras que oferta el departamento de Matematica, Estadistica y
Actuariales, para fomentar el involucramiento de la comunidad académica en

el desarrollo progresivo hacia el afrontamiento de problemas complejos.

Brindar a los estudiantes las suficientes herramientas computacionales y
aplicaciones de software especializado en el tema de MRNL que permitan
afianzar las técnicas de modelizacion a la par de los implementos teoricos de
las ecuaciones diferenciales generadoras segun los distintos ambitos

investigativos observacionales y de aplicaciones experimentales.
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9. ANEXOS

CRONOGRAMA DE ACTIVIDADES

ACTIVIDADES Delimitacion | Redaccion |Antecedente Ejemplode | Marco | planteamiento del
deltema | de objetivos s Justificacion | los modelos | teorico problema protocolo revision corecciones
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Data de ejercicio de Gompertz

Year

198081
198182
198283
198384
198485
198586
198687
198788
198889
198990
199091
199192
199293
199394
199495
199596
199697
199798
199899
199900
200001
200102
200203
200304
200405
200506
200607
200708
200809
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Production

129,59
133,3
129,52
152,37
145,54
150,44
143,42
140,35
169,92
171,04
176,39
168,38
179,48
184,26
191,5
180,42
199,44
192,26
203,61
209,8
196,81
212,85
174,77
213,19
198,36
208,6
217.28
230,78
233,88
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